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Attention, ce polycopié est encore en cours de développement, ne vous étonnez pas si vous découvrez des erreurs.
Merci de me les communiquer.

A quoi sert 'algébre linéaire ? Malheureusement, il n'y a pas de réponse simple au niveau Licence : en effet, la plupart
des problémes pour lesquels on va utiliser l'algébre linéaire peuvent aussi se résoudre de maniére élémentaire, la
plupart du temps en résolvant un systeme linéaire et ceci peut donner l'impression qu'on remplace des calculs
fastidieux mais simples par des arguments et des concepts trés compliqués, trés abstraits. On peut quand méme
déja sentir Uintérét de l'algebre linéaire : celle-ci permet d'unifier des problémes et des situations a priori trés
différentes, en donnant un cadre général dans lequel ces problémes vont avoir le méme aspect. Une telle démarche
est fondamentale dans les mathématiques. Par exemple, on remarque que l'on sait additionner deux vecteurs de R?,
ou deux fonctions, ou deux polynomes ... et qu’on sait aussi multiplier chacun de ces objets par des réels. Puisque ces
objets (différents) peuvent subir le méme type d'opération, ayant les mémes propriétés formelles, les raisonnements
ou les concepts qui utilisent uniquement ces opérations vont étre valables dans chacun des trois cadres cités. Par
exemple, les notions de droite, de plan, de repére (on dira base), que l'on connait déja dans R?, vont aussi étre valables
pour des espaces de fonctions ou de polynémes ! La propriété qui dit que «dans R3, deux plans ont toujours une droite
en communy deviendra ainsi «dans tout espace vectoriel de dimension 3, deux sous-espaces vectoriel de dimension
2 ont toujours un sous-espaces de dimension 1 en commun» et sera vraie quelle que soit la nature des éléments de
l'espace vectoriel (fonctions, polyndmes ou autres et on pourra d'ailleurs la généraliser a des dimensions supérieures).
Méme si ce cours n'en donne qu'un tout petit apercu, la quantité de situations qui peuvent étre modélisées par
lalgébre linéaire est immense, et va de questions purement mathématiques jusqu’a des problémes trés concrets
d'écologie (dynamique des populations), de météorologie, d’économie, de physique...

Gloria FAccaNoONI

IMATH Batiment U-318 = 0033 (0)4 941423 81
Université du Sud Toulon-Var
Avenue de l'université = gloria.faccanoni@univ-tln.fr

83957 LA GARDE - FRANCE (il http://faccanoni.univ-tln.fr
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Matrices

Définition Matrice

On appelle maTRICE m x n (ou d'ordre m x n) a coefficients dans K tout tableau de m lignes et n colonnes
d'éléments de K. L'ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est noté M,, ,(K).

Si m = n on dit qu'on a une MATRICE CARREE. L'ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients dans K est
noté M, (K).

Une matrice m x 1 est appelée VECTEUR-COLONNE et une matrice 1 x n est appelée VECTEUR-LIGNE.

On convient de noter a;; l'4lément de la matrice situé sur la i-éme ligne et j-éme colonne (1 < i< metl < j<n).
Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets :

aiy Cllj d1p aiy alj d1p
A= a1 aij dip ou A= aiy aij din
am1 ... ij ... Ump _aml ij Clmn_
ou encore
A= (Cl[j)lgigm ou A= [Clij]lgigm
1<j<n 1<j<n

Nous travaillerons avec K = R, Q ou Z.

Exemple
La matrice
-1 4 2
A=|10 1 =3
4 1 5

est carrée et d'ordre 3.

- ype e, .. .
Deﬂmtlon Addition de matrices

St A = (a;)1<i<m et B = (b;j)1<i<m sont deux matrices m x n, on définit 'AppITION des matrices par
j)1<i< j)1<i<
1<j<n 1<j<n

A+B= (”ij —+ b,‘/)lgigm-

1<j<n

La MATRICE NULLE, notée Oy, ,, est la matrice dont tous les éléments sont nuls.
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| La MATRICE OPPOSEE D'UNE MATRICE A est notée —A. Si A = (a;j)1<i<m alors —A = (—aj)1<i<m.
1<j<n 1<j<n

2@ Exemple

Soient les matrices

3 4 2 6 1 9
a=(V 5 3) ==(3 0 5)

On obtient
346 4+1 2+9)_(9 5 11)

AHB§:(1+2 340 5+3] |3 3 8

&Attention
| La somme de deux matrices d'ordres différents n'est pas définie.

@ Propriété

St A, B et C sont des matrices de méme ordre, alors nous avons
> A+ B =B+ A (commutativité),

> A+ (B+C) = (A+B) + C (associativité).

<6 Exemple
N

Soient les matrices

1 -1 6 —5 0 2
W) e ) o3 )
On a alors
(146 —1-5) (7 —6 (641 —5—1\ (7 —6 _[6+0 —5+2) (6 -3
A“B%*(zwz 0+1)*(5 1)' B+A*(2+3 1+0)*(5 1)' B+C*(2+2 1+4)*(4 5)'
De plus,
7 —4 7 -4
(A+1B%)+<Cf(7 5), A+(IB%+<C)7(7 5).

Déﬁnition

On appelle MATRICE DIAGONALE toute matrice carrée D = (djj)1<ij<n telle que i # j = d; = 0. Si on note
d; = dj;, une matrice diagonale est de la forme

di 0 0 0

0 do 0 0

Dn =

0 0 d,-1 0

0 0 0 d,
On la note Diag(dy, ds, ..., d,).
La MATRICE IDENTITE d'ordre n, notée [, est la matrice diagonale Diag(1,1,...,1).

<= ype e, . . .
Deﬁnltton Matrices triangulaires

On dit qu'une matrice carrée A = (a;j)1<ij<n €st
> TRIANGULAIRE SUPERIEURE si i > j = a;; =0,
D> TRIANGULAIRE INFERIEURE si i < j == a;; = 0.
Une matrice triangulaire supérieure et inférieure (i.e. i # j = a;; = 0) est une matrice diagonale.

4 © G. FACCANONI
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2@ Exemple
1 2 3 4
0 5 6 7 . . . T
U= 00 2 -1 est une matrice triangulaire supérieure,
0 0 0 =5
1 0 0 O
4 0 0 O . . TR
L= 5 1 2 0 est une matrice triangulaire inférieure,
7T 9 15 4
1 0 0 0
0 -8 0 O y .
D= 0 0 7 0 est une matrice diagonale.
0 0 0 O

Deflnltlon Produit d’'une matrice par un scalaire
St A = (ayj)1<icm est une matrice m x n et si @ € K, on définit le PRODUIT D'UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE par
1<j<n

a-A=(a- C’ij)lsism
1<j<n

(@ Propriété
Soient A et B deux matrices de méme ordre et a € K un scalaire, on a
> a-(A+B)=a- A+ a-B (distributivité).

2@ Exemple
(34 2 . _ 3 (3 o2 1
SOltA—(l 3 5) e‘[ozf2.Onob‘uent(Cfo«Af(1/2 32 5/2).

> Yo e . .
Deﬁmtton Produit de matrices

St A = (ai)1<i<m est une matrice m x n et B = (byj)1<k<n une matrice n x p, on définit le PRODUIT DES MATRICES
1<k<n 1<j<p
par

_ 1<i<
k=1 122p
C'est une matrice m x p.
Exemple
Soient les deux matrices
1 2 0
A:(_ll ? (2)) et B=(0 2 3
0o -1 =2

La matrice A est d’'ordre 2 x 3, la matrice B est d'ordre 3 x 3, donc la matrice produit A x B est une matrice d'ordre 2 x 3 :

Ix1+3x0+0x0 1x2+3x2+0x(—1) 1><0+3x3+0><(—2))7(1 7 9)

AXIBZ):(—1><1—|—1><O—&—2><0 —“1x24+1x24+2x(=1) —-1x04+1x3+4+2x(-2) -1 -2 -1

© G. FACCANONI 5
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’]B% : n lignes p colonnes‘

Clj e Clp
Y
@ @ Ci1 Cip
am1 s Umk e Umn Cm1 e Cmk e Cmp
’A > m lignes n Colonnes‘ C = A x B : m lignes p colonnes

@) Propriété
St A e Myn(K),Be M,,K)Ce M,qK), alors
> A x (B xC)= (A xB) x C (associativité) ;
A(x(B+C)=A xB+ A x C (distributivité);
SLAEM (K) alors A x I, =1, x A = A.

&Attention

A x B # B x A en général (non commutativité).

Prenons le cas général avec A d'ordre m x p et B d'ordre p x n. Le produit A x B est défini, c'est une matrice

d’'ordre m x n. Qu'en est-il du produit B x A? Il faut distinguer trois cas :

> si m # n le produit B x A n'est pas défini;

D> st m = n mais p # n, le produit A x B est défini et c'est une matrice d'ordre m x n tandis que le produit B x A
est défini mais c'est une matrice d'ordre p x p donc A x B# B x A;

> sim=n=p, A et B sont deux matrices carrées d'ordre m. Les produits A x B et B x A sont aussi carrés et
d’'ordre m mais la encore, en général, A x B # B x A;

Z@ Exemple
N

Soient les matrices

On obtient

6 © G. FACCANONI
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Deﬁnltlon Matrice transposée

Si A = (ayj)1<i<m est une matrice m x n, on définit la matrice TRANSPOSEE de A, notée A', par A = (a;i)1<j<n.

| 1<j<n

C'est donc une matrice n x m obtenue en échangeant lignes et colonnes de la matrice initiale.

£@ Exemple

Soit la matrice A d'ordre 2 x 3 suivante

@) Propriété

> (A1) =A st A € Mpn(K),

> (@A) = aAT sia € Ket A € M, ,(K),
> (A+B) =AT+B7 si A,B € M, ,(K),
>

AxB) =B x AT si A € M, ,(K) et B € M, ,(K).

= e o4 . ,, . . . .
Deflnltlon Matrice symétrique, matrice anti-symétrique

Deﬁmtton Matrice inversible, matrice singuliére

> Une matrice A est dite SYMETRIQUE si AT = A, i.e. si a;j = aj; pour tout i # j.
> Une matrice A est dite ANTI-SYMETRIQUE si AT = —A, i.e. si a;j = —aj; pour tout i # j.
2@ Exemple
1 5 -9
A=15 4 0 est une matrice symétrique.
-9 0 7
1 5 -9
B={-5 4 0 est une matrice anti-symétrique.
9 0 7

1<i<m

Une matrice carrée A € M, (K) est dite INVERSIBLE ou réqguliére si elle est symétrisable pour le produit matriciel,
autrement dit s'il existe une matrice B € M, (K) telle que A x B =B x A = [,,. Une matrice non réguliére est

dite SINGULIERE.
L'inverse, s'il existe, d'une matrice A est noté A~

Proposition

Soit A et B deux matrices inversibles, alors

> A~! lest aussi et (A‘l)_1 = A,

> AT lest aussi et (AT)_1 = (A‘l)T,

> A x B lest aussi et (A x B) ' =B~! x AL,

Définition Trace

Si A est une matrice carrée d'ordre n, on définit la TRACE de A comme la somme des éléments de la diagonale

tl’(A) = i dij.

principale :

© G. FACCANONI
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2@ Exemple
La trace de la matrice A suivante
1 2 0
0 2 3
0o -1 =2

esttr(A) =a11 +asx+ a3 =1+24+(-2) =1

@ Propriété
St A et B sont deux matrices carrées d'ordre n, alors
> tr(AT) = tr(A),
> tr(A + B) = tr(A) + tr(B).
Si A est une matrice m x n et B une matrice n x m, alors
> tr(A x B) = tr(B x A).

Opérations élémentaires sur les matrices
- y e _ege
Deﬁnltlon
Les opérations (ou manipulations) élémentaires sur les lignes d’'une matrices sont
> la multiplication d'une ligne L; par un scalaire non nul «a :
Li — alLy
> l'addition d'un multiple d’'une ligne al; a une autre ligne L; :

L Li+alj;

> l'échange de deux lignes :
L[ Ad L/

Ces transformations sont équivalentes ¢ la multiplication & gauche (pré-multiplication) par la matrice inversible
obtenue en appliquant & la matrice identité la transformation correspondante. Par exemple, la transformation qui
échange les premiéres deux lignes de la matrice M suivante

a b ¢\ L<ly [d e f

d e fl 25 (o b ¢

g h i g h i

équivaut ¢ multiplier Ml & gauche par la matrice obtenue en échangeant les premiéres deux lignes de la matrice
identité :

01 0 a b c d e f
1 0 0 d e fl=1a b c
0 0 1 g h i g h i

Les opérations analogues sur les colonnes sont
> la multiplication d’une colonne par un scalaire non nul :
G« aC
> laddition d’un multiple d’une colonne & une autre colonne :
C+— G+ O’C/;

> ['échange de deux colonnes :

C,‘ Ad C/
Elles sont équivalentes a la multiplication ¢& droite (post-multiplication) par la matrice inversible obtenue en appli-
quant & la matrice identité la transformation correspondante. Par exemple

a b c 0 1 0 b a c¢
d e f 1 0 0)=|e d f
g h i 0 0 1 h g i

8 © G. FACCANONI
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<= yfe _ege
Deﬁnltlon
| En partant d'une matrice A, l'utilisation d’'un nombre fini d'opérations élémentaires conduit a une MATRICE EQUIVA-
LENTE.

Calcul pratique d’un déterminant
)" bpe ey , . , . ,
Deﬁmtton Déterminant d'une matrice d'ordre n

Soit A une matrice carrée d'ordre n.

Etant donné un couple (i, /) dentiers, 1 < i,j < n, on note A;; la matrice carrée d'ordre n — 1 obtenue en
supprimant la i-eme ligne et la j-éme colonne de A.

Le DETERMINANT de A, noté det(A) ou |A|, est défint par récurrence sur Uordre de la matrice A :

> sin=1:le déterminant de A est le nombre

det(A) = di1,

> sin>1:ledéterminant de A est le nombre
n
det(A) = Z(—l)‘ﬂalj det(Ay) quelque soit la ligne i, 1 < i< n,
j=1

ou, de maniére équivalente, le nombre

n
det(A) = Z(—l)"ﬂalj det(Aj) quelque soit la colonne j, 1 < j < n.
i=1

Astuce
Pour se souvenir des signes de ces deux formules, on peut remarquer que la distribution des signes + et — avec
la formule (—1)"/ est analogue a la distribution des cases noirs et blanches sur un damier :

2@ Exemple

Soit la matrice
aiq a2
A=
az1  d22

det(Au) = g2, det(Alg) = do1, det(Agl) = di2, det(Agg) =di1,

alors

donc on peut calculer det(A) par U'une des formules suivantes :
> ayp det(Aq1) — a1adet(Ar2) = 11022 — d12021 (développement suivant la ligne i = 1)

> —agy det(Agy) + aoo det(Ags) = —a21a12 + aaxa11 (développement suivant la ligne i = 2)
> ayp det(Aqy) — ag1 det(Agy) = a11022 — 21012 (développement suivant la colonne j = 1)
> —ajadet(Ars) + agodet(Age) = —ai2021 + a22011 (développement suivant la colonne j = 2)
Ces formules donnent bien le méme résultat.
Z@ Exemple

Soit la matrice

ayp G122 di3
A= o1 a22 o3

31 d32 033

© G. FACCANONI 9
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alors

AARVARVARVARVARY)

Astuce

sachant que

2@ Exemple

Soit la matrice

alors

det All
det Agl

det A31

10

—a27 det(Agl) + dgo det(Agz) —

avec j#F ieta#0.

= det

= det (

NO WO WwWN

= det (

(A12)

(Ag2) + 0det(A

( 32) +5det

> 1det All) +Odet(A21) —|—0det Agl

> Odet Alg) +2det(A22) +3det Agg =04+2x54+0=10

donc on peut calculer det(A) par l'une des formules suivantes :
app det(Aqy) — aadet(A2) + a13 det(A;3) (développement suivant la ligne i = 1)
a23 det(Aq3) (développement suivant la ligne i = 2)
a3y det(Asy) — aso det(As2) + azs det(Ass) (développement suivant la ligne i = 3)
—aypdet(Aqrr) + ag1 det(Agy) — aszy det(Asy) (développement suivant la colonne j = 1)
a2 det(A2) — oo det(Ags) + a3z det(Agz) (développement suivant la colonne j = 2)
—ai3det(Ay3) + az3 det(Aqz) — azs det(Ass) (développement suivant la colonne j = 3)
Quelques calculs montrent que ces formules donnent bien le méme résultat.

Ci «— Ci + C{C'I

w N O

0
0

1
0

1
0

det(Alg) = det (
det(AZz) = det (

det(Agz) = det (

donc on peut calculer det(A) par Uune des formules suivantes :
> 1det(A11) + 0det Alg + 1det(A13 =10+04+0=10
> Odet(Agl) + 2 det
> Odet(Agl) + 3 det
(
(

o O =

= 022033 — 023032,

21033 — d230371,

= 021032 — 022031,

= 012033 — 013032,

= 011033 — 013031,

= 011032 — 012031,

= Ui120d23 — 013022,

= di11023 — 013021,

= 011022 — 012021,

> si deux colonnes (resp. deux lignes) sont identiques ou proportionnelles, alors det(A) = 0;

> si on échange deux colonnes (resp. deux lignes), alors le déterminant est changé en son opposé;

> on ne change pas un déterminant si on ajoute a une colonne (resp. une ligne) une combinaison linéaire des
autres colonnes (resp. lignes), ie.

L[ — Li + orLj,

0):0'

det(A3) = det (
det(Agg) = det (

det(Agg) = det (

Il convient d'utiliser cette définition aprés avoir fait apparaltre sur une méme rangée le plus possible de zéro

0 3

1 0
0 8=

10
) 5) =2

0 2):0'

=0+2x540=10 «-- formule pratique car il n'y a qu'un déterminant a calculer
=0+0+5x2=10
10+ 0+ 0 = 10 «-- formule pratique car il n'y a qu’'un déterminant a calculer

© G. FACCANONI
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I > 1det(A13) + Odet(A23) + 5det(A33) =0+0+4+5x2=10

Déterminant d'une matrice d'ordre 2
Soit A une matrice carrée d'ordre n = 2.

det(A) = det a 012) = 011022 — U12021.

<§ Exemple

det (i ;) =5x3-Tx4=15—-28 =—13.

Régle de Sarrus
Soit A une matrice carrée d'ordre n = 3. Alors

diyn di2 013
det(A) =det | a1 a2 a3 | = (011022033 + a21032013 + 031012033) - (013022031 + a23032011 + 033012031)

a31 d32 ds3

Exemple
Soit la matrice

alors

det(A)=(1x2x54+0x0x0+0x0x0)—(1x2x04+0x3x1+5x0x0)=10.

Exemple
Soit la matrice

=
I
SNy
— W =
oo

11

© G. FACCANONI
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alors

det(A) = (5x3x6+4x1x14+2x7Tx2)—(1x3x2+2%x1x5+7x%x4x6)=—62.

(@ Propriété

Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diagonaux.

Théoréme

| A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

@ Propriété
> det(AT) = det(A),
1
—1y _
> det(A™) = det(A)’

> det(A x B) = det(A) - det(B).

Définition Rang

Le RANG d'une matrice quelconque A est égal au plus grand entier s tel que l'on puisse extraire de A une matrice
carrée d'ordre s inversible, c'est-a-dire de déterminant non nul. Les opérations élémentaires sur les lignes ou les
colonnes d'une matrice ne modifient pas le rang.

£@ Exemple

12

Soit A la matrice suivante

Le rang de A est 2 car

> A est d'ordre 2 x 3 donc s < min{2,3} donc s =0, 1 ou 2;

> comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la deuxiéme colonne est nul, on ne peut pas
conclure;

> comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la troisieme colonne est non nul, alors s = 2.

Z@ Exemple
Soit A la matrice suivante
1 0 1
A= 5 —1
-1 0 -1

> A est d'ordre 3 x 3 doncs <3
> le déterminant de A est 0 donc s # 3

> le déterminant de la sous-matrice ( 59 ) est 5, donc s = 2.

© G. FACCANONI
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VVVVVVVIVVDVDVNDINDNIDDN Exercices DIV IVVVIDDIDIND

Exercice 1.1

Soient les matrices
-3 2 1 2
A=10 4 et B=(0 1
1 -1 11
1. Trouver une matrice C telle que A — 2B — C = Q.
2. Trouver une matrice D telle que A+ B+ C — 4D = Q.
CORRECTION.
1. On cherche C telle que C = A — 2B, i.e.
€11 Ci2 -3 2 1 2 —3-2x1 2—-2x2 -5 =2
co1 Co | =10 4 1 —=210 1]=1]10=-2x0 4—2x1 | =10 2
c31 C3o 1 -1 11 1—-2x1 —-1-2x1 -1 -3
A-2B-C=0.
2. On cherche D telle que D=2(A+B+C) = 1(A+B+A —2B) = 1A — 1B, ie.
diy dip L [3 2 L (12 $x(=3)—1ix1 %x2—%><2 —Tls 1
dor doz | =5 (0 4 J=210 1]= %x@—%xo gxd—5x1 | =0 7
ds1 dso 1 -1 1 1 sx1—5x1 ix(-1)-1ix1 s =34
Exercice 1.2
Effectuer les multiplications suivantes
31 5 2 1 =10 2 2
(270)><30 1 8], (=3 0 5)x |—4], —4 | x (=3 0 5).
0 -5 3 4 -3 -3
CORRECTION.
3x4
2x3
o N— —
3 1 5 2 1 10
9 7 o] X 30 1 8
0 -5 3 4
2x4

C[3x241x34+5%x0 3x1+1x0+5x(=5) 3x(-1)+1x1+5x3 3x0+1x8+5x4

Tl2x247x340%x0 2x147x040x(=5) 2x(-1)+7x14+0%x3 2x0+7x84+0x4
(9 =22 13 28
T 25 2 5 56

3x1
1x3 1x1
e N 2
(=3 0 5)x | —4|=(-3x2+0x(—4)+5x(-3)) =-21
-3
3x1 3x3
1x3
2 —_— 2x(=3) 2x0 2x5 -6 0 10
—4 | x(=3 0 5)=|—-4x(-3) —4x0 —4x5|=[12 0 =20
-3 —3x(=3) —3x0 —3x5 9 0 -15

G. FACCANONI 13
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Exercice 1.3

Calculer a, b, c et d tels que

CorrectioN. Comme
1 3 o (@ b\ [a+3c b+3d
2 8 c d|  \2a+8c 2b+8d

il faut que

a+3c=1,
b+3d=0, PR (a b):(4 —3/2)
2a 4+ 8c =0, c d -1 12 )"
2b +8d =1,

Exercice 1.4
I
On dit que deux matrices A et B commutent si A x B = B x A. Trouver toutes les matrices qui commutent avec
A

100
A=(0 3 0
0 0 5

CoRRecTION.  On cherche B telle que

100 bii biz bis bi1 biz bis 10 0
0 3 0 X /_721 b22 /323 = /321 b22 b23 X 0 3 0
0 0 5 b3y b3z bss bs1  bsa b3 0 0 5
Comme
100 bii bia bis b1 b2 bis
0 3 0 X b21 /322 b23 = 3/921 3/322 3/323
0 0 5 bsi b3z b33 5b31  5bza  5bs3
et

bi1 b1z bis 10 0 bi1 3bia 5bis
bai baa baz | x |0 3 0] = | bar 3bap 5bas
bs1 b3z bss 0 0 5 bs1  3bsa  5bss

il faut que

(b11 = b1y,
bia = 3by2,
b1z =5by3,
3ba1 = boy, ki 0 0
4 3bogy = 3bao, = B=|(0 ko O avec ki, Kz, k3 € R.
3ba3 = 5bag, 0 0 ks
5b31 = bz,
5b3z = 3b32,
| 5b33 = 5bas,

14 © G. FACCANONI
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Exercice 15

Pour quelle valeur de x la trace de la matrice A est minimale ? Et pour quelle valeur de x est-elle maximale?

2x3 4 1
A= 0 3x2 2
5 6 —12x

CorrecTioN. Notons y: x — tr(A); on a
y(x) = 2x% + 3x% — 12x

Une bréve étude de la fonction montre que

> limya00 Y(X) = £00

> y'(x) = 6(x%+ x —2)

> y est croissante pour x < —2 et x > 1, décroissante pour —2 < x < 1,

par conséquent on a un maximum local pour x = —2 et un minimum local pour x = 1.

@ Chaine de Markov

vi, v et v3 sont trois villes. Des trafiquants de drogue prennent leur marchandise le matin dans n’'importe laquelle
de ces villes pour l'apporter le soir dans n'importe quelle autre. On notera p;; la probabilité qu’'une marchandise
prise le matin dans la ville v; soit rendue le soir dans la ville v;. On construit ainsi la matrice P = (P”)%E;ég

appelée matrice de transition de la chatne de Markov. On remarque que la somme des composantes de chaque
vecteur colonne est égale a 1.
Supposons que P soit connue et vaille

0.8 0.3 0.2
P=1(01 02 06
0.1 05 0.2

Les trafiquants se promenant de ville en ville, il peut étre utile de visualiser leurs déplacements par le diagramme

de transition suivant :
0.8

0.6

(k) L

On notera x; "’ la proportion de trafiquants qui se trouvent au matin du jour k dans la ville v;. On montre que le

(0 o7

vecteur x(K) = (x{k), X vérifie la relation

(kD) ()

et donc par une récurrence immédiate
x(K) = pk . x(O),

Supposons que le chef de la mafia locale dispose de 1000 trafiquants qui partent tous le matin du jour 0 de la
ville vi. Quelle sera la proportion de trafiquants dans chacune des villes au bout d'une semaine? d’'un an?
Il s'agit de calculer des puissances successives de P avec x(*) = (1,0,0)". Au bout d’'une semaine on a

x(M =P7 . xO ~ (56.4%, 22.6%, 21%)" .
Au but d'un an les proportions ne changent guere :

x(365) — p365 . () ~ (55.7%, 22.9%, 21.3%)" .

© G. FACCANONI 15
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Exel‘cice 1.6 Migration entre deux villes

Deux villes A et B totalisent une population d'un million d’habitants. La ville A est plus agréable, mais la ville
B offre plus de possibilités d'emplois. 20% des habitants de B partent chaque année habiter A pour avoir un
meilleur cadre de vie, et 5% des habitants de A partent chaque année habiter B pour trouver un meilleur emploi.
Sachant qu'a l'année 0, un quart des habitants sont en A, quelle est la population de A et de B au bout de 1 an,
2 ans, 4 ans, 9 ans?

CorrectioN.  On résume les informations dans un graphe de transition :
5%
95% 80%

20%

Les sommets du graphes correspondent aux différents états possibles (ici, habiter la ville A ou la ville B), et les
fleches donnent le pourcentage de gens qui passent d'un état a un autre, d’'une année sur l'autre.

La suite des états successifs est décrite par une relation de récurrence linéaire, de la forme x, 1 = Tx,. Le vecteur
xn, € R? est le vecteur d'état du systéme, i.e. le vecteur (a,, b,) ol a, est la population de la ville A aprés n années
et b, est la population de la ville B aprés n années, et la matrice T est la matrice de transition. Ainsi,

1 95% 20%
XO(%) T(5% 80%)

1
donc

95% 20%
xi=Txo= 1|50 goo

O ||
~~—
\
—_—
‘m‘w
=]
_~—
\
—
e @
D W
— 00
[NIEN
(@S2 B
—_—

oo [95% 20%\ (22 (iT)\ [ 0.90625
Xe =Tx = (5% 80%) (2%) - (2%) - (0.509375)

ou, en utilisant les puissances de matrice,

73 7 1 157
T\ (1 0.90625
X2=1r2xO=(89 %9)(%):(%%9)=( )
< =\ 18 0.509375
221 35\ (1 b4l 0.6259765625
xa=Tho = (23"56 %) (3) - (]30 4) = (03740234375
256 64 4 1024 .
1068259 242461 1 3977791
1 0.7587034225
xo = Tox = (12%2%210 3852680) (%) - (?%%E%%S) ~ ( )
1310720 32761890 1 5242880 0'2412965775
On peut montrer que
lim x, = 0.8
n—-+o0o ne 02

autrement dit la suite converge vers un état ot le 80% de la population se trouve dans la la ville A et 20% dans la
ville B.

Exercice 1.7 CT Janvier 2011

Trouver pour quelles valeurs de t la matrice suivante est inversible

t+3 -1 1
5 t—3 1
6 —6 t+4

16 © G. FACCANONI
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CORRECTION.

t+3 —1 1
det 5 t—3 1
6 -6 t+4

- ((t+3)><(t—3)><(t+4)+5><(—6)><1+6><(—1)><1) - (1><(t—3)><6+1><(—6)x(t+3)+(t+4)><(—1)><5)
=3 — 4t + 42 16 =t(t? —4) +4(t2 —4) = (2 —4)(t +4) = (t = 2)(t + 2)(t + 4).

La matrice est inversible pour tout t € R\ { —4,—-2,2}.

Exercice 1.8 Calculs de déterminants

Soit a, b et c trois réels quelconques, calculer les déterminants suivants :

1 1 1 14+a 1 1
Di=det| a b ¢ Dy = det 1 14+a 1
a’ b* ¢ 1 1 1+4a

CoRRecTION.  Pour calculer un déterminant comportant des paramétres, il est souvent intéressant de faire apparattre
des zéros dans une ligne ou une colonne (ne pas oublier que si l'on permute deux lignes ou deux colonnes d'un
déterminant, on change le déterminant en son opposé).

1 1 1 526%*(51 1 _q c—a
Di=det| a b ¢ | =225 det| oo b — a c — CI = det _a? 2 02)
a? b2 2 a? b2—a? 2%2—qg?

=(b—a)(c*—-a*)—(c—a)(b?*—a*)=(b—a)(c—a) C+CI b+a) (b—a)(c—a)(c—Db);

1+a 1 1
Dy = det 1 1+a 1 =(14+aP+1+1-(1+a)—(Q+a)—(1+a)=1+a)®*=31+a)+2
1 1 1+a

- ((1+a)—1)((1+c1)2+(1—|—a)—2) - ((1+a)—1)((1+a)+2)((1+a)—1) = a®(3+a).

Exercice 1.9

Calculer les déterminants des matrices suivantes :

2 -1 3 —4

2 3 3
1 3 2 0 4 -5
a2 3) s (o1 7). c-% 157
0o -3 1 -1

CORRECTION.
1. det(A) =1x5—3x (=7) = 26.

2. En développant par rapport a la derniére ligne qui contient deux zéros on trouve

2 3

det(B) = (—1)372 x (=2) x det (5 .

)—2><(2><7—3><5)——

3. On fait apparaltre des zéros par opérations élémentaires :

2 -1 3 —4\ 2 -1 3 —4

B 0 4 —5| Gebin 0 1 1 —1
det(C) = det 9 4 3 1 ——> det 0 6 3
0 -3 1 -1 0 -3 1 -1

© G. FACCANONI 17
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1 1 -1 L1 -1\ Leb-sh 11 -1
= ()" x(2) xdet [ 3 6 —3|=2xdet| 3 6 —3] 2 oxdet|{0 3 0

-3 1 -1 -3 1 -1 0 4 —4

3 0

_ _1)1+1
=2x | (-1) ><1><det(4 4

))2xcb4®0x4)m.

Exercice 1.10 CC Novembre 2012

Trouver pour quelles valeurs de t € R la matrice suivante est inversible :

t+3 t2-9
249 t-3/"

CORRECTION.

t+3 t2-—-9

det(t2+9 t—3

):u+3)xU—3y—u?—mx(ﬁ+9%:—ﬁ—3Xﬁ+$U2+&.

La matrice est inversible pour tout t € R\ { —3,3 }.

Exercice 1.11 CC Novembre 2012

Trouver pour quelles valeurs de t € R la matrice suivante est inversible :

t2—9 t+3
t—3 t24+9]/°

CORRECTION.

t2—9 t+3

d“(t—3 t2+9

) — (2= 9) x (2 +9) = (t+3) x (t=3) = (t = 3)(t + 3)(£> +8).

La matrice est inversible pour tout t € R\ { —3,3 }.

Exercice 1.12 CC Octobre 2011

1. Pour quelles valeurs de k € R la matrice A = (; ;) est inversible?

1 2 8
2. Calculer le rang de la matrice B= {2 1 4
0 3 12
21 3
3. Calculer le rang de la matrice C= | 8 4 12
1 2 0

00 1 0

) s r 12 3 7 4

4. Calculer le déterminant de la matrice D = 31 12 0

4 0 -5 0

0 2 3 4

S, r |17 12 =5

5. Calculer le déterminant de la matrice E = 03 1 0

04 0 0

18 © G. FACCANONI
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CORRECTION.
1. La matrice A est inversible pour k # 3 car det(A) = 3 — 2«.

2. Sans faire de calcul on peut déja affirmer que 1 < rg(B) < 3. Comme det(B) = 0 (sans faire de calcul, il suffit

2 1

3. Sans faire de calcul on peut déja affirmer que 1 < rg(C) < 3. Comme det(C) = 0 (sans faire de calcul, il suffit

de remarquer que C3 =4(G,), alors 1 < rg(B) < 2. Comme det (1 2) = —3 # 0, on conclut que rg(B) = 2.

de remarquer que Ly = 41,), alors 1 < rg(C) < 2. Comme det ? ;) =3 #0, on conclut que rg(C) = 2.

00 0 2 3 4 -

4. det)=det [2 3 7 Al -det|3 1 0] =4adet — 16
3 1 12 0 0 0 10
4 0 =5 0
0 2 3 4

2 3 4

5. det(E) = det 712 5 e[ 301 0) = —adet [P 2] =16
0 3 1 0 0 0 10
0 4 0 O

Exercice 1.13 F. Le Roux

En admettant le fait que les nombres 2001, 1073, 5800 et 8903 sont tous divisibles par 29, montrer que le déter-
minant de la matrice
2 0 0 1
1 0 7 3
A= 5 8 0 0
8 9 0 3
est aussi divisible par 29 (sans calculer ce déterminant!).

CoRrrECTION. Le déterminant ne change pas lorsque on ajoute a une colonne une combinaison linéaire des autres
colonnes. St on ajoute a la quatriéme colonne la combinaison linéaire Z?:l 10*~C; on obtient

, 2 0 0 1 2001 69
i sl 5|0 7 3| f(173] 37
;10 G+ C=10" | | +10° [ | +10 [ 0|+ 5] = 5200 | =22 200
= 8 9 0 3 8903 307
donc
2 0 0 29x69
1 0 7 29x37
det(A) =det | = ¢ 99 x 200
8 9 0 29x307

G. FACCANONI 19
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Systémes linéaires

- ype _ege f ..

Deﬂmtton Systéme linéaire

Soit n, p, > 1 des entiers. Un SYSTEME LINEAIRE n X p est un ensemble de n équations linéaires a p inconnues de

la forme

anxy + ...+ dpXxy = b1,

() : : '
apiX1 + ... + dppXp = b,.

D> Les COEFFICIENTS a;; et les SECONDES MEMBRES b; sont des éléments donnés de K. Les INCONNUES xj, X2,...,Xp
sont a chercher dans K.

> Le SYSTEME HOMOGENE associé a (S) est le systéme obtenu en remplacant les b; par 0.

> Une soLuTioN de (S) est un p-uplet (x1, X2, ..., X,) qui vérifie simultanément les n équations de (S). Résoudre
(S) signifie chercher toutes les solutions.

> Un systéme est IMPOSSIBLE, ou incompatible, s'il n'admet pas de solution. Un systéme est POSSIBLE, ou compa-
tible, s'il admet une ou plusieurs solutions.

> Deux systémes sont EQUIVALENTS s'ils admettent les mémes solutions.

Ecriture matricielle
Si on note

X1 b1 aip . Cllp

Xp b, Gn1 ... Opp

le systéme (S) est équivalent a U'écriture matricielle Ax = b.

@ Partage de secrets

Comment envoyer un message secret avec plusieurs espions sans pour autant que ceux-ci ne connaissent le
contenu du message envoyé ?

Typiquement, un message a envoyer est un nombre entier (car, par codage, on peut remplacer un texte quelconque
par un nombre). Imaginons donc que l'on désire envoyer le nombre n. Considérons un polynéme de degré k, par
exemple & coefficients entiers, P(X) = a, XX + - + a; X + n dont le terme indépendant vaut exactement n. En
particulier, on a P(0) = n. Un corollaire du théoréme fondamental de l'algébre stipule que si deux polynémes
de degré k sont égaux en k + 1 points, alors ils sont égaux. Autrement dit, le polynéme P est complétement
caractérisé par les valeurs qu'il prend par exemple aux entiers 1,2,...,k + 1. On engage alors k + 1 espions
(voire un peu plus, si certains étaient capturés par les «ennemis»). On donne au i-éme espion le nombre P(i). Les
espions se dispersent (par exemple, pour passer les lignes ennemies). Une fois que k + 1 espions sont arrivés a

21
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destination, il est aisé de reconstituer le polyndéme (on a un systéme de k + 1 équations linéaires pour retrouver
les k + 1 coefficients de P) et ainsi retrouver la valeur secréte n. St un espion est capturé et qu'il parle, les
ennemis auront a leur disposition un des P(i), cela ne leur permet nullement de retrouver n. De méme, si un
espion étaient en fait un agent double, connaitre P(i) seul ne sert a rien.

Source : http://michelrigo.wordpress.com/2010/01/30/partage-de-secrets-et-tfa/

Méthodes de résolution
Déﬁnition Systéme échelonné

Un systéme (S) est EN ESCALIER, ou ECHELONNE, si le nombre de premiers coefficients nuls successifs de chaque
équation est strictement croissant.

Autrement dit, un systéme est échelonné si les coefficients non nuls des équations se présentent avec une sorte
d'escalier a marches de longueurs variables marquant la séparation entre une zone composée uniquement de zéros
et une zone ol les lignes situées a droite de l'escalier commencent par des termes non nuls, comme dans l'exemple
suivant de 5 équations a 6 inconnues :

5x1 —Xo —X3 +2x4 +x¢ = by
3x3 —x4 +2x5 = by

3 —Xx5 +x¢ = bz
bxg = by

0 = bs

Réduction
Quand un systéme contient une équation du type

Ox; 4+ 0x, = b,

> si b # 0 le systéme est impossible,
> si b =0, on peut supprimer cette équation, ce qui conduit a un systéme équivalent a (S) dit SYSTEME REDUIT.

- yfe _ege . 7
Deﬁnltlon Matrice augmentée

Si on ajoute le vecteur-colonne des seconds membres b a la matrice des coefficients A, on obtient ce qu’on appelle
la matrice augmentée que Lon note [A|b].

ﬁMéthocle du pivot de GAauss
Soit A = (ajj)1<i<n la matrice des coefficients du systeme (S) et [A|b] la matrice augmentée.
15)<p

Etape j : en permutant éventuellement deux lignes de la matrice augmentée, on peut supposer aj; # 0 (appelé
pivot de l'étape j). On transforme toutes les lignes L; avec i > j
ai:
L,— — L[ — JL}
a0
Jj

ainsi on élimine l'inconnue x; dans chaque lignes L;.
En réitérant le procédé pour i de 1 a n, on aboutit a un systéme échelonné.

2@ Exemple
Soit le systeme linéaire
X1 +2xo+3x3+4x4= 1,
2X] +3X2+4X3+X4 = 2,
3x1+H4Axo+x3 +2x4= 3,
Ax1+Xx2 +2x34+3x4= 4.

22 © G. FACCANONI
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1. Résolution par la méthode du pivot de GAuss :

X1+2X2+3X3+4X4: 1 LyeLop—2Ly Xl+2X2 +3X3 +4X4: 1

L3L3—-3L1

2x1+3x04+4x3 +x4=2 Ljl4-4l, —Xo —2x3 —Tx4=10
3X1+4X2 +X3+2X4: 3 —2Xo —8X3—10X4: 0
Ax1 +x9+2x3+3x4= 4 —Tx3—10x3—13x4=10
X1+2x0+3x3 +4xa=1 X1+2x2+3x3+4x4= 1
Lyelg—2Lo
Lyely—T7lo —Xo—2x3 —Tx4= 0 Lgely+ls —Xo—2x3—Tx4= 0
74X3 +4X4i 0 74X3+4X4: 0
4x3+36x,= 0 40x4= 0

donc
X4:0, X3 :O, X2 :0, X1 =1.

2. Résolution par la méthode du pivot de Gauss en écriture matricielle :

1 2 3 4|1 g:é;:gﬂﬂ 1 2 3 4 1
[A]b] = 2 3 4 1|2 LyeLly—4l; 0o -1 =2 -7 10
3 4 1 2|3 0 -2 -8 —=1010
4 1 2 3|4 0 -7 —-10 —-131]0
Lyl 1 2 3 4 |1 1 2 3 4 |1
Ly—Ly—TL5 0 -1 -2 =710 Ly—Lg+Lls 0 -1 -2 =710
0O 0 —4 4 1|0 0 0 —4 4 1|0
0 0 4 36 |0 0 0 0 40 |0
donc

Définition Rang

Le nombre d'équations du systéme réduit en escalier obtenu par la méthode de GAuss est le RANG r DE LA MATRICE
A, ou pu sYSTEME (S).

A Théoréme
Un systéme Ax = b de m équations a n inconnues est compatible si et seulement si rg(A) = rg([A|b]).
1. Si le systéme a n équations et n inconnues, la matrice A est carrée d'ordre n.

1.1. Sirg(A) = n (ie. st det(A) # 0) alors rg(A) = rg([Alb]) et la solution est unique.
1.2. Sirg(A) =rg([A|b]) < n il y a une infinité de solutions.
1.3. Sirg(A) # rg([A|b]) il n'y a pas de solution.

2. Si le systeme a m équations et n inconnues avec m > n alors
2.1. Sirg(A)
2.2. Sirg(A) =rg([Alb]) < n il y a une infinité de solutions.

2.3. Sirg(A) # rg([Alb]) il 'y a pas de solution.

3. Si le systeme a m équations et n inconnues avec m < n alors
3.1, Sirg(A) =rg([Alb]) < m < n il y a une infinité de solutions.
3.2. Sirg(A) # rg([Alb]) il n'y a pas de solution.

* Remarque

Soit A = (ayj)1<i<n la matrice des coefficients du systeme (S). Alors
1<j<p

rg([A|b]) = n la solution est unique.

0<rg(A) <min{n,p}
rg(A) <rg([Alb]) <min{n,p+1}.

© G. FACCANONI 23
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@ Exemple
On veut résoudre les systémes linéaires suivantes de 2 équations et 2 inconnues :
@ x+y=1 ® x+y=1 ® x+y=1
x—y=1 2x 42y =2 2x+2=1

Les matrices augmentées associées a chaque systeme sont

@[A“,]:“ _11“] @[A|b]:[; ;‘é] @[A|b]:[; ;H]

donc
@ rg(A) = rg([Alb]) = 2 donc il existe une et une seule solution :

x+y=1 e |x+y=1
R
x—y=1 —2y=0

ainsi la solutionest y =0et x =1;

@ rg(A) =rg([A]b]) = 1 donc il existe une infinité de solutions :

x+y=1 Lyela—20; |X+y=1
_
2x +2y =2 0=0

ainsi la solution est y = k et x =1 — k pour tout kK € R;

® rg(A) =1 et rg([A|b]) = 2 donc il n'y a pas de solution, en effet

x+y=1 lo—lg—20; |Xx+y=1
= -
2x+2y =1 0=-1

et la derniére équation est impossible.

4@ Exemple
1. n équations et n inconnues :
1 2 3 12
11 A= 1 -3 —7|, b= |-26].0narg(A) =3 (car det(A) # 0) donc rg(A) = rg([A[b]) et la solution est
-6 4 =2 —4
unique.
1 2 3 14
122 A=(1 =3 —=7],b={-26|.0narg(A)=rg([Alb]) =2 < 3 donc il y a une infinité de solutions.
3 -2 =7 —22
1 2 3 14
13. A=(1 -3 —7],b=|-26|.0narg(A)=2+rg([Alb]) =3 donc il n'y a pas de solution.
3 -2 -7 —20
2. m équations et n inconnues avec m > n :
2 4 4
21. A=[2 =3|,b=[18].0n arg(A)=rg([Ab]) =2 donc la solution est unique.
1 —4 14
2 =2 2 [§
-1 2 3 0 . e .
22. A= 0 -1 —4]’ b= _s| On a rg(A) =rg([A|b]) = 2 < 3 donc il y a une infinité de solutions.
-2 3 2 -3
2 =2 2 6
-1 2 3 0 . .
23. A= 0 -1 -4l b= Ik On a rg(A) =2 # rg([A|b]) = 3 donc il n'y a pas de solution.
-2 3 2 -3
3. m équations et n inconnues avec m < n :
31. A= (_21 _21 ;) b= (;) On arg(A) =rg([Alb]) =2 < 3 donc il y a une infinité de solutions.
2 -1 1 1 S .
32. A= (4 9 2), b= (4) On arg(A) =1 # rg([A|b]) = 2 donc il n'y a pas de solution.
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WMéthocle de GAuss-JORDAN

Soit A = (ajj)1<i<n la matrice des coefficients du systeme (S) et [A|b] la matrice augmentée.
15)<p

Dans cette variante de la méthode du pivot de Gauss, a chaque étape on fait apparaitre des zéros a la fois
au-dessus et en-dessous du pivot.
Etape j : en permutant éventuellement deux lignes de la matrice augmentée, on peut supposer a;; # 0. On
transforme toutes les lignes L; avec i # j

aij

L,— — L[ — JL}
O
Jj

ainsi on élimine l'inconnue x; dans toutes les lignes L;.
En réitérant le procédé pour i de 1 a n, on aboutit a un systéeme diagonal.

4@ Exemple
Résoudre le systéeme linéaire
1 2 3 4\ /x 1
2 3 41 xo | |2
3 4 1 2 x3| |3
4 1 2 3/ \x 4
par la méthode de GAusS-JORDAN.
[Alb] = 2 3 4 1]2 Lyely—aly 0O -1 -2 =710 Lyely—Tlo 0 -1 -2 =710
3 4 1 213 0 -2 -8 -—-10]0 0 0 —4 4 |0
4 1 2 3|4 0 -7 —-10 —-13]|0 0 O 4 36 |0
popgn (L0000 AL o (L0 0 0
Lyely+0s 0O -1 0 =710 L3eL344L4/40 0O -1 0 010
0 0 —4 4|0 0 0 —4 010
0 O 0 40 |0 0 O 0 4010
donc
x1=1, x9=0, x3=0, x4=0

Déﬁnition Systéme de Cramer

| Un sysTEME est dit be CRAMER s'il a une solution, et une seule.

(@ Propriété
Considérons un systéme carré d'ordre n a coefficients réels. Le systéme est de Cramer si une des conditions
équivalentes suivantes est remplie :

1. A est inversible;

2. rg(A) =n;

3. le systeme homogéne Ax = 0 admet seulement la solution nulle.

Méthode de CRAMER
La solution d’'un systéme de CRAMER d'écriture matricielle Ax = b est donnée par

= — 1</ <L
N7 det(A) SJs0

oll A; est la matrice obtenue a partir de A en remplagant la j-éme colonne par la colonne des seconds membres b.

Cette formule est cependant d'une utilité pratique limitée & cause du calcul des déterminants qui est trés couteux.
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<§ Exemple Systéme dordre 2

On veut résoudre le systéme linéaire
a1y aio X1 o bl
aoy o9 X2 - b2
par la méthode de Cramer. On a
A= (C111 012) , det(A) = 11022 — d12d21,
21 022
Al = (b1 012) , det(Al) = /_71(722 — Cllgbg,
b2 oo
AQ = (a11 bl) , det(Ag) = Clllbg — IJ1C121,
az1  ba
donc
biase — ai2bs a11by — bias
X = ———————, Xg = ————————————,
a11022 — d12027 a11022 — d12027
£@ Exemple
On veut résoudre le systéme linéaire
1 -1 2 X 2
2 1 0 yl=1-1
3 0 z 1
par la méthode de Cramer. On a
1 -1 2
A=(2 1 0], det(A) = 2,
3 0
2 -1 2
Ar=1|-1 1 o], det(A;) = —6,
1 2 0
1 2 2
AQ = 2 —1 0 , det(Ag) = 10,
3 1 0
1 -1 2
Ag = 2 1 —1 ) det(Ag) = 10,
3 1
donc
—6 10 10
X—?—_S, y—?—f), 2—7—5

Définition Cofacteur

Soit A une matrice carrée d'ordre n. Etant donné un couple (i, j) d'entiers, 1 < i,j < n, on note A;; la matrice
carrée d'ordre n — 1 obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A. On appelle cOFACTEUR de
lélément a;; le nombre (—1)"/ det(A;).

2@ Exemple
Soit A = (CI b
C

d —b o«

. . d —c
). Alors la matrice des cofacteurs de A est la matrice ( )
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WCalcul de A~!

A étant inversible, pour obtenir A1 il suffit de résoudre le systéme Ax = b qui admet pour solution x = A~th.
On peut alors calculer A~! en résolvant n systémes linéaires de termes sources (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ...,
(0,0,0,...,1). Les méthodes suivantes résolvent ces n systémes linéaires simultanément.

Premiére méthode.

1. On calcul la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A;
2. on transpose la comatrice de A;
3. on divise par det(A).

Cette méthode est quasi-impraticable dés que n > 3.

Deuxiéme méthode.
La matrice A est inversible si et seulement si on obtient par opérations élémentaires sur les lignes de
A une matrice triangulaire sans zéros sur la diagonale; non inversible si et seulement si on obtient une
matrice triangulaire avec un zéro sur la diagonale. Si A est inversible, on effectue les mémes opérations sur
la matrice [A|L,] jusqu’a obtenir [I,|A™1] :

] Opérations élémentaires [

[AL, I,|A™Y.

2@ Exemple

a
Soit A =

c d
Premiére méthode : on a déja calculé le déterminant de cette matrice ainsi que la matrice des cofacteurs, il suffit alors de

calculer la transposée et on obtient
Al 1 d —b
ad—bc \—c a |’

Deuxiéme méthode : on parvient au méme résultat par transformations élémentaires :

b) avec det(A) = ad — bc # 0.

(A[L] = a b1 0 ) Lel-§L a b 1 0
7\ e d|o 1 "lo d—<p|-< 1
LleLl—ﬁ
Lz:Ll*ndﬂ—bbcLQ a 0 1+ adb—cbc _adCLbbC
0 d-=%b —<
L2114
L = _a . 1 bc ab
S TR ( L0 o+ s@isg  ~adhe ):( L 0‘ T
C a c a
0 1 " ad—cb ad—ch 0 1 "~ ad—ch ad—ch
2@ Exemple
Calculer l'inverse de la matrice
1 1 -1
A=|-1 1 1
1 -1 1
Premiére méthode.
1. On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A :
(_1)1+] 1 1 (_1)]+2 -1 1 (_1)1+3 -1 1
-1 1 1 1 -1
1 -1 1 - 1 1 220
comatrice = | (—1)2+! (—1)2+2 (=1)2+3 =10 2 2];
-1 1 1 1 1 -1
2 0 2
i P BV e B G R el
1 1 -1 1 -1 1
2. on transpose la comatrice de A :
2 0 2
comatrice’ = |2 2 0 ;
0 2 2
3. on divise par det(A) :
1 2 0 2 2. 0 12
A =712 2 0)=|% 1 O
0 2 2 0 12 12
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Deuxiéme méthode.

1
Alll]=[ -1 1 1 |0
0

o = o
= O O

[=l=]

1 1 —-1]1 0

22B o [1] o | e

0 -2 2 |-1 0

Li—L1—L2
L3«L3+2Lo
e

Loyelotly 1 1 —1 1 0 0
Ll b gl 2 01 1 0
-2 0 1

0

0

1
0 —1|12 =1
1 0 2 1f2

00 [1]]0o 1 1

o

0 /2 0 1)
1 m 1o 1z 0 = [Is]A™Y].
0 1 0 12 12

Lie—Li+l3
I

o =

Lg—L3/2
= =5

o

Astuce
Soit r le rang du systéme (S) et p le nombre d'inconnues.

> Sir=p, (S) a une unique solution,

> st r < p, (S) a une infinité de solutions. Les r inconnues qui figurent au début des r équations issues de
la méthode du pivot de Gauss sont les inconnues principales. Elles peuvent se calculer de facon unique en
fonction des p — r inconnues.
Le choix des inconnues principales d’'un systéme est arbitraire, mais leur nombre est toujours le méme.

Astuce

Pour résoudre un systéme (S) de m équations a n inconnues oli m > n on considére un sous-systéme carré (S')
de n équations a n inconnues et on résout ce systéme :

>
>

st (8) n'admet pas de solution, alors (S) non plus;

st (§') admet une unique solution (c1, ¢2,..., c,), alors on vérifie si cette solution vérifie les autres m — n
équations du systéme (S) :

> st oui, alors (S) admet Lunique solution (cy, co, ..., ¢p),

> st non, alors (S) n‘admet pas de solution;

st (S’) admet une infinité de solutions, on cherche parmi ces solutions celles qui vérifient également les autres
équations de (S).
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VVVVVVVIVVNDVDVNDINDDD Exercices DIV DIDIDVD

Exercice 2.1

Vrai ou faux?
@ Un systeme linéaire de 3 équations a 4 inconnues dont les secondes membres sont nuls a des solutions non
nulles.

® Un systéme linéaire de 4 équations a 3 inconnues dont les secondes membres sont nuls n'a que la solution
nulle.

CORRECTION.
® Vrai : le systeme est de rang < 3.

® Faux. Contrexemple : un systéme linéaire ou toutes les équations sont identiques.

Exercice 2.2
Résoudre le systeme linéaire
X1 + 2x0 — x3 = 2,
X] — 2x9 — 3x3 = —6,
X1 + 4x9 + 4x3 = 3.

CORRECTION.

X1+2X2 —X3 = 2, éz‘*éz*él X1+2X2 —X3 = 2, Lol X1+2X2 —X3 = 2,
X—2x0—3x3= —6, BT b gy oxg= -8, Bt L 9x= -8,
X1+4X2+4X3 = 3. 2X2+5X3 =1. 4X3: —3.
donc xg = 32, xp = & et xy = =L
Exercice 2.3
I
Résoudre le systéme linéaire
—Xx1 + X2 + 3X3 = 12,
2X1 — Xo + 2X3 = —8,
4x1 + x9 — 4x3 = 15.
CORRECTION.
—X1+X2+3X3: 12 éz*izﬂ-?&l —X1+X2+3X3: 12 Lol 5L —X1+X2 +3X3 =12
2X1 —Xo2x5= —8§ LA, Xo+8x3= 16 =222, X9 +8x3 = 16
4X1+X2—4X3 =15 5X2+8X3: 63 —32X3: —17
donc x3 = % X = % et x; = g%.

Exercice 2.4 V. GUIRARDEL

Vous projetez de passer un concours de recrutement l'an prochain. Vous avez sous les yeux le tableau de notes

suivant :
CanDIDAT | Mathématique Anglais Informatique | Moyenne
Qui 7 12 6 8
Quo 11 6 10 9
Qua 1" 16 14 14

Retrouver les coefficients de chaque épreuve. La solution est-elle unique ?
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CoRrrEecTION. Il s'agit de trouver les trois coefficients m, a, i € [0;1] tels que

™m+ 12a + 6i = 8,
11m +6a +10i =9,
11m + 160 + 14i = 14.

Utilisons la méthode de GAuss :

Tm+120 +6i=8, ecl=Flh (7m119q 46i=8,

Lye—Lg—+ 1y

25 L3<—L37%L2 Tm+12a +6i=8,

11m +6a+10i=9, —Pg +3i=—2, ——5 —Ra+zi=—2,
: 20 32. 10 b 20
11m+16a+14i=14, —Za+5i=%, Si=

qui admet l'unique solution (0.2,0.3,0.5).

Exercice 2.5 CC Novembre 2012

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, résoudre le systéme linéaire en discutant suivant la valeur du paramétre
aeR:
X+z+w=0,

ax+y+(a—1)z+w=0,
2x+ay+z+2w =0,
X—y+2z4+aw=0.

CorrecTioN. Il s'agit d'un systéme homogéne, il est alors inutile d'écrire le terme source dans la méthode du pivot
de Gauss. En appliquant cette méthode on obtient

1 0 1 1 ig:ﬁ:&h 1 0 1 1 Lo lo—als 1 0 1 1

a 1 a-—-1 1 Lye—Ly—2[4 0O 1 -1 1—a LyeLi+Lo 0 1 —1 1—a
2 a 1 2 0 a -1 0 0 0 a—1 a(a—1)
1 -1 2 a 0 -1 1 a-1 0 0 0 0

On a ainsi transformé le systéme linéaire initial dans le systéme linéaire triangulaire supérieur équivalent

X+z+w=0,
y—z+(1—a)w=0,
(a—1)z+a(la—1)w=0,
0=0.

Par conséquent, si on pose w = k3 € R une constante réelle quelconque, alors
—a(a—1)w

>sia#l,z=—5—=—ak,y=—(1—-a)w+z=—k etx=—-w—2z=(a— 1)k : tous les vecteurs de
Vect { (¢ —1,—1,—a, 1) } sont solution du systéme linéaire;

> st a =1, on pose z = k2 € R une constante réelle quelconque etona y=—(1—a)w+z=—(1—a)k; + kz et
X =—w—2z=—Kk1 — Ky : tous les vecteurs de Vect { (—1,1,1,0),(—1,0,0,1) } sont solution du systéme linéaire.

Exercice 2.6 CC Novembre 2012

En utilisant la méthode du pivot de GAauss, résoudre le systéme linéaire en discutant suivant la valeur du paramétre
beR:

X+z+w=0,

(b+1)x+y+bz+w=0,

2x+(b+1)y+z+2w=0,

Xx—y+2z+(b+1)w=0.
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CorrecTioN. Il s'agit d'un systeme homogéne, il est alors inutile d'écrire le terme source dans la méthode du pivot
de Gauss. En appliquant cette méthode on obtient

1 0o 1 1 Laclo—(b+)ls /1 0 11 R 10 1 1

b+1 1 b 1 el al, 0 1 =1 —b | Gt "2 [0 1 =1 —b
2 b+1 1 2 1o b+1 -1 0 00 b bb+1)
1 -1 2 b+1 0 -1 1 b 00 0 0

On a ainsi transformé le systeme linéaire initial dans le systeme linéaire triangulaire supérieur équivalent

X+z+w=0,
y—z—bw=0,
bz+b(b+1)w =0,
0=0.
Par conséquent, si on pose w = k3 € R une constante réelle quelconque, alors
>sib #0 z= LIJH)W = —b+1Dky, y =bw+2z=—k et x =—w—2z = bk : tous les vecteurs de
Vect { (b+1,1,b+1,—1) } sont solution du systéme linéaire;
> st b =0, on pose z = k3 € R une constante réelle quelconque etonay =bw+z=keetx =—w—z=—k; — Ky :

tous les vecteurs de Vect { (—1,1,1,0),(—1,0,0,1) } sont solution du systéme linéaire.

Exercice 2.7 Résolution d'un systéme 2 x 2 avec paramétre
I

Discuter et résoudre le systéme

(S) (4m? — D)x + (2m —1)2y = (2m + 1)?,
" 2m+ 1D)x + (4m — 1)y = 4m? — 1,

d'inconnue (x,y) € R? et de paramétre m € R.

CorrecTioN. Comme le systéme contient un paramétre, on commence par calculer le déterminant de la matrice
associée :

4m? —1 (2m —1)2

_ 2 _ 1y _1)2 _ _
om+1  dm—1 |~ (4m* —1)(dm —1)— (2m —1)*(2m + 1) = 2m(2m — 1)(2m + 1).

Le systéme est de CRAMER si et seulement si ce déterminant est non nul, donc

1 1
(Sm) est un systéme de CRAMER si et seulement si m € R\ { —5,0, 3 } .

> Etude du cas m = —%. Le systéme s'écrit
4y =0, x €R,
(S-we) { ! = {
=3y =0, y=20
> Etude du cas m = 0. Le systéme s'écrit
—x+y=1, y €R,
(So) v = /
X —y=-—1, x=—-14+y.

> Etude du cas m = %. Le systéme s'écrit
0=4,
(Si) ‘{

qui n'admet pas de solutions.
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> Etude du cas m € R\ { —3,0, 3 }. On peut utiliser la méthode de CRAMER : L'unique solution est donnée par

. 1 2m+1)2 (2m—1)?|  —2(2m* —5m +1
T 2m(2m—1)(2m +1) | 4m* —1 4m —1 2m —1 '
v 1 4m? —1 (2m+1)2|  (2m+1)(2m —3)
4= 2m(2m —1)(2m +1) [2m+1  4m* =1 | 2m —1 '
Donc st on note . 'ensemble des solutions,
{(x,0)| xR} st m = —1J2,
{(-1+y, y)|lyeR} sim =0,
S = .
g sim=0,
—2(2m?=5m+1 (2m+1)(2m—3) .
{ ( 2m—1 ! 2m—1 ) } sthon.
Exercice 2.8
I
Résoudre le systéme linéaire
—2u—4v4+3w=-1
2v —w=1
u +v—3w=—>6
CoRrrecTiON.  On utilise la méthode du pivot de Gauss :
—2u—4v+3w=—1 T —2u—4v+3w=—1 T —2u—4v4+3w=—1
v —w=1 Lohthl, 2v —w=1 Loclothal2, 2v —w=1
u +v—3w=-—6 —v—%w:—lff/z —2w=—6
doncw =3, v=2etu=1
Exercice 29
I
Résoudre le systéme linéaire
—2x —y +z=0
x—=2y +z=0
X +y—2z=0
CoRrrecTioN.  On utilise la méthode du pivot de Gauss :
—2x —y +z=0 fﬂ_iﬁi]/g —2x —y +z=0 T —2x —y +z=0
x—2y +z=0 Loclathif2, —3/2y+3/22=0 ke h N —5/2y+3/22z=0
X +y—2z=0 32y—3/2z=0 0z=0

doncz=xkeR y=zetx==z

Exercice 210

Résoudre le systeme linéaire
—2x —y +4t=2
2x+3y+3z+2t=14
x+2y +z +t=7
—X —z +t=-1
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CoRrrecTioN.  On utilise la méthode du pivot de Gauss :

—2x -y +4t=2 i2“£‘2i£1/2 —2X—y +4t=2
IX+3y+3z42t=14 L1 L3 1,2 2y+3z+6t=16
mashamhle, 3
X+2y +z +t=T7 gy +z+3t=8
—X -z +t=—1 5y —z —t==2
—2x—y +4t=2 —2x—y

Ly—L3—3L>/4

Lyelo—Lo)4 2y +3z+6t=16
—_—

Lyla—TLs/5
. e e TN
=

+4t=2

2y +3z+46t=16

5, 34—y

1
donct=4,z=2y=2etx=0.
Exercice 2.11
I
Résoudre le systeme linéaire
1 2 3 4 X1 10
2 3 4 1 x2 | |10
341 2 x3 | |10
4 1 2 3 X4 10
par la méthode du pivot de Gauss.
CORRECTION.
1 2 3 4110 ﬁz“éz:gtl 1 2 3 4 10
(Alb] = 2 3 4 110 | <6 | 0 =1 =2 =7 | =10
Tl 3 4 1 2|10 0 -2 -8 —10| —20
4 1 2 310 0 -7 —-10 —13| —=30
I 1 2 3 4 10 1 2 3 4 10
Liely7l | 0 =1 =2 —7| =10 | Lelyrts | 0 =1 =2 —7| =10
0O 0 —4 4 0 0 0 —4 4 0
0 0 4 36 | 40 0 O 0 40 | 40
donc
X1—|—2X2+3X3+4X4:10
—Xo — 2Xx3 — =—1
X2 s ™ 0 — x1 =1, x3=1, xo=1, xx =1
—4X3+4X4:O
40x4 = 40

Exercice 2.12 Résolution d'un systéme 3 x 3 avec paramétre.
Discuter et résoudre le systéme

14+a)x+y+z=0,

x+(1+a)y+z=0,

x+y+(1+a)z=0,

(Sa)

d’'inconnue (x, y, z) € R? et de paramétre a € R.

CORRECTION.

Comme le systéme contient un paramétre, on commence par calculer le déterminant de la matrice

associée :
1+a 1 1
1 1+a 1 |=0+4+aP+1+1—-(1+a)—(1+a)—(1+a)=(1+a)®-3(1+a)+2
1 1+a
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:((1 +a)— 1) ((1 +a)+(1+a) —2) - ((1 +a)— 1) ((1 +a) +2) ((1 +a)— 1) = a%(3 + a).
Le systéeme est de Cramer si et seulement si ce déterminant est non nul, donc
(Sq) est de Cramer si et seulement a € R\ { —3,0}.

Notons . l'ensemble des solutions.

> Etude du cas a = —3. Le systéme s'écrit
—2x+y+z=0,
(S5-3) x—2y+2z=0,
x+y—2z=0,
On utilise la méthode du pivot de Gauss :

—2x y +z=0 ézeéﬁél/z —2x y +z=0 T —2x —y +z=0
x—2y +z=0 Lbth _§g+§2:0 Loclotls, —2y+37=0
x y—2z=0 5y—35z=0 0z=0

doncz=xk €R, y=2zetx=z ainsi

> Ftude du cas a = 0. Le systéme s'écrit

x+y+z=0,
(So) {x+y+z=0,
x+y+z=0,

doncz=k1 €R, y =k € Ret x =—k; — ko, ainsi
S = { (—Kl — K9, K2, K1> | (Kl, K2> S RZ }
> Etude du cas a € R\ {—3,0}. Il sagit d'un systéme de Cramer homogéne, donc l'unique solution est (0,0,0) :

< ={(0,0,0) }.

EXEI‘Cice 2.13 CC octobre 2013

Résoudre le systéme linéaire en discutant suivant la valeur du paramétre a € R :

X+2y+3z=2,
X—y+2z=17,
3x 4+ az = 10.

CoRRECTION. Si on utilise la méthode de Gauss on trouve

1 2 3 2 LoeLlo—14 1 2 3 2 1 2 3 2
Abl=( 1 —1 2|7 |2l 3 1 |5 | Bl 3 1 | 5
3 0 al10 0 -6 a—9 |4 0 0 a—-71|-6

On a ainsi transformé le systeme linéatire initial dans le systéme linéaire triangulaire supérieur équivalent

x+2y+3z=2,

-3y —z=25,
(a —T7)z=—6.
Par conséquent,
—6 5 b5a —41 2(8a —35
>sia+7z= - y = j—gz = _3620 =7 etx=2-2y—3z= é(?’—n) est l'unique solution du systéme
linéaire;
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> st a =7 il n'y a pas de solutions du systeme linéaire.

Observons que si on ne veut pas calculer la solution mais juste dire s'il en existe une (ou plusieurs), il suffit de
regarder le rang des matrice A et [Alb] :

3 sia#7
2 sta=
la 3-eme ligne et la 3-éme colonne;

> rg(A) = car det(A) = 21—3a et det(Ag3) # 0 oli Az3 est la sous-matrice de A obtenue en supprimant

12 2 L (12 2 . . .
> rg([A|b]) = 3 car det ( 11 170) # 0 ou (‘%701 170) est la sous-matrice de [A|b] obtenue en supprimant la 3-éme

colonne.

Exercice 2.14 CC octobre 2013

En utilisant la méthode de Gauss, résoudre le systéme linéaire en discutant suivant la valeur du parameétre
aeR:

X—y+2z=17,
x+2y+3z=2,
3x +az =10.
CORRECTION.
1 -1 2|7 LyeLo—L4 1 -1 2 7 1 -1 2 7
1 2 3|2 |L=b3h g 3 1 | 5 |kl g 3 1 |5
3 0 allo 0 3 a—6|-—11 0 0 a—-T7|—-6

On a ainsi transformé le systéme linéatire initial dans le systéme linéaire triangulaire supérieur équivalent

X—y+2z=T1,
3y +z= -5,
(a —7)z=—6.
Par conséquent,
— -5 — — 41 2(8a —
>sia+7z= 6 y = s = bat etx=7—y—2z= M est l'unique solution du systéme

a—T7 3 3(a—1) 3(a—1)
linéaire;

> si a =7 il n'y a pas de solutions du systéme linéaire.

Observons que si on ne veut pas calculer la solution mais juste dire s'il en existe une (ou plusieurs), il suffit de

regarder le rang des matrice A et [A|b] :

3 sia#7

2 sta=

la 3-eme ligne et la 3-éme colonne;

12 2 . (112 . . .
> rg([A|b]) = 3 car det ( 11 170) # 0 ol (}% 2 170) est la sous-matrice de [A|b]A obtenue en supprimant la 3-éme

> rg(A) = car det(A) = 3a—21 et det(Ag3) # 0 oli A3 est la sous-matrice de A obtenue en supprimant

colonne.

Exercice 2.15 CC novembre 2013

Trouver les valeurs de k € R pour lesquelles le systéeme suivant a un nombre respectivement fini et infini de
solutions :
2x1 — X2 = K,

X1—X2—X3:0,

X1 — KXo + KX3 = K.
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CORRECTION.

2 -1 0 |« £2<—£2_i1/§ 2 —1 0 K Ly Ly (1-20)L 2 -1 0 K
1 —1 —1]0 | b2 0 0 g2 1| —kje | BEEEUERIOR L g g2 1 | —k/2
1 —k « |k 0 —x+1/2 « | «/2 0 O 3k—1| «?

On conclut que
1. (5) ne posséde aucune solution si et seulement si k = .
—Kk[2+x3 _ K(k=1)

| . . . . 1 . o
2. (S) posséde une solution unique si et seulement si k # 3 et la solution est x3 = =" =

K+xy _ k(2k—1)
2 T T3k—1 -

3. (S) posséde une infinité de solutions pour aucune valeur de «.

Xo =

K2
3k—1"

et x1 =

Exercice 2.16 Résolution d'un systéme 3 x 3 avec paramétre.
I

Discuter et résoudre le systéme

x+ay+(a—1)z=0,
(Sa) 3x+2y+az=3,
(a—x+ay+(a+1)z=a,

d'inconnue (x,y,z) € R3 et de paramétre a € R.

CorrecTioN. Comme le systéme contient un parameétre, on commence par calculer le déterminant de la matrice
associée :

1 a a-—1
3 2 a |=2(a+1)+ac*(a—1)+3a(a—1)—2(a —1)* - a® —=3a(a +1) = a*(a — 4).
a—1 a a+1
Le systeme est de Cramer si et seulement si ce déterminant est non nul, donc

(Sq) est de Cramer si et seulement a e R\ {0,4}.

Notons .¥ l'ensemble des solutions.
> Etude du cas a = 0. Le systéme s'écrit

x—z=0,
(50) 3X+2y:3,
—x+z=0,

3—3k

doncz=«keR, y= 5

et x = k, ainsi

> Ftude du cas a = 4. Le systéme s'écrit

x+4y+3z =0,
(S4) 3x + 2y + 4z =3,
3x +4y + 5z =4,

On utilise la méthode du pivot de Gauss :

x+4y+3z=0, L2e£27§i1 x +4y+3z=0, T x +4y+3z=0,
3x+2y+dz=3, 220 1 10y—5z=3, =22 1 —10y—52z=3,
3x+4y+5Hz=4, —8y—4z=4, 0=16.
La derniere équation est impossible donc
S=40.
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> Etude du cas a € R\ {—3,0}. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

x+ay+(a —1)z=0, fz*éz:i(%h_lﬂ X +ay +(a—1)z=0,
3x+2y t+az=3, 222 1 (2 - 3a)y+(3 — 2a)z=3,
(a — )x+ay+(a +1)z=a, (2—a)ay+(3 —a)az=a,

TN B +ay +(a —1)z=0,
T EEg 2 ) (2 - 3a)y+(3 — 2a)z=3,

_ad*(a—4) S _4a
3a—2 “7 3a-2"

; _ __ 4 _ a6 _ a’—2a-4 i o
On obtient z = aa=n Y= “a(a—ay X = “afa-1y » NSt

(=

Exercice 2.17 Résolution de systémes non carrées
I

Résoudre le systeme

(s {—2x+y+z:0,
x—2y+z=0,

d'inconnue (x,y,z) € R3.

CORRECTION.  (S) est équivalent au systéme

—2x+y+z=0,
—3y+3z=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (k, k, k) pour k € R.

Exercice 2.18 Résolution de systémes non carrées
I

Résoudre le systeme

x+y+z=3,

X+ 2y + 3z =6,
(S) _

—Xx—y+2z=0,

3x+2y—4z=1,

d'inconnue (x,y, z) € R3.

CoRRECTION.  (S) étant un systéme de 4 équations a 3 inconnues, on considére le sous-systéme carré d'ordre 3

xt+y+z=3,
(S X+ 2y + 3z =6,
—Xx—y+2z=0,

qu’on peut résoudre par la méthode du pivot de Gauss

X +y +z=3, Leloobe [ x+y +2z=3,
x+2y+3z=6, Lclsth, y+2z=3,

—x —y-+2z=0, 3z=3,

qui admet lunique solution (1,1,1). On étudie alors si elle est aussi solution de 'équation de (S) qui n'apparait pas
dans (S) : pour (x,y,z) = (1,1,1) on a 3x + 2y — 4z = 1 donc le triplet (1,1, 1) est solution de (S) et c'est lunique.
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Exercice 219

Soit le systéme linéaire
(5) X1—|—X2—2X3+4X4:6,
—3X1 — 3X2 + 6X3 — 12X4 = b.
1. Pour quelle valeur de b le systeme est-il possible?

2. Donner a b la valeur trouvée au point précédent et calculer la solution compléte du systeme.

CORRECTION.  (S) est équivalent au systéme

X1 + X9 — 2x3 + 4x4 = 6,
0=hb-—18.

1. (S) est possible si et seulement si b = 18.

2. Si b =18, (S) admet co® solutions de la forme (x, x2, X3, x4) = (6 — a +2b — 4c, a, b, ¢) avec a, b, c € R.

Exercice 2.20 Résolution de systémes non carrées

Résoudre le systeme

x+2y+z=-1,
2x+y—z=1,
—x+y+2z=-2,
xX+y+z=4,

()

d'inconnue (x, y, z) € R3.

CoRRECTION.  (S) étant un systéme de 4 équations a 3 inconnues, on considére le sous-systéme carré d'ordre 3

X+2y+z=-1,
(S 2x +y—z=1,
—x+y+2z=-2

qu’on peut résoudre par la méthode du pivot de Gauss

x+2y +z=-1, iz‘—iz—QLh x+2y +z=-1, T x+2y +z=-1,
20X 4y —z=1, 2T 3y-37=3, 2ohte )3y 37=3,
—X +y+2z=-2, 3y+3z=-3, 0=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (1 + x, —1 — k, k) pour k € R. Cherchons parmi ces solutions celles
qui vérifient l'équation de (S) qui n‘apparait pas dans (S) : pour (x,y,z) = (1+k,—1—k,k)onax+y+z=
1+k—1—k+xk=w«doncx+y+z=4siet seulement si k =4 ainsi (S) admet Uunique solution (5, —5,4).

Exercice 2.21

Soit le systeme linéaire
2x1 — xo —3x3 =0,
(S) —x1+2x3 =0,

2X1 —3X2 — X3 = 0.

Ce systéme est-il compatible ? Posséde-t-il une solution unique ?
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CORRECTION.

2x1 — X9 — 3x3 = 0, Lylotly2 | 2X1 — X2 — 3x3 =0, 2x1 — X9 — 3x3 = 0,

L3e—L3—1q l3e—1l3—4l5
- 5

—X1 + 2)(3 = 0, —1/2X2 + 1/2X3 = 0,

2X1 — 3X2 — X3 = 0. —2X2 + 2X3 = 0, 0= O,

—1/2X2 + 1/2X3 = O,

Le systéme est compatible car le rang du systéme est 2 < au nombre d'inconnues 3 et la solution n'est pas unique

car rg(S) < 3. Il admet une infinité de solutions de la forme (2«, k), k € R.

Exercice 2.22

Trouver toutes les solutions du systéme linéaire homogéne

—3x1 + x2 + 2x3 = 0,
(S) —2x1 +2x3 =0,
—11X1 + 6X2 + 5X3 =0.

CORRECTION.

-3 1 2 LoeL3—2L4/3 -3 1 2 -3
Lo o o Lot [ g0 o0 g | LaclatTlar 0
—-11 6 5 0 7 =73 0
Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (k, k) avec k € R.
Exercice 2.23
I
Trouver toutes les solutions du systéme linéaire homogéne
X1 +X2+3X3+X4 :0,
(S) X1 + 3x2 + 2x3 + 4x4 = 0,
2x1 +x3 — x4 = 0.
CORRECTION.
1 1 3 1 QQHP*ML 1 1 3 1 Ll 1
13 2 4 | 28200 2 —1 3 | ZoktE )
2 01 -1 0 -2 -5 =3 0
Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (3, —3k,0, k) avec k € R.

Exercice 2.24 CC Octobre 2011

Soit le systéme linéaire
xX+y—z=1,
(S) 2x+3y+Bz=3,
x4 By +3z = -3.
Déterminer les valeurs de 8 de telle sorte que ce systeme posseéde :
1. aucune solution;

2. une solution unique;

3. une infinité de solutions.
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CORRECTION.

1 1 —-1] 1 Ly—Ly—2L4 1 1 -1 1 Ly Lyt (1-B)L 1 1 —1 1

9 3 B |3 |, g 1 g2l 1 | Lt B+2 1

1 B 3 |-3 0 B—1 4 |4 00 6-B—B*)|-0B+R8)
Comme 6 — B — B? = (2— B)(3+ B) on conclut que

1. (S) ne posséde aucune solution si et seulement si 8 = 2
2. (S) posséde une solution unique si et seulement si B ¢ { 2; 3}
3. (S) posséde une infinité de solutions si et seulement si B = —

Exercice 2.25 CT Septembre 2009

Déterminer si le systéme suivant a une solution non nulle. Dans le cas affirmatif trouver la(les) solution(s) et
expliquer pourquot :

xX—2y+2z=0,

2x+y—2z=0,

3x+4y —6z=0,

3x — 11y + 12z = 0.

CoORRECTION.  (S) étant un systéme de 4 équations a 3 inconnues, on considére le sous-systéme carré d'ordre 3

x—2y+2z=0,
(S 2x +y—2z=0,
3x +4y —6z =0,

qu’on peut résoudre par la méthode du pivot de Gauss

x—2y+2z=0, L2<—é2—2L1 x—2y +2z=0, T x—2y+2z=0,
2x +y—2z=0, 20, 5y —62=0, Lo ls2la, 5y—62=0,
3x+4y—6z=0, 10y—12z=0, 0=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (2k,6«,5k) pour k € R. Cherchons parmi ces solutions celles
qui vérifient U'équation de (S) qui n'apparalt pas dans (S’) : pour (x,y,z) = (2«,6k,5k) on a 3x — 11y + 12z =
6Kk — 66k + 60k = 0 donc 3x — 11y + 12z = 0 pour tout k¥ € R ainsi (S) admet une infinité de solutions de la forme
(2, 6k, 5K) pour k € R.

Exercice 2.26

6 1 1 X1 12
Résoudre par la méthode du pivot de Gauss le systéme linéaire [ 2 4 0 x| =10
1 2 6 X3 6
CORRECTION.
6 1 112 ﬁ:ﬁjﬁ 6 1 1 |12\ e85, /6 1 1 |12
[Ab]=1 2 4 0 - 0134—5; —4 | ——— 0 & 114
1 2 6|6 0 & 3314 0 0 6
donc
6x1 + x2 + x3 = 12,
%Xz — §X3 —4 — x3=1, xo=-1, x3 =2.
6X3=6
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Exercice 2.27 CC Octobre 2011

1 0 -1
Calculer A=t ol A est la matrice [ 4 -1 =2
-2 0 1
CORRECTION.
LyLq
1 0 —1/1 0 O éz‘*iQ*‘lLLl 1 0 -1 1 0 0
A= 4 -1 —2|0 1 0 | 222510 -1 2 |—4 1 0
-2 0 1]0 0 1 0 0 —-1|-2 0 1
LieL Li—L1—L
et [1 0 =1 1 0 0\ Lebs2, /(1 0 0|-1 0 -1
bbb, fo1 =204 -1 0 2= 510100 -1 —2|=[IAa".
00 —-1|-2 0 1 00 1]-2 0 -1
Exercice 2.28
Calculer les inverses des matrices suivantes (si elles existent) :
1 5 =3 1 5 =3
A:(Z _53) IBS:(? Z), c=[(2 un 1 |, D=(2 11 1
2 9 -1 1 4 -10

CoRRECTION.  det(A) = 22 # 0 donc A est inversible et on trouve

1 (5 3
-1 _
A _22(—4 2)'

B est inversible si et seulement si ad # bc et on a

1 d —b
Bl=—"— .
ad — bc (—C a )

det(C) = 2 # 0 donc C est inversible et on trouve

—130 28 38
<C*1:5 24 -5 -7
-4 1 1

det(D) = 0 donc D n'est pas inversible.

Exercice 2.29 CC Octobre 2011

1 0 1
Calculer A™! ou A est la matrice [0 1 2
2 0 1
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CORRECTION.

L1L
10 1[1 0 0\ Ll 10 1][1 00
A J=( 0 1 2[00 1 o |20 1 20 1 0
2 0 1/0 0 1 00 —1]-2 0 1
Ly«Ly Ly«L1+Lg
£2<—£2 1 0 1 1 0 0 £2<—L2L+2L3 1 0 0 |—-1 0 1
=% 101 2|0 10|22 01 0 |—4 1 2 |=[3A™1.
00 —1]-2 0 1 00 —-1|-2 01
Exercice 2.30
Soit le systeme linéaire
6 1 1 X1 12
24 0| [x]|=]0
1 2 6 X3 6
Résoudre les systémes linéaires par la méthode du pivot de Gauss.
CORRECTION.
6 1 112 fifff 6 1 1 |12\ en-8L /6 1 1|12
A= 2 4 0 S 013—1—5—4—T>0%—§—4
1 2 6|6 0 & 2] 4 0 0 6
donc
6x1 + xo + x3 = 12,
13—1)(2—%)(3:—4 - x3=1, xo=-1, x3=2.
6X3:6
Exercice 2.31 CC octobre 2013
Soit A la matrice
10 0 -1
11 -1 -1
A= 1 2 -1 -2
1 2 0 =2
1. Calculer det(A).
2. Sidet(A) # 0, calculer AL,

CORRECTION.
1. Pour calculer le déterminant de la matrice A on développe par rapport a la premiére ligne
det(A) = 1-det(Ar) — 0 - det(Arz) + 0 det(Agz) — (—1) - det(Ar4) = det ( 213 ) + det ( 13 ) .

On note que la premiére colonne de la sous-matrice Aj; est lopposée de la deuxiéme colonne, ainsi le déter-
minant de Aj; est nul et il ne reste plus qu'a calculer le déterminant de A4 (par exemple en utilisant la regle
de SARRUS).

det(A) = 0+ det (

i
N =
ol

2. Calculons A~! avec Uune des deux méthodes suivantes :

42 © G. FACCANONI



Lundi 20 janvier 2014

2 Systémes linéaires

Méthode de Gauss

10 0 =11 00 0\ beb-bi /10
amn] = | ! 1 =1 =10 1 0 0 | & [0 1
4711 2 -1 =210 0 1 0 0 2
12 0 —-2(0 0 0 1 0 2
éﬂ—i172L 1 0 0 —1 1 0 0 0 iﬂ_il«ﬂ
Ly ls—a0) 01 =1 0 |=1 1 0 0| i,
1l oo 1 —1|1 —2 10 ’
00 2 —-1|1 -2 01

LyeLi+Ly

LoLo+1Ly

Ly—L3+14

_

Méthode de Cramer

OO O

o O = O

o

OO0 oo O~ C’,L,L

-1
0
—1
—1

— OO0 oo ~O

o= O O

1
-1
-1
-1

—1
—1
-1

2

-1 1

0

0

-1 2

oo = O

O = OO

[

—2
—1
-1
—2

> On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A :

1 -1 -1 1 -1 -1 1
+12 -1 =2/ —1 -1 =2 +|1
2 0 =2 1 0 =2 1
0O 0 -1 1 0 -1 1
-2 -1 =2/ 4|1 -1 =2 —]1
2 0 =2 1 0 =2 1
comatrice =
0O 0 -1 1 0 -1 1
+{1 -1 -1} —1 -1 =1 +|1
2 0 =2 1 0 =2 1
0O 0 -1 1 0 -1 1
-1 -1 -1 +Jj1 -1 -1} —]1
2 -1 =2 1 -1 =2 1

> on transpose la comatrice de A :

0
comatrice” = -1
° 10
—1
> on divise par det(A) et on obtient
0 2
R S|
A 0 O
-1 2
Exercice 2.32 CC octobre 2013
Soit A la matrice

1 1 1

0 1 2

A= 0o -1 -1

-1 -1 =2

1. Calculer det(A).
2. Sidet(A) # 0, calculer A~1.
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CORRECTION.

1. Pour calculer le déterminant de la matrice A on développe par rapport a la premiére colonne

12 2 111
det(A) =1 - det(A) — 0 - det(Agy) + 0 - det(As;) — (—1) - det(As;) = det ( 18 ) + det ( L33 ) .
On note que la premiére ligne de la sous-matrice Aj; est lopposée de la deuxieme ligne, ainsi le déterminant
de Aj; est nul et il ne reste plus qu'a calculer le déterminant de A4y (par exemple en utilisant la régle de

SARRUS).
det(A)zO—i—det( 13 %) —1.
1510
2. Calculons A~! avec l'une des deux méthodes suivantes :
Méthode de Gauss
11111000%%%‘2 1 1 1 1|1 0 0 O
AJL] = 0 1 2 2|0 100 | fhely+s, | 0 1 2 20 1 0 0
471 0 -1 -1 0|0 0 1 0 "o =1 -1 0o]o o010
-1 -1 -2 —-2]/0 0 0 1 0O 0 -1 —-1]1 0 0 1
él‘*illLL2 1 0 -1 —-1(1 -1 0 O él‘*éltéi 1 0 O 1 1 0 1 0
el 2101 2 210 1 00| LGcisls | 01 0 —2(0 -1 =2 0
0 0 1 2 10 1 1 0 001 210 1 1 0
00 -1 —-1|1 0 0 1 o000 111 1 1 1
il“il;éi 1 0 0 O 0 —1 0 —1
Lel-2, | 0 1 0 0[2 1 0 2 — LAY
"l oo 1 o0|-2 -1 -1 —2 |2 L
00 0 1] 1 1 1 1
Méthode de Cramer
> On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A :
1 -1 -1 0o 0 -1 0o 0 -1 0o 0 -1
+12 -1 =2 2 -1 -2/ +j1 -1 -1 -1 -1 -1
2 0 -2 2 0 =2 2 0 -2 2 -1 =2
1 -1 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
—11 -1 =2 1 -1 -2 -1 -1 -1 +|1 -1 -1 0 2 -9
1 0 =2 1 0 =2 1 0 =2 1 -1 =2 1 1 -1
comatrice = = 0 0 1
1 1 -1 1 0 -1 1 0 —1 1 0 -1 B
2 -2 12 -2 +01 1 -1 -1 1 -1 -1 2 -2
1 2 =2 1 2 -2 1 2 =2 1 2 -2
1 1 -1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
-1 2 -1 1 2 -1 -1 1 -1 +11 1 -1
1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 -1
> on transpose la comatrice de A :
0O -1 0 -1
2 1 0 2
LT
comatrice’ = 9 1 —1 —9ol|
1 1 1 1
> on divise par det(A) et on obtient
o -1 0 -1
2 1 0 2
-1 _
A -2 -1 -1 =2

1 1 1 1
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Exercice 2.33 V. GUIRARDEL

Une entreprise fabrique des manteaux. Ces manteaux sont composés de tissu rouge, de tissu bleu et d'une doublure
noire. Le tableau suivant résume les métres carrés de chaque tissu nécessaires a la confection du manteau en
tailles S, M, L et XL :

S | M L | XL
Tissu rouge | 0.4 | 0.5 | 0.6 | 0.7
Tissubleu | 1 | 1.1 | 1.2 ] 1.3
Doublure | 1.5 | 1.7 | 1.9 | 2.1
Chaque tissu est tissé a l'aide de plusieurs types de fil : coton, polyester et polyamide. Le tableau suivant résume
les meétres de fil de chaque type nécessaires par métre carré de tissu :

Tissu rouge | Tissu bleu | Doublure
Coton 500 400 1000
Polyamide 1000 900 700
Polyester 500 600 0

1. L'entreprise veut produire s manteaux taille S, m manteaux taille M, ¢ manteaux taille L et x manteaux
taille XL. Quelle quantité de fil de chaque catégorie doit-elle commander? Répondre a cette question dans
le langage des matrices.

2. En fin d'année, l'entreprise veut écouler entiérement ses stocks de fils. Il lui reste 100000 m de coton et de
polyamide, et 20000 m de Polyester. Peut-elle transformer entierement ses stocks de fils en manteaux?

CoRRECTION. Introduisons les deux matrices A et B et les deux vecteurs u et v suivants

04 05 06 0.7 500 400 1000 ; c
A=11 11 12 1.3 B = [ 1000 900 700 u=1, v=|a
1.5 1.7 19 21 500 600 0 N e

1. Pour produire s manteaux taille S, m manteaux taille M, £ manteaux taille L et x manteaux taille XL, U'entreprise
doit commander ¢ métres de coton, a metres de polyamide et e metres de polyester ot ¢, a, e sont les entrées

du vecteur v suivant :
2100s + 2390m + 2680¢ + 2970x

v = BAu = [ 2350s + 2680m + 30104 + 3340x
800s + 910m + 10204 + 1130x

2. On cherche s'il existe un vecteur u tel que

100000
100000 | = BAu,
20000
i.e. s'il existe une solution du systéme linéaire
2100 2390 2680 2970 ; 100000
2350 2680 3010 3340 0| = 100000
800 910 1020 1130 N 20000
En appliquant la méthode de Gauss on obtient le systéme
2100 2390 2680 2970 ° 100000
0 115 230 115 my [ _ 250000
4 o 0 ¢ 448000
0 0 0 0 N -5

qui n'admet pas de solution.

© G. FACCANONI 45






Espaces vectoriels

Espaces vectoriels, Sous-espaces vectoriels
- ype e, .
Deflnltlon Espace vectoriel

Un espPAcE VECTORIEL sur K est un ensemble E contenant au moins un élément, noté Og, ou simplement 0, muni
d'une addition
ut+vekE pour tout u, v € E

et d'une multiplication par les scalaires
a-uekE pour tout u € E et pour tout o € K

avec les propriétés suivantes : pour tout u, v, w € E et pour tout o, B € K,

Du+(v+w)=(u+v)+w (associativité)
@u+v=v+u (commutativité)
®u+0=04+u=u (existence d'un élément neutre pour l'addition)
@ u+ (—u) =(—u) +u=0g en notant —u = (—1x) - u (existence d'un élément opposé)
® (a+B) - u=a-u+B-u (compatibilité avec la somme des scalaires)
® a-(u+v)=a-ut+a-v (compatibilité avec la somme des vecteurs)
@ a-(B-u)y=(aBf)-u (compatibilité avec le produit des scalaires)
lx-u=u (compatibilité avec l'unité)

Les éléments de E sont appelés vecTEURs, l'élément neutre de U'addition Or est appelé VECTEUR NuL, le symétrique
d'un vecteur u pour l'addition est appelé VECTEUR OPPOSE DE u et est noté —u.
Nous travaillerons avec K = C, R, Q, Z ou N.

2@ Exemple

Lensemble R? = { (x,y) | x € R,y € R} est un espace vectoriel pour les opérations
> somme : (x,y)+ (z,w) = (x+z,y+w)
> multiplication : a - (x, y) = (ax, ay).

o .
Defll‘lltlon Sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel. On dit que F est un sous-eSPACE VECTORIEL de E si et seulement si F est un espace
vectoriel et F C E.
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@ Exemple

> Lensemble { Of } constitué de l'unique élément nul est un sous-espace vectoriel de E, a ne pas confondre avec l'ensemble
vide @ qui n'est pas un sous-espace vectoriel de E (il ne contient pas le vecteur nul).
> Lensemble E est un sous-espace vectoriel de E.

Pour montrer qu’'un ensemble F est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E on utilise le théoréme suivant.

gThéoréme
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
1. FCE

2.0 e F
3.uuveF = u+veF
4uefF,aeK = a-ue F

4@ Exemple

L'ensemble

o e —0ay - { (¢ 1)

aer:O}

est un sous-espace vectoriel de lensemble E = My (R). En effet :

1. F C MQ(R),
0 0
2. OE—(O O)EFca|O+O—0,
. a b e f . . Do a+e b+ f
3. siM= et N = appartiennent a F (c'est-a-dire a+d = 0 et e+h = 0), alors M+N =
c d g h c+g d+nh

appartienta F car (a+e)+(d+h)=(a+d)+(e+h)=0+0=0;
aa

ab . .
appartient a F car
ac ad

4. si M = (i Z) appartient a F (c'est-a-dire a +d = 0) et si a € R alors a- M = (
ada+ ad =ala+d)=0.
<§ Exemple

L'ensemble
F:{AEMQ(RHdet(A):O}:{ (ﬁ Z)

n'est pas un sous-espace vectoriel de l'ensemble £ = M5 (R). En effet la somme de deux éléments de F peut ne pas appartenir

a F, par exemple
10 0 0 1 0
(0 0) N (0 1) - (o 1)

ad:bc}

Z@ Exemple

" On note Fonct(R, R) U'espace vectoriel des fonctions de R dans R et on considére les sous-ensembles suivants de Fonct(RR, R)
@ F={f:R—>R|f estpaire};
F={f:R—>R|f estimpaire};
F={f:R->R|f(—x)=1Ff(x)+2};
F={f:R->R|f(x)>0};
F={f:R->R|f(x)=0};
F={f:R->R|f(x)
@ F={fR->R|f(1)=0}.
On cherche lesquels forment des sous-espaces vectoriels :

@ ®@ ® ©® O

@ F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car
1. x—0eF,
2.f,geF = f+g e Fcar(f+g)(—x)=f(—x) + g(—x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x),
3.feF,aeR = a-feF car(a-f)(—x)=af(—x) = af(x) = (a- f)(x);
@ F est un sous-espace vectoriel de Fonct(RR, R) car
1. x—0€eF,
2.f,ge F = f+4+geFcar(f+g)(—x)=1f(—x) + g(—x) = —f(x) — g(x) = =(f + g)(x),
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3.feF,aeR = a-feFcar(a-f)(—x)=af(—x) = —af(x) = —(a-f)(x);
® F n'est pas un sous-espace vectoriel de Fonct(R, R) car il ne contient pas la fonction nulle x — 0;

@ F n'est pas un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car lopposé de la fonction f: x +— 1, qui est un élément de F, est
la fonction f: x — —1, qui n'est pas un élément de F;

® F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car

1. x—0€F,

2. f,ge F = f+4+ge€ F car (f+g)(x) =1f(x)+ g(x) =0 pour tout x € R,

3.feF,aeR = a-f€&F car(a-f)(x)=af(x) =0 pour tout x € R;
® F n'est pas un sous-espace vectoriel de Fonct(RR, R) car il ne contient pas la fonction nulle x — 0;
@ F={f:R—->R|f(1)=0}; F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car

1. x—0eF,

2.f,geF = f+geFcar(f+g)1)=1f(1)+g(1) =0,

3.feF,aeR = a-feFcar(a-f)(1)=af(1l)=0
4@ Exemple
On note R, [x] l'espace vectoriel des polynémes de degré < n a coefficients dans R et on considére les sous-ensembles suivants
de R, [x]

© F={peRx][deg(p)=T7};
@ F={peR,[x]|deg(p) <3};
® F={peR,x]|p estpair};

® F={peR,|p(l)=p2)=p@B3)=0}
On cherche lesquels forment des sous-espaces vectoriels :

@ F n'est pas un sous-espace vectoriel de R,[x] car il ne contient pas le polynéme nul (le polynédme nul n'est pas de degré
7).
@ F est un sous-espace vectoriel de R, [x] car
1. p(x) =0 € F car deg(0) < 3,
2.pgeF = p+q e F cardeg(p+ q) = deg(p) + deg(q) < 3,
3. peF,aeR = a-p € F cardeg(a-p)(l) =deg(p) < 3;

® F est un sous-espace vectoriel de R,[x] car F clest lintersection des deux espace vectoriel R,[x] et {f: R —
R|f est paire} de lexemple précédent; (on verra un théoréme plus tard)

@ F est un sous-espace vectoriel de R,[x] car
1. p(x)=0€F,
2.ppgeF = p+qgeFcar(p+q)(x)=px)+q(x) =0 pour x=1,2,3,

3. peF,aeR = a-pe Fcar(a-p)x)=ap(x)=0pourx=1,2,3.

Combinaisons linéaires, espace engendré

- ype e, . . ..
Deﬁmtlon Combinaison linéaire

Soient uy,ug, ..., u, des éléments de l'espace vectoriel £ et oy, az, ..., ap des éléments de K. Le vecteur
p
E a; - U;
i=1

est appelé COMBINAISON LINEAIRE des vecteurs ug, Us, ..., Up.

Z@ Exemple
" Considérons les trois vecteurs
—1 0 —1
up=1|-21, u=1 2 1, uz =1 0

-3 -1 —4
Montrons que uz est combinaison linéaire des vecteurs u; et us.
Pour prouver qu'un vecteur v est une combinaison linéaire des vecteurs uy, us, ..., u, il faut montrer qu'il existe p constantes
ay, Ao, ..., ap telles que

V=ou; + auz + -+ opUp.
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On cherche alors a et b réels tels que
us = auy + buy,

ce qui donne

—1=—aqa,
0= —2a+2b, = a=hb=1.
—4 =—-3a — b,

Par conséquent uz est combinaison linéaire des vecteurs u; et uy car uz = uy + us.

Déﬁnition Espace engendré

Soient uy, ug, ..., u, des éléments de l'espace vectoriel E. L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de ces
p vecteurs fixés est un sous-espace vectoriel de £ appelé SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE par up, Us, ..., U, et
noté Vect { uy,...,up }:

p
Vect{ul,...,up}: ue E El(al,...,ap)ER”,u:Zapui

i=1
Notons que les vecteursuy, uy, ..., u, appartiennent & Vect { up, ..., Up } carpourtoutj=1,2,...,p
P
u; = ZO-LI[—‘rl'LIj.
i=1
iF#j
Bien siir le vecteur O appartient & Vect { up, ..., uUp } car
p
0 = Z 0- u;.
i=1
2@ Exemple
> VCCt{OE}:{OE}
1 0 0 1 1 0 0 1 a b
> Vect{ (O 1),(1 0) }—{a(o 1) —l—b(1 0) a,bER}_{ (b c:) a,bER}.
Familles libres, génératrices, bases
Déﬁnition Famille libre, famille génératrice, base
Soit p € N*, E un espace vectoriel et F = {ul, S Up } une famille de vecteurs de E. On dit que la famille F

est...
GENERATRICE DE E si et seulement si tout vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de F :

P
pour tout u € E il existe (ai,...,a,) € R” tel que u= E Q- ug;
i=1
LIBRE si et seulement si le vecteur nul Of est combinaison linéaire des éléments de F de facon unique :

p
Zoq-ul-:OE = a;=0Vi
i=1

BASE DE E si et seulement si tout vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de F de facon unique :

P
pour tout u € E il existe unique (ay,..., a,) € R tel que u = E a; - ug;
i=1
Les réels oag,...,a, sont alors les coordonnées du vecteur u dans la base F, on écrit coord(u, F) =
(a1,...,ap) et on dit que E est de DIMENSION p FINIE.
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Z@ Exemple
N

La famille {u=(1,0),v=(0,1),w =u+v } de vecteurs de R? nest pas libre : par exemple le vecteur (2, —1) peut s'écrire
comme 2u —v, comme 2w — 3v etc.

2@ Exemple

Considérons les trois vecteurs

u;, =

N = W
o O O

o
—_
)

Pour montrer qu'ils sont linéairement indépendants dans R*, il faut montrer que le vecteur (0,0,0,0) ne peut s'écrire que
d’'une seule facon comme combinaison linéaire de uy, uy et uz. Supposons que

0 = aoqu; + asuy + azus,

ce qui revient au systéme linéaire

0 = 3a,
0=a,
= a=b=c=0
0=2a—0b,
0=b+2c

Par conséquent la famille { uy, uz, uz } est libre dans R*.

Théoréme et définition
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre d'éléments. Ce nombre, noté
dim(E), est appelé la pIMENSION de E.

Théoréme
Dans un espace vectoriel E de dimension n, une famille génératrice a au moins n éléments. Si elle a plus de n

éléments, on peut en extraire une sous-famille libre de cardinal n qui est alors une base de E. Si elle a exactement
n éléments, c'est une bhase de E.

ﬁThéoréme de la base incompléte
Dans un espace vectoriel E de dimension n, une famille libre a au plus n éléments. Si elle a moins de n éléments,
on peut la compléter de facon a obtenir une base. Si elle a exactement n éléments, c'est une base de E.

ﬁThéOI'éme de la dimension
Soit F une famille d’éléments de E de dimension finie n. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
©® F est une base de E

® F est libre et de cardinal n
® F est génératrice de E et de cardinal n

® F est libre et génératrice de E

Attention

On utilise ce théoréme principalement pour montrer qu’une famille F est une base de E. On utilisera surtout les
implications suivantes (avec E de dimension n) :

> si F est libre et de cardinal n alors F est une base de E

> si F est libre et génératrice de E alors F est une base de E

2@ Exemple
Avec n € N, Uespace vectoriel R” est de dimension n. La famille B={(1,0,...,0);(0,1,...,0);...;(0,0,...,1) } est une base,
appelée BASE cANONIQUE de R”, car pour tout vecteur u € R”, u = (uy, ug,...,u,) =uy-(1,0,...,0)+us-(0,1,...,0)+ -+
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| u, (0,0,...,1) de facon unique.
2@ Exemple
On a déja vu que A = {(1,0),(0,1)} est une base de R? et que par conséquent R? est de dimension 2. Soit B =

{(2,-1),(1,2) }. Pour prouver que B est une base de R? on va prouver qu'elle est une famille libre de cardinal 2 :
>> B est une famille libre car
20{1 + o = 0

a-(2,-1)+az-(1,2) =(0,0 - - ap=a, =0,
L (2-1) + o (1,2) = (0,0) {_a1+2a2_0 1=

> cardinal(B) = 2.

Attention Dimension # cardinal
Attention a ne pas confondre DIMENSION et CARDINAL : dans un espace vectoriel de dimension n, toutes les bases
ont le méme cardinal, mais il ne faut pas parler de cardinal d’'un espace vectoriel, ni de dimension d'une base.

Z@ Exemple

Avec n € N, lespace vectoriel R,[x] des polyndmes de degré < n est de dimension n + 1. La base C = {1, x,x%,...,x" } est
appelée BASE cANONIQUE de R, [x] car, pour tout polynéme p € R, [x], p(x) = ao + a1x + aax? + -+ + a,x" de facon unique.

2@ Exemple

Avec n, m € N*, l'espace vectoriel M, ,(R) des matrices n x m est un espace vectoriel de dimension nm. L'espace vectoriel
M, (R) des matrices n x n est un espace vectoriel de dimension n2. La base canonique de Ms(R) est

e={fo 0o o) 8)- o 1)}

Deflnltlon Vecteurs lindairement indépendants

| Quand une famille est libre, on dit que les vecteurs qui la composent sont LINEAIREMENT INDEPENDANTS. Une FAMILLE
LIEE est une famille non libre.

2@ Exemple

> {u} estune famille libre si et seulement si u # O¢.

> L'espace vectoriel { O¢ } n'as pas de base, il est de dimension 0.

> Soit E un espace vectoriel de dimension n. Le seul sous-espace vectoriel de E de dimension 0 est { O¢ }, le seul sous-espace
vectoriel de E de dimension n est E.

- ype e, ..
Deflnltlon Vecteurs colinéaires

Deux vecteurs u et v de E sont dits colinéaires si et seulement si u = 0z ou v = Au pour un certain A € R. Par
conséquent, { u,v } est une famille libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires.

£@ Exemple
Soientu = (2,-1,3), v=(—4,2,—6) et w = (—4,2,6).
> u et v sont colinéaires car v=2-u: la famille { u,v } n'est donc pas libre;
> u et w ne sont pas colinéaires : la famille { u,w } est libre;
> v et w ne sont pas colinéaires : la famille { v,w } est libre.

Théoréme
Soit F une famille de vecteurs. Si deux vecteurs de F sont colinéaires alors la famille est liée. La réciproque est
fausse.
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@ Exemple

> Soit F ={u,v,w}avecu=(1,0,—-1),v=(2,3,5) etw=(—1,0,1). La famille est lie car w = (—1) - u.
> Soit F = {u,v,w}avecu = (1,1,-1), v=(2,—-1,2) et w = (3,0,1). La famille est liée car w = u + v. Cependant les
vecteurs u, v et w ne sont pas a deux a deux colinéaires.

&Attention

Pour montrer qu'une famille de plus de deux vecteurs est libre, on sera amené a résoudre le systéme linéaire
correspondant, qui est un systéeme homogéne : la famille est libre si et seulement si le systéme admet uniquement
la solution nulle.

e .
Defll‘lltlon Rang d’une famille de vecteurs
Soit E un espace vectoriel et F = { ey, eq,...,e, } une famille d'éléments de E. On appelle RANG DE F, et on

note rg(F), la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré par F :

rg(F) = dim(Vect { e1,ez2,..., e, }).

Attention

Le rang d'une matrice A est le rang des vecteurs colonnes de A, c'est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel
qu'ils engendrent. Donc

rg(F) =rg([er1, eq, ..., ey)),

ol [eq,eq,...,e,] est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de la famille F.

@ Interpolation de LAGRANGE

Supposons que lon veuille chercher un polynéme P, de degré m > 0 qui, pour des valeurs xg, X1, X2, ..., Xp
distinctes données (appelés nceuds d'interpolation), prenne les valeurs yo, y1, yo, ..., Yy, respectivement, c'est-a-
dire

Pn(x:) = y; pour 0 < i < m. (3.1

St un tel polyndme existe, il est appelé polynéme d’interpolation ou polynéme interpolant.

Une maniere apparemment simple de résoudre ce probleme est d'écrire le polynome dans la base canonique de
R [x] :
2
Pu(x) = ag+ ai1x + asx® 4+ -+ apx™,

oll ag, a1, ds, ..., d, sont des coefficients qui devront étre déterminés. Les (m + 1) relations (3.1) s'écrivent alors

m

ag+ a1xg +...dpXg = Yo

ag+ aixy +...apx{" = yi

m __
ap+ a1 Xp + ... ApXy = Yn

Puisque les valeurs x; et y; sont connues, ces relations forment un systéme linéaire de (m + 1) équations en les

(m + 1) inconnues ag, ay, ds, ..., a, qu'on peut mettre sous la forme matricielle
1 x ... x{ aop Yo
1 x3 .. X a1 Y1
. =" (3:2)
T oxm oo X ap Ym

Ainsi, le probléme consistant a chercher le polynome P,, satisfaisant (3.1) peut se réduire a résoudre le systeme
linéaire (3.2). Cependant, résoudre une systéme linéaire de (m + 1) équations a (m + 1) inconnues n'est pas une
tache triviale. Cette méthode pour trouver le polynéme P, n‘est donc pas une bonne méthode en pratique. On se
demande alors s'il existe une autre base { Lo, L1, La, ..., Ly, } de R, [x] telle que le polynéme P, s'écrit

Pm(X) - y()L()(X) + UlLl(X) + UQLQ(X) + -+ ymLm(X):
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autrement dit s'il existe une base telle que les coordonnées du polyndme dans cette base ne sont rien d'autre que
les valeurs connues yo, Y1, ..., Ym. Pour trouver une telle base, commencgons par imposer le passage du polyndmes
par les m + 1 points donnés : les (m + 1) relations (3.1) imposent la condition :

Li(xj) = {1

sii=j
) J pour 0 < i,j < m,
0 sinon

ce qui donne
n
X — Xj
_ ]
Li(x) = =

i=0 Xi — Xj
J#

(X = x0)(x = x1) - -+ (X = Xim1) (X — Xiq1) - - (X — Xm)
(Xi - Xo)(Xi —Xq) - (Xi - Xi—l)(Xi - XH—I) T (Xi - Xm).

Il est facile de vérifier que

> Li(x) € Ry [x] car le numérateur de L;(x) est un produit de m termes (x—x;) avec i # j et est donc un polynéme
de degré m et le dénominateur de L;(x) est une constante,

> Li(xj;)) =0sii#j0<i<m,

> [_,‘(X[) =1

De plus, les polynémes Ly, Ly, Lo, ..., L, sont linéairement indépendants car si l'équation Zﬁ.":o a;L;i(x) = 0 doit

étre satisfaite pour tout x € R alors en particulier elle doit étre satisfaite pour x = x; pour tout j =0,1,...,m et

puisque Y ", a;Li(x;) = «j, on conclut que tous les a; sont nuls. Par conséquent, la famille { Lo, L1, La, ..., Ly }

forme une base de R,,[x].

Il est important de remarquer que nous avons construit explicitement une solution du probléme (3.1) et ceci pour

n'importe quelles valeurs yg, y1, Yo, ..., Yy, données. Cect montre que le systéme linéaire (3.2) a toujours une

unique solution.

Etant donné m 4 1 points distincts xp, ..., x;; et m+ 1 valeurs correspondantes yo, ..., ym, il existe
un unique polyndme P, € R, [x] tel que P, (x;) = y;, pour i =0,...m qu'on peut écrire sous la forme

m m

Pn(x) = E yiLi(x) ol Li(x)= |_| ))::);j
i=0 j=0"t "
j#i

Cette relation est appelée formule d'interpolation de LAGRANGE et les polynémes L; sont les polynémes
caractéristiques (de LAGRANGE).

Voyons un exemple : on veut construire le polyndéme de LAGRANGE P qui interpole les points (0,2), (1,1), (2,2) et
(3,3). Ict n =3 donc on a

(x —x1)(x = x2)(x — x3)

(x — x0)(x = x2)(x — x3)

P(x) = Uo(

+ Yo

Xo — Xl)(Xo - Xz)(Xo - X3)
(x — x0)(x — x1)(x — x3)

+ U1

(x1 —x0)(x1 — x2)(x1 — x3)
(x — x0)(x — x1)(x — x2)

(X2 — x0) (x2 — x1) (X2 — x3)

% (x3 — x0)(x3 — x1) (X3 — X2)

:2()(—1)()(—2)()(—3) (x=0)(x —2)(x — 3)
0—-1)(0-2)(0-3) (1-0)(1—-2)(1-3)
(x—=0)(x —1)(x —3) (x—=0)(x —1)(x —2) B
+2(2—0)(2—1)(2—3) +3(3—0)(3—1)(3—2) B
C (x=1D(x=2)(x—3)  x(x—2)(x—3)
- -3 i 2
—X(X—l)(X—?))-i—w:—1X3+2X2—§X+2.

2 3 3

. 3 4 A Lo -
Sinon, comme on cherche p(x) = ) ;_, a;x" un polynéme de degré 3, il s'agit de trouver les 4 coefficients ag, ay,
as et as solution du systéeme linéaire

p(0) =2 ap+a1-0+az-0°+az-03=2 100 0 a0 9
p(l) =1 — ap+ay-1+ay-124+a3-13=1 PN 111 1 a | |1
p(2) =2 ap+ap-2+az-22+az-23=2 24 8 as 2
p(3) =3 do+ay-3+as-32+az-3%=3 139 27/ \os 3
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100 02\ beke-h /100 0] 2
111 11|28 o1 1 1|=1
1 2 8 |2 02 4 810
1 3 9 27(3 0 3 9 27| 1
bpo, (1O 0 02 1 0 0 0] 2
e loo30a 0 1 1 1| =1 | r4eis—3Ls 01 1 1|-=1
00 2 612 00 2 6| 2
0 0 6 24| 4 00 0 6|—2
donc a;g:—%, as =2, al:—g et ag = 2.

Intersection et Somme d’espaces vectoriels
Théoréme
| Lintersection de deux espaces vectoriels est un espace vectoriel.

En revanche, la réunion de deux espaces vectoriels n'en est pas un en général. Le plus petit espace vectoriel contenant
F et G est le sous-espace vectoriel engendré par F U G qui est en général différent de F U G.

)" bpe ey , .
Deflnltlon Somme d'espaces vectoriels

Soit F; et Fo deux sous espaces vectoriels de E. On appelle soMME de F; et F5 l'ensemble F; + F5 des vecteurs
de E qui peuvent s'écrire comme somme d'un vecteur de F; et d’'un vecteur de F; :

LI€F1—|—F2 — 3V1EF1,V2€F2,U:V1+V2

La somme de deux sous espaces vectoriels de E est un sous espace vectoriel de E.

Proposition Dimension de la somme (formule de GRASSMANN)

Soit F; et F5 deux sous espaces vectoriels de E. Alors

o bpe ey . , .
Deﬁmtton Somme directe d'espaces vectoriels

Soit F; et Fo deux sous espaces vectoriels de E. La somme de F; et Fo est DIRECTE, et est notée F; & Fo, si leur
intersection est réduite au vecteur nul :

F=F+F

F=F@&F =
tee {Flanz{og}

ﬁ Proposition
La somme de deux sous espaces vectoriels F; et Fy est directe si et seulement si l'écriture de tout vecteur
u € F; + F5 sous la forme u = u; + uy avec u; € F; et us € F5 est unique.

Deﬁmtlon Espaces vectoriels supplémentaires

Soit F; et Fa deux sous espaces vectoriels de E. Ils sont SUPPLEMENTAIRES si leur somme est directe et égale a
lespace E, autrement dit

YVueE, JviefF, vy eFy tels que u=vy+vs
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2@ Exemple

Dans R? les deux sous-espaces vectoriels F; = Vect{ (1,0) } et Fo = Vect{(0,1) } sont supplémentaires. En effet, tout
élément (a, b) de R? s'écrit de maniére unique sous la forme a(1,0) + b(0, 1).

Astuce

Lorsque F; et Fy sont des sous-espaces vectoriels, pour prouver que F; N Fo = {0g}, il suffit de montrer
Uimplication u € F; N Fs = u = 0. L'autre inclusion est évidente puisque, f1 N F3 étant un sous-espace
vectoriel de Fq, il contient le vecteur nul.

e Remarque

En utilisant la proposition sur la dimension de la somme (i.e. la formule de GRASSMANN) pour F; et Fo deux sous
espaces vectoriels supplémentaires on trouve

dim(Fy & F2) = dim(F7) + dim(Fa).

Théoréme
| Tout sous-espace vectoriel V de E admet au moins un supplémentaire.

Remarque

En général, un sous-espace vectoriel admet beaucoup de supplémentaires, les seuls cas d’'unicité sont les suivants :
le seul supplémentaire de l'espace vectoriel { 0y } dans un espace vectoriel V est V; le seul supplémentaire de
V dans V est {0y }.

Astuce

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie, ainsi que F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Pour démontrer
E = F @ G, il suffit de prouver que
1. dim(E) = dim(F) + dim(G),

2. et au choix
> soit que FN G = {0} car alors on a

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(F) 4+ dim(G) = dim(E)

ce qui prouve que F 4 G est un sous-espace vectoriel de £ de méme dimension que E et donc égal a E,
> soit que F + G = E car alors on a

dim(F N G) = dim(F) + dim(G) — dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(E) =0

etdonc FNG={0r}.

Matrices et changement de base

Quand on parle d'un vecteur d'un espace vectoriel, on parle d'un objet précis : le vecteur u de l'espace E. Mais quand
on veut faire des calculs avec une bhase B de E, on calcule avec les coordonnées du vecteur u dans cette base B.
Si on veut conduire des calculs dans une base C de E, le vecteur u n'a pas changé, mais on doit calculer avec les
coordonnées de u dans la base C. On va établir la relation entre ces coordonnées.

Deﬁmtlon Matrice de changement de base

Etant donné deux bases B = {ej,es,...,e, } et B ={e}, e}, ...,e,} dun méme espace vectoriel, on appelle
matrice de passage de B a B’ la matrice dont la j-éme colonne est constituée des coordonnées de e} dans la
base B. On la note Pg_z.
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2@ Exemple
Soit B={e;, es} et B ={e}, e, } deux bases de R2. Alors
€2
d ’ B _ P11 . ’
coord(e}, B) = pas | ie. €] =piie; + pares
€
’ _ [ Pr2) L
P22 coord(eh, B) = pas )’ ie. ey =paie; + pases
22
e;
P12 P11
P11 P12
P B =
5B (P21 1322)
P21
e/
1
@ Propriété
Ps_p est inversible et (IP’B_)B/)_1 =P _pz
g Proposition
Si un vecteur u € E a pour coordonnées coord(u,B) = (x1,x2,...,%,) dans la base B et coord(u,B’) =
(X1, x5, ..., x},) dans la base B alors
X1 x| X} X1
X2 X X5 X2
=Prop | . ou encore =Pr_5
Xn XI/7 X,/7 Xn
2@ Exemple

Soit B={e;, es} et B ={e], e, } deux bases de R2. Alors

€2

;

u

X1

coord(u, B) = (X1 )

X2

’

X

coord(u,B) = ("}
ie.u=xie; + xo€9

x5 ]’

2
H Y A | 1
Le. u=x;e; + xy,e,

X1 _ [ P11 P12 Xi

X2 P21 P22 X5

——— —_——— ——
coord(u,B) Py 5 coord(u,B")

€

En effet,

u=xje] +x5e, = xj(pr1e1 + parez) + xj(pi2e1 + pases) = (p11X] + piaxs)er + (Pai1X) + paaxs)es = xj€1 + xa€9
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&Attention

Ne pas confondre le vecteur u € E (qui peut étre un polynéme, une fonction, une matrice...) avec la matrice
colonne de ces coordonnées dans la base B de E (qu'on peut noter coord(u, B)).

Z@ Exemple

58

Le polynéme p(x) = a + bx + cx? a pour coordonnées (a, b, ¢) dans la base canonique C = { 1,x,x% } de Ry[x] mais n'est
pas égale au vecteur (a, b, ¢) de R3. Tous ce qu'on peut dire est gie le polyndme p(x) = a + bx + cx? de Ry[x] et le vecteur
(a,b, c) de R? ont les mémes coordonnées dans les bases canoniques respectives.

Ksrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrs Astuces ISISISISISISISIESISISIS SIS IS5 I1E
Astuce
Pour démontrer qu'un sous-ensemble F d’'un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E on peut
@ soit montrer que
> 0 € F,
>YuefFetVveFu+verF,
>VYueFetVAeK A-uefF;

® soit montrer que F = Vect{ er,...,ep } oliey,...,e, sont des éléments de £;
® soit montrer que F est l'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E.

Astuce

SiF = { e, ....ep } est une famille génératrice d'un espace vectoriel E et si un des vecteurs de F (par exemple
e1) est une combinaison linéaire des autres vecteurs de F, alors F \ { e; } est encore une famille génératrice
de E. Ce résultat permet en particulier de construire une base d'un espace vectoriel connaissant une famille
génératrice de cet espace.

Astuce
Pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs F = { er,...,ep } d'un espace vectoriel E on cherche d'éven-
tuelles relations entre les vecteurs eq,..., e, :

> si la famille est libre, on en déduit que rg(F) =p

> sinon, on cherche a exprimer un vecteur e; comme combinaison linéaire des autres vecteurs et on «élimine» ce
vecteur de la famille; on procéde ainsi jusqu’a obtenir une famille libre contenue dans F.

Avant de commencer une recherche précise, on peut encadrer rg(F). Ainsi

> rg(F) <min{ p,dim(E) } si E est de dimension finie;

> si F contient au moins deux vecteurs non colinéaires alors rg(F) > 2;

>> si F contient une famille libre de g vecteurs, alors rg(F) > q.

Astuce

Soit E un espace vectoriel de dimension n, B={by,...,b, } et W={wy,...,w, } deux bases de E. Soitu € E
et supposons de connattre les coordonnées de u dans la base B, i.e. qu'on connalt les n coefficients By, ..., Bx
tels que u = Z};l B; - bj. Pour obtenir les coordonnées de u dans la la base W, i.e. les n coefficients wy, ..., w,

tels que u = Zi’:l w; - W;, on peut :
D> soit utiliser la relation
w1 B1
=Pwos |t |;

wn Bn

> soit exprimer chacun des vecteurs b; dans la base W, ie. trouver les n coefficients nyj, ..., n,; tels que
B; =Y i, nij - Wi, et on obtient

n n n n n
u= ZBj‘|3j: ZB/' Znij’wi = Z nijB; | -wi.
=1 j=1 i=1 i=1 \ j=1
—_——
[
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VVVVVVVIVVNDVDVNDINDDD Exercices DIV DIDIDVD

Exercice 3.1

Démontrer que l'ensemble
F={(xyz)eR®|x+y+22=0}

est un sous-espace vectoriel de R3.

CoRRECTION. Ici on va utiliser les deux premiéres méthodes.

® On montre que

> 0 € F :eneffet (0,0,0) € Fcar04+0+2x0=0;

>VYueFetVveF, u+veF :soientu=(uy,us,uz) €F etv=_(v1,v,v3) € F,alors uy +us+2u3 =0
et vi +vo+2v3=0; soit w= (wy, ws, wz) =u-+v, alors wy +ws + 2wz = uy + vy + us + vo + 2u3 +2v3 = 0,
doncw e F;

>Vue FetVAeK A-ue F :solent A €Retu= (u1,u2,u3) € F, alors uy + uy + 2u3 = 0; soit
w = (wy, wa, w3) = A-u, alors wy + wa + 2ws = Auy + Aug + 2Aus =0, doncw € F.

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3.

® On montre que F = Vect { ey, ....ep } oliey,...,e, sont des éléments de E. En effet
xeR
X x,y,z€R
y| eF = = zeR
xX+y+2z=0
z y=—2z—x.
Donc
K1 1 0 1 0
F = —K1 — 2Ky K1, kg € R = Ki | =1 | + ko | =2 = Vect —-11],[ -2
Ko 0 1 0 1

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3. (On peut également en déduire que {(1,—1,0), (0, —2,1)}
est une famille génératrice de F.)

Exercice 3.2 CC Octobre 2011

Démontrer que l'ensemble

F:{ (Z /Z) € Ms(R)

a+b=0}

est un sous-espace vectoriel de My (R).

CORRECTION.

a b 1 -1 0 0
F_{(b . a—i—b—O}—{a(_l 0)+c(0 1)

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de M (R).

Exercice 3.3

Démontrer que l'ensemble

S MQ(R)

e} v (4 209}

F:{(X,x,y)€R3|x,y€R}

est un sous-espace vectoriel de R3.
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CORRECTION.

K1 1 0 1 0
F = K1 Ki,kn€E€R + =< k1 | 1| +Kk [0 K1, ko € R ¢ = Vect 11,10
Ko 0 1 0 1

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 3.4

Démontrer que 'ensemble

{5 2)

a,beR}

est un sous-espace vectoriel de My (R).

CORRECTION.

F={ (s b)|aper}={a(s o) +o( 1]

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de Mo (R).

Exercice 3.5

Démontrer que 'ensemble

ovesfovn (9.0 3}

C

F:{ (C' Z) € Ms(R)

a+b+c+d:O}

est un sous-espace vectoriel de M (R).

CORRECTION.

F=d(® P)erom)|asbrerd=ol=1(C b
c d c —a—b—c

Lol Aol A) el Sfeneesfoalfo B) (0 A) 05

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de Ms(R).

a,b,cER}

Exercice 3.6 CC Novembre 2012

Démontrer que 'ensemble
F={a+bx+cx*€Rs[x] |a+b+2c=0}

est un sous-espace vectoriel de Ry[x].

CorrecTioN.  On montre que F = Vect { e1,...,e, } oli ey, ..., e, sont des éléments de Ry[x]. En effet
F={a+bx+cx*€Rey[x] |a+b+2c=0}
={a+(—2c—a)x+cx’|a,ceR}
={a(l+x)+c(-2x+x*)|a,ceR}
:Vect{ 1—x,—2x+x2}.
Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de Ra[x].

(On peut également en déduire que {1 — x, —2x + x?} est une famille génératrice de F.)
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Exercice 3.7 CC Novembre 2012
Démontrer que 'ensemble
F={peRefx[p(1)=0}

est un sous-espace vectoriel de Ry[x].

CoRrrecTioN.  On montre que F = Vect { er,...,ep } oliey,...,e, sont des éléments de R, [x]. En effet

F={a+bx+cx*€Rsy[x]|a+b+c=0}
:{a+bx+(—a—b)x2|CI,CER}
={a(1=x*)+b(x—x*)|a,beR}
:Vect{l—XQ,x—XQ}.

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de Ra[x].

2

(On peut également en déduire que { 1—x2,x — x? } est une famille génératrice de F.)

Exercice 3.8 CC Novembre 2012

Montrer que U'ensemble

F:{A: (Z Z) € My(R)

n'‘est pas un sous-espace vectoriel de My (R).

det(A) =0 }

CORRECTION.  Soit A = ((1) 8) et A’ = (1 1) deux matrice de F. Comme A+ A" = (? 1) alors det(A+A") =1,
donc A+ A" ¢ F.

Exercice 3.9 CC octobre 2013

Prouver que les familles suivantes sont libres :
LA={() (1)} CRy
2.B={(56).(50).(16).(19)} c Ms(R)
3.C={11tt} CRyt
4. D={1,tt(t—1),t(t—1)(t—2)} C Rs[t]

CORRECTION.
1 a(}))—&—B(%):(g)SSt("EB):(8)ssla=BzOdonclafamllleestlibre.
o =
10 01 01 00 00 B+y=0 i
2. a(38)+BHE+YH+0() =00 = 45 — a =B =y=0=0donc la famille est
y g
0=0

libre.
3. Clest la base canonique de R3[t] donc la famille est libre.

4. a+Bt+yt(t—1)+ot(t—1)(t—2) =0 pour tout t € R ssi a+ (B—y+20)t+ (y—30)t>+ dt> = 0 pour tout
teRssia=B=y=0=0 donc la famille est libre.
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Exercice 3.10 CC Novembre 2012

Montrer que U'ensemble

Cc

F_{ (Z’ b) € Ms(R)

ac—bQ}

n'‘est pas un sous-espace vectoriel de My (R).

CORRECTION.  Soit A = ((1) 8) et A’ = (1 1) deux matrice de F. Comme A+ A" = (? i) alors det(A+A") =1,
donc A+ A" ¢ F.

Exercice 3.11

Soient u; = (1,1,1) et uy = (1,2, 3) deux vecteurs de R3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les
réels x, y, z pour que le vecteur w = (x, y, z) appartient a Vect { uy, us }.

CORRECTION.

w € Vect { uy,us } = 3 (a,b) € R? tel que w = au; + buy
(a0 +b=x,
= 3 (a,b) € R* tel que { a +2b =y,
la+3b==z
rCI:2X—g,
= 3 (a,b) € R* tel que 3 b=y —x,
|z =—x+2y
& xX—2y+z=0.

Exercice 312

Dans R3, on considére les vecteurs u = (=2,3,7), v= (1,-2,-3) et w = (—1,—1,6). Montrer que

Vect {u,v,w} =Vect{u,v}=Vect{v,w}=Vect{w,u}.

CorrectioN.  Comme w = 3u + 5v, on peut tirer de cette relation l'un des vecteurs en fonction des deux autres, ce
qui permet de prouver que les espaces engendrés par deux des trois vecteurs sont égaux a Vect { u,v,w }.

Exercice 313

Déterminer le rang dans R? de la famille A = {u; = (3,1),uzs = (—1,5) }. Si le rang de la famille est strictement
inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non triviales entre les vecteurs
de la famille. Le vecteur w = (1,0) appartient-il & Vect { uy, uz } ? Si oui, Uexprimer comme combinaison linéaire
de u; et us.
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CorrecTioN.  Comme det (3 31) # 0, rg(A) = 2 et lon a rg(A) = card(A) : les vecteurs u; et uy sont linéaire
indépendants. Pour obtenir U'expression de w en fonction de u; et us on cherche les réels a et b tels que au;+bus = w,
ce qui conduit au systéme linéaire

3a—b=1, 5 -1
a+5b=0 16 16"

1
16

Exercice 3.14

Déterminer le rang dans R3 de la famille A = {u; = (=1,1,-3),uz = (1,2,5),u3 = (1,7,1) }. Si le rang de la
famille est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non
triviales entre les vecteurs de la famille. Le vecteur w = (1, 0, 0) appartient-il a Vect { uy, uz, ug } ? Si oui, lexprimer
comme combinaison linéaire de uj, us et us.

d'oli la relation w = == (5u; — us).

CorrecTioN.  Comme det(:li é%) #+ 0, rg(A) = 3 et lon a rg(A) = card(A) : les vecteurs uy, us et ug sont

linéairement indépendants, i.e. la famille A est libre. Comme card(A) = dim(RR?), alors Vect(A) = R? et w € Vect(A).
Pour obtenir 'expression de w en fonction de uy, us et uz on cherche les réels a, b et c tels que au; + bus + cus = w,
ce qui conduit au systéeme linéaire

—a+b+c=1, —a+b+c=1, —a+b+c=1, 5 1
a+2b+7c=0, = 3b+8c =0, = 3b+8c =0, = a:—i,b:—l,c:i,
—3a+5b+c =0, 2b —2¢ = -3, —2c=-4

d'oti la relation w = 2(—3u; — 2us + u3).

Exercice 3.15

Déterminer le rang dans R? de la famille A = {u; = (1,4, —3),uz = (2,5,3),u3 = (=3,0,—3) }. Si le rang de la
famille est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non
triviales entre les vecteurs de la famille. Le vecteur w = (1,0, 0) appartient-il a Vect(A) ? Si oui, l'exprimer comme
combinaison linéaire de uq, usg et us.

CorrecTioN.  Comme det ( 4113 § 83 ) #0,rg(A) =3 et l'on arg(A) = card(A) : les vecteurs uy, uy et ug sont linéaire

indépendants, i.e. A est une famille libre. Comme card(A) = dim(R?) alors Vect(A) = R? et w € Vect(A). Pour
obtenir Uexpression de w en fonction de uy, uy et us on cherche les réels a, b et ¢ tels que au; + buy + cuz = w, ce
qui conduit au systéme linéaire

a+2b+3c=1, a+2b+3c=1, a+2b+3c=1,

-1 2 3
4a +5b =0, = —3b —12¢c = —4, = —3b —12¢c = —4, — a:?,b:ﬁ,c:ﬁ,
—3a +3b—3c =0, 9b + 6¢ = 3, —30c =9,

d’oli la relation w = —%ul + %uz + %ng.

Exercice 3.16

Déterminer le rang dans R? de la famille A = {u; = (1,2,3),us = (3,2,1),u3 = (3,3,3),us = (7,0,=7) }. Si le
rang de la famille est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des
relations non triviales entre les vecteurs de la famille.
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CoRRECTION. Sans faire de calcul on sait que rg(.A) < 3 donc au moins un des vecteurs de la famille est combinaison
linéaire des autres. Comme 4uz = 3u; + 3us donc Vect { uy, ug, us, uy } = Vect { uy, ug, uy }. Comme 2uy = —7uy + Tug
alors Vect { uy, uz,uy } = Vect { uy, uz }. Comme u; et uy ne sont pas colinéaires, ils sont linéairement indépendants
et on conclut que rg(A) = 2.

Exercice 317

Déterminer le rang dans R® de la famille
A={u=(1,1,1,2,5),u2=(2,1,0,3,4),u3 = (-1,0,—1,4,7),uy = (-9,-2,1,-1,9) } .

Si le rang de la famille est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des
relations non triviales entre les vecteurs de la famille.

CoRRECTION.  Sans faire de calcul on sait que 1 < rg(A) < 4. Comme uy = 3u; —5us+2u3 donc Vect { ug, us, uz, uy } =
12-1
Vect { uy, ug, uz }. Comme det ( 1o ) # 0, on conclut que rg(A) = 3.

Exercice 3.18

Dans R3, montrer que l'espace vectoriel engendré par les vecteurs
up =(2,3,-1), ux=(1,-1,-2)
et l'espace vectoriel engendré par les vecteurs

vi=(3,7,0), vo=(50-7)

sont les mémes.

CoRrECTION.  Pour montrer l'égalité des deux ensembles, on va prouver les deux inclusions réciproques : Vect { vi,va } C
Vect { uy, uz } et Vect { ug,uz } C Vect { vy, va }.

@ Vect {vy,va} C Vect{uy,us} : il suffit de montrer que vi € {uj,us} et va € {uy,uz}, ce qui suit de la
remarque v = 2u; — up et vog = uy + 3us.

@ Vect{ug,uz } C Vect{vy,vo} : il suffit de montrer que u; € {vy,va} et uy € {vy,vo}, ce qui suit de la
remarque 7u; = 3vy + vo et Tug = —v; + 2va.

Exercice 3.19 CT Septembre 2009

Montrer que l'espace vectoriel engendré par les vecteurs
up =(1,2,-1,3), u2=(2,4,1,-2), uz=(36,3-7)
et l'espace vectoriel engendré par les vecteurs

vi=(1,2,-4,11), vy =(2,4,—5,14)

sont les mémes.
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CorrecTiOoN.  On note U l'espace vectoriel engendré par les vecteurs uy, uy et ug et V l'espace vectoriel engendré par
les vecteurs vy, vo. Remarquons tout d'abord que si U = V alors dim(U) = dim(V) = 2 donc la famille { uy, uz, uz }
n'est pas libre.

Pour démontrer que U =V on montre que U C V et que V C U.
> Pour montrer que U C V il suffit de montrer que chaque u;, i = 1,2, 3, est combinaison linéaire des vecteurs vy,
Vg

1=a-+2b,
2=2 4b,
uy = avy + bvy = atab = a=-—1, b=1
—1 = —4a — 5b,
3 =11a + 14b,
(2 = a + 2b,
4 =2a+4b,
= L = < = =—4, b=3
Uso aviy + bvsg 1= —4a—5b a
| —2 = 11a + 14b,
(3= a+ 2b,
6 = 2a + 4b,
=avi+b = < = a=-7, b=5
e = AV 3= —da —5b,

| —7 =11a + 14b,

> Pour montrer que V C U il suffit de montrer que chaque v;, i = 1,2, est combinaison linéaire des vecteurs uy, us
et usg :

(1 =a+2b+ 3¢,

2 =2a+4b + 6¢,

vi = auq + busy + cug — < — a=3+«k, b=-1-2«k, c =k,
—4=—a+ b+ 3c,

11 =3a —2b —Tc,

(2 = a+2b+ 3¢,

4=2 4b + 6¢,

Vo = auy + bus + cusg = < @+ abbe = a=4—x, b=—-1-2«k, c=«k,
—5=—a+b+ 3¢,

|14 = 3a — 2b — Tc,

Exercice 3.20

Soient po(x) = x+1, p1(x) = x>+x et pa(x) = 2x2+1 trois polynémes de Ry[x]. Démontrer que Vect { po, p1,p2 } =
RQ [X]

CORRECTION.
Méthode 1 : Pour prouver l'égalité de deux ensembles A et B, on peut démontrer que A C B et que B C A. Pour
démontrer que A C B, on considére un élément quelconque de A et on démontre qu’il appartient a B.
> Comme po, p1, p2 € Ra[x] qui est un espace vectoriel, toute combinaison linéaire de ces trois polynémes est
encore un élément de Ry[x], par conséquent Vect { pg, p1, p2 } C Ra[x].
> Ro[x] C Vect { po, p1, p2 } sst pour tout g € Ry[x] il existe des réels Ag, Ay, As tels que g = Ag-po+ A1 -p1+
Ao - pa:
q(x) = a + bx + cx* € Vect { po, p1, p2 }
— I (Ao, A1, A2) € R? tel que g = Ag - po + A1 - p1+ Az - p2
&= J (Ao, AL A2) €R3 tel que a + bx + cx? = dg(x + 1) + A (x* + x) + A2(2x% + 1)
= 3 (ho, A1 ) € R? tel que @ + bx + ox® = (A + A2) + (Ao + A1)x + (A1 + 242)x°

Ao+ A2 =a,
— T (A, AL k) ER3 tel que S Ao+ A = b,
)\1 —|—2)\2 = C.
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1 0 1
Comme |1 1 0| =3, le systéme est de Cramer et on peut conclure que Ra[x] C Vect { po, p1, p2 }. Aprés
0 1 2

résolution du systéme linéaire on trouve g = bpg + (—a + b + ¢)p1 + (a — b)pa.
Méthode 2 : comme card({ po, p1,p2 }) = 3 = dim(Rz[x]), il suffit de prouver que la famille { po, p1, p2 } est libre, ie.
Ao-pot+Ai-pr+re-pa=0 = Ag=A1 =A=0":
Ao-po+AL-pr+Az-pa=0
= A +FDFM0E+Hx)+FA2x2+1)=0
&= Ao+ )+ Ao +A)x+ (A +24)x* =0

Ao+ A2 =0,
— )\0+)\1:O,
AL+ 24, =0.

1 01
Comme |1 1 0| = 3, le systétme admet l'unique solution nulle et on peut conclure que Vect { po, p1,p2} =
0 1 2

RQ[X}.

Exercice 3.21

Etudier si la famille
F={u=(2,3),v=(4,5)}

de l'espace vectoriel R? est libre. Si la famille est lie, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

CoRrrecTiON.  On dit qu'une famille F = { U, ..., up } est libre lorsque
P
ZCIi-Lli:OE E a; =0V i
i=1

Ici
P
Za,’-u[ =0 = aju+ asv = (0,0) — {

i=1

2a1 + 4a5 =0, a; =0,
—
3a1 4+ 5a, =0 =

donc la famille est libre.

Exercice 3.22

Etudier si la famille
F={u=(,0,1),v=(2,1,0),w=(0,-1,2) }

de l'espace vectoriel R? est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

CorrecTioN.  On dit qu'une famille F = { ug, ..., U, } est libre lorsque

P
ZCI['LI[ZOE - a;, =0V i
i=1

Ici
p a1+ 2a, =0, a, = —2k,
Z a;-u; =0 & aut+av+asw=(000) as, —asz =0, = o = K,
i=1 ay+2a3=0 as =K

donc la famille est liée. De plus, en prenant par exemple k =1, onaw=2-u—v.
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Exercice 3.23

Etudier si la famille

F=4A

321 111
1 2 3|.B=[111|,Cc=1
2 1 3 111

de l'espace vectoriel M3(R) est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

CoRrrecTiON.  On dit qu'une famille F = { ug, ..., up } est libre lorsque
/J
ZCI,'~LI,'ZOE o a; =0V i
i=1

Ici
(301 +as+as =0,
201+ as =0,
a, + as =0,
p a, + as =0, a; =0,
Za,- ;=0 <= adiA4+a3B+03C=03 < <2a;+as+a3=0, — as =0,
=1 3a; 4+ ay =0, as =0,
201+ as =0,
ap + as =0,
(301 + a4+ az = 0.

donc la famille est libre.
Exercice 3.24
Etudier si la famille
F={ po(x) = X* + 32, pr(x) = x>+ x, pa(x) = x + 1, pa(x) = x* + 1}

de Uespace vectoriel R3[x] est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

CoRrrecTiON.  On dit qu'une famille F = { U, ..., up } est libre lorsque
P
ZCI,--Ll,-:OE e a; =0V i
i=1

Ici
n

Z a;-u; =0 & agpo+aipr+asps+asps =0 < (202 + asz) + (a1 + a2)x + (ag + a1)x* + (ag + az)x> =0
i=0

as 4+ asz =0, ag = K,
a,+as =0, ap = —K,
— = pour tout k € R
ag+a; =0, o = K,
ag+asg =0, a3 = —K,

donc la famille est liée. De plus, en prenant par exemple k =1 on a p3 = po — p1 + pe.
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Exercice 3.25 CC Novembre 2012

On considére dans R" une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants : { e, e3, e3, e4 }. Les familles suivantes
sont libres?
@ { e, 2(—.‘2,(—.‘3 }

@) {(—.‘1,(—.‘3}
® {(:‘1,2(:‘1 —|—e4,e4}
® {3e; +e3e;zex+e3}

® {2e;+ez,e1—3ey,e4,€0—¢€1}

CORRECTION.
® Oui
@ Oui
® Non

@ Oui car a(3e; +e3) + B(es) + v(ea + e3) =0 = 3ae; + yes + (o + B+ y)es = 0. Comme ey, es, e3 sont
linéairement indépendants, cela implique 3a=y=a+B+y=0 = a=B=y=0

® Non: —7(ex —e1) =2(2e1 + e2) + 3(e; — 3eq)

Exercice 3.26 CC Novembre 2012

On considére dans R" une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants : { e1, ez, e3, e4 }. Les familles suivantes
sont libres?
@ {e1+ex}

@ {(—.‘1+62,@2}
® {el—f—eg,el—eg}

@ {e;+ez,e1—eye;+ez e —es}

® {2e;+eye;—3ey,e4,e2—€;}

CORRECTION.
® Oui
@ Oui
@ Oui
@ Non
® Non: —7(ex —e1) =2(2e1 + e2) + 3(e; — 3eq)

Exercice 3.27

On considére dans R" une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants : { e1, eq, e3, e4 }. Les familles suivantes
sont libres?
@ { 2(—.‘1, eq, —e3 }

@ {(—,‘1,—63}
® {e1,3e;1 +eq,e4}
@ {3(—.‘1+(—.‘3,€3,@2+(—.‘3}

® {2e;+eye;—3ey,e4,e2—€;}

CORRECTION.
® Oui
@ Oui
@ Non
@ Oui
® Non: —7(ex —e1) = 2(2e1 + e2) + 3(e; — 3eq)
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Exercice 3.28 CC Novembre 2012

| Ecrire la base canonique de R, la base canonique de M(R) et la base canonique de Ry[t].

CORRECTION.

0

1. Base canonique de Rj : 1,

1
0
0 0
. 1 0
2. Base canonique de M3 (R) : { (0 0) ’ (

3. Base canonique de Ro[t] : { 1,t, t2 }

Exercice 3.29 CC Novembre 2012

Soit V' un espace vectoriel et F une famille d'éléments de V. Donner la définition de dim(V) et de card(F). Si
dim(V) = card(F), que peut-on conclure?

CORRECTION.
1. La dimension d'un espace vectoriel est le nombre d'éléments d’'une de ses bases.
2. La cardinalité d'une famille est le nombre d'éléments qui la constitue.

3. St la dimension de l'espace vectoriel V coincide avec la cardinalité de la famille F contenue dans V, alors la
famille F constitue une base de V.

Exercice 3.30

Montrer que les vecteurs w; = (1,—1,i), wo = (—1,i,1) et w3 = (i,1,—1) forment une base de C3. Calculer
ensuite les coordonnées de w = (14,1 — i, i) dans cette base.

1-1 i ) . . - , .
CorrectioN. Comme det ( -1 il ) = —2i, les vecteurs constituent une famille libre. Etant donné que dim(C?) = 3
L

et que w; € C3 pour i = 1,2,3, la famille { wi, wp, w3 } est une base de C?.

On cherche maintenant a, b, c € C tels que aw; + bws + cws = w :

a—b+ic=1+i a=0
—a+ib+c=1-i <= {b=1-1i
ia+b—c=i c=1%-3i

Exercice 3.31 CC Novembre 2011

Vrai ou Faux?

® Toute famille génératrice contient une bhase.

@ La dimension d'un espace vectoriel est le nombre de vecteur de cet espace.

® Toute famille contenant une famille liée est liée.

@ La base de Rs[x] est { 1,x,x%,x3 }.

® St E =Vect{u,v,w} etsi{u,v,w} est une famille libre, alors dim(E) = 3.

® Vect{ug,uz,...,up, } = Vect{uy,ug,...,up_1} si et seulement si u, est combinaison linéaire de
ug,us, ..., Llp_l.

@ Soient u, v et w trois vecteurs d'un espace vectoriel £E. On suppose que deux vecteurs parmi ces trois ne
sont pas colinéaires. Alors la famille { u,v,w } est libre.
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CORRECTION.

@ Vrai (dans le sens que d'une famille génératrice on peut extraire une famille libre qui génére le méme espace

vectoriel).

@ Faux. Un espace vectoriel de dimension finie a une infinité de vecteurs. La dimension d’'un espace vectoriel est
le nombre de vecteur d’'une de ces bases.

® Vrai. La relation non trivial qui lie des vecteurs de la plus petite des deux familles est vraie dans la plus grande.

@ Incorrect. On ne peut pas parler de «la» base de R3[x] car il y en a une infinité.

® Vrai. La famille { u,v,w } est une base de E car libre et génératrice de E.

® Vrai.

@ Faux. Par exemple si w = u+v, deux vecteurs parmi ces trois ne sont pas colinéaires mais la famille { u,v,w }
est liée.

Exercice 3.32

Considérons l'ensemble
F={(xyy)lxyeR}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.

2. Donner une base de F et sa dimension.

CORRECTION.

1. F est un sous-espace vectoriel de R* car

K1 1 0 1 0
K 1 0 1 0
F = Kl ki, ko ER ¢+ =1 Ky 0 + Ko 1 K1, ko € R + = Vect ol |1
Ko 0 1 0 1

2. Les deux vecteurs u; = (1,1,0,0) et uy = (0,0,1,1) constituent une famille génératrice de F. Comme ils ne
sont pas colinéaires, cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme card({uj,us }) = 2, alors
dim(F) = 2.

Exercice 3.33

Considérons l'ensemble
FZ{CI+CIX2+bX4 ’ a,beR}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ry[x].

2. Donner une base de F et sa dimension.

CORRECTION.

1. F est un sous-espace vectoriel de Ry[x] car
F={a+ax*+ bx* | (a,b) e R*} = { a(1+x*) + bx* | (a,b) ER*} = Vect { 1+ x* x* }.

2 4

2. Les deux polyndmes p(x) = 1 + x* et g(x) = x* constituent une famille génératrice de F. Comme ils ne sont
pas colinéaires, cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme card({ p, g }) = 2, alors dim(F) = 2.

Exercice 3.34

Considérons l'ensemble
F:{(X,y,z) ER3|2X—|—g—|—Z:0}-

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Donner une base de F et sa dimension.
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CORRECTION.

1. F est un sous-espace vectoriel de R? car

K1 1 0 1 0
F = Ko Ki,ke ER + =2 kK1 0 | +x | 1 K1, ko € R + = Vect 0., 1
—2K1 — Ko —2 —1 —2 —1

2. Les deux vecteurs u; = (1,0, —2) et uy = (0,1, —1) constituent une famille génératrice de F. Comme ils ne

sont pas colinéaires, cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme card({uj,uy }) = 2, alors
dim(F) = 2.

Exercice 3.35

Considérons l'ensemble

a b 0
F = b a 0 a,b,ceR
c 0 a+b

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. Donner une base de F et sa dimension.

CORRECTION.

1. F est un sous-espace vectoriel de M3(R) car

a b 0 1 00 010 0 00
F = b a 0 (a,b,c) eRr? ki|l0 1 0] +x|[1 O Of+xk3|[0 0 O K1, Ko, K3 € R
c 0 a+b 0 0 1 0 0 1 1 00
100 01 0 0 00
= Vect 01 0,11 0 0,10 0 O .
0 0 1 0 0 1 1 00
0 1 0 0 0 0
2. Les trois matrice I3, A= 1 0 0| etB= (0 0 0] constituent une famille génératrice de F. On vérifie
0 01 1 00
s'il s'agit d’'une famille libre : on dit qu'une famille F = { ug, ..., U, } est libre lorsque
Za,wu,':OE s a; =0V i
Ici
’Cll = O,
az =0,
0=0,

p az =0, a; =0,
ZCI,”LI,*:OE — a3+ aA+03B=03 <— < a, =0, — as, =0,
i=1 0=0, as =0,

as =0,
0=0,
L a1 +a2 =0,

donc la famille F = { I3, A, B } est libre et est une base de F. Comme card(F) = 3, alors dim(F) = 3.

Exercice 3.36 CC octobre 2013

Considérons l'ensemble

F={peRsl|p(0)=p(1)=0}.
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1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3[x].

2. Donner une base de F et sa dimension.

CORRECTION.

1. F est un sous-espace vectoriel de R3[x] car
F={x(x—1(ax+b)|a,beR}= { a(x2(x—1)) +b(x(x—1)) ‘ a,b ER}:Vect{XQ(x—l),x(x—l)}.

Si on n'a pas remarqué que 0 et 1 sont racines des polynémes de F, il suffit de remarquer que

F={peRsix][p(0)=p(1)=0}
={a+bx+cx*+dx®> ERs[x]|a=0eta+b+c+d=0}
={bx+cx®+(=b—c)x’ | b,ceR}
:{bx—x3)+c(x2—x3 |b,ceR}
—Vect{x—x x? ‘5}

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3[x].

2. Les deux polyndmes p(x) = x — x? et g(x) = x? — x3 constituent une famille génératrice de F. On montre que
la famille F = { x—x3,x2—x3 } est une bhase de l'espace vectoriel F; en effet
a(x=x)+B(x*~x3) =0 VxeR = ax+Bx*+(—a—B)x* =0 VxeR = a=p=0.

Comme card(F) = 2, alors dim(F) = 2.

Exercice 3.37 CC Novembre 2012

Soit R3[t] lespace vectoriel des polynémes de degré au plus 3. Soit U = { p € R3[t] | p(—=1) = 0 }. Montrer que
U est un sous-espace vectoriel de R3[t] et en donner une base.

CoRrrecTiON.  On montre que U = Vect { e, ..., e, } ol eq,..., e, sont des éléments de R3 [x]. En effet

U={a+bx+cx*+dx® €Rslx] |a—b+c—d=0}
={a+bx+cx*+(a—b+c)x*|a,b,ceR}
={a(1+x° +b(x—x3)+c(x2+x3) |a,b,ceR}
:Vect{1+x X — X3, x —|—x3}.
Par conséquent U est un sous-espace vectoriel de R3[x].

(On peut également en déduire que { 1+ x3,x — x%, x? + x3 } est une famille génératrice de U)

Exercice 3.38 CC octobre 2013

Démontrer que l'ensemble
F={peRsi|p0)=p1)=0}

est un sous-espace vectoriel de R3[x] et en donner une base.
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CoRrrecTION.  On montre que F = Vect { e, ....ep } ol eq,...,e, sont des éléments de Rs[x]. En effet

F={peRslx]|p(0)=p(1)=0}
={a+bx+cx®+dx’ €Rs[x] |a=0etb+2c+3d=0}

—b —2c
3

={b(x=x*13)+c(x*—=2x*/3) | b,ceR }

1 . 2 .
VeCt{X—SXJ,XQ—?)XS}.

:{bX+CX2+ X3

b,CER}

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3[x].

3

f'X2

On montre que la famille 7 = {x — %x — %XS } est une base de l'espace vectoriel F; en effet

a(x—x3[3)+B(x*—2x3/3) =0 VxR = ax+Bx*+(—a—2B)x*3=0 VxeR = a=B=

Exercice 3.39 CT Janvier 2011

Considérons l'espace vectoriel M2(R) des matrices carrées d'ordre 2 avec les entrées réelles. Soient a, b et ¢
trois nombres réels quelconques. Considérons le sous-ensemble

E:{AEMQ(R)‘A: (C’;Cb _Cb) }

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de My(R).

2. Donner une base explicite de E.

CORRECTION.

1. E est un sous-espace vectoriel de M5 (R) car
- a+b ¢ s | 10 1 0 0 1
E—{( 9¢ _b) (a,b,c) eR }—{a(o 0)+b(0 _1)+c(2 0)
1 0 1 0 0 1
v o o)-fo )6l b

2. Les trois matrice A = ((1) 8) B = ((1) _01) et C = (g (1)) constituent une famille génératrice de E. On

vérifie s'il s'agit d'une famille libre : on dit qu'une famille F = { up, ..., uUp } est libre lorsque

a,b,CER}

P
Zai-u[zog e a;, =0V i
i=1

Ici

a,+as =0,

p 0 a, = 0,
az =y,

Z a;-u; =0 <— aiA+a:B+a3C=0, 5 0 = as =0,

- asz =\,

=1 as =0,
—ao =0,

donc la famille est libre et est une base de E. Comme card { A, B,C } = 3, alors dim(E) = 3.

Exercice 3.40 CT Septembre 2009

Soit V' l'espace vectoriel des matrices M carrées d'ordre n (sur le corps des réels).
1. Montrer que le sous-ensemble W de ces matrices qui commutent avec une matrice donnée T

W={MeV|MxT=TxM}
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est un sous-espace vectoriel de V.
2. Soit T la matrice d'ordre 2 définie par
T _ 1 1
—\1 o))"
Déterminer la dimension et une base de W dans ce cas.

CORRECTION.

1. On montre que
> 0,=0,eW:eneffet 0, e WcarQO, xT=0, =T x0,;
>VAeWetVBeW A+Be W:eneffet, soit C=A+B,alorsCxT=(A4+B)xT=AxT+BxT=
TxA4+TxB=Tx(A+B)=TxC, doncCe W;
>VAeWetVAecR A-Aec W:eneffet, soit C=A-A alors CxT=(A-A)xT=X4A(AxT)=A-(TxA) =
Tx(A-A)=TxC, doncCe W.
Par conséquent W est un sous-espace vectoriel de V.

2. Soit T la matrice d'ordre 2 définie par

Alors
[z 9]z 8133 2)
e 8er| 222 2)- 2]
{(Z a_b) a,beR}
{

10 0 1
o V)l )

ey ) )}

Comme ces deux matrices ne sont pas colinéaires, cette famille est libre donc elle est une base de W qui a
dimension 2.

a,bER}

Exercice 3.41 CT Février 2010

Trouver une base de l'espace engendré par les polynémes dans les deux familles suivantes
1T W={1+2x+3x% x+2x% 1+ 2x +4x* 1+ x }

2 W={2+2x22+x—x%3+x+x%3+x+3x? }

CORRECTION.
1. Notons

wi(x) =14 2x + 3x7, wa(x) = x + 2x7, wa(x) = 1+ 2x + 4x2, wa(x) =1+ x.
W est une famille non libre si et seulement si

A(a, b, c,d) #(0,0,0,0) | awy(x) + bwa(x) + cws(x) + dwa(x) =0 —
3(a,b,c,d) #(0,0,0,0) | (a+c+d)+ (2a+b+2c+d)x+ (3a+2b+4c)x* =0

a +c+d=0, a +c +d=0, a +c+d=0,
2a +b+2c+d=0, — b —d=0, < b —d=0,
3a+2b+4c =0 2b+c—3d=0 c—d=0

(a.b,c,d)=(—2k,k Kk k), kK €R.
Autrement dit wy = 2wy — wo — ws. On a alors

Vect { wy, wa, wy, wy } = Vect { wy, wa, ws }.
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Vérifions st la famille { wy, wa, wy } est libre : on dit qu'une famille F = { up, ..., U, } est libre lorsque
/J
E a;-u; = 0g - a; =0V i
i=1

Ict
Za,-'u,:og — aw;+bwy+cw3 =0
i=0
& (a+c)+((2a+b+2c)x+ (3a+2b+4c)x* =0

a +c=0,
= 20 +b+2c=0, < a=b=c=0
3a+2b+4c=0

donc la famille est libre. Par conséquent { wy, wa, ws } est une base de lespace Vect(W).
2. Notons

wi(x) = 2+ 2x%, wa(x) = 24 x — x?, w3(x) = 34 x 4+ x?, wa(x) = 3 4+ x + 3x%
W est une famille non libre si et seulement si

I(a, b,c,d) #+(0,0,0,0) | awy(x) + bwa(x) + cws(x) + dwy(x) =0 —
J(a, b, c,d) #(0,0,0,0) | (20 +2b+3c+3d)+ (b+c+d)x+(2a—b+c+3d)x* =0

2a+2b+3c+3d=0, 2a+2b+3c+3d=0, 2a+2b+3c+3d=0,
b 4+c +d=0, — b +c +d=0, — b +c¢ +d=0, —
2a —b +c+3d=0, b+4c+6d=0, 3c+5d=0,

(a,b,c,d) = (k,2k,—5k,3k), kK € R.
Autrement dit 3wy, = —wy; — 2wy + 5ws. On a alors
Vect { wy, wo, wy, wy } = Veet { wy, wa, wy }.

Vérifions st la famille { wy, wo, wy } est libre : on dit qu'une famille F = { ug, ..., up } est libre lorsque
P
Zcu-u,-zOE — a;, =0V
i=1

Ici
n
ZcuwuzOE — aw;+bwy+cw3 =0
i=0
& (20+2b+3c)+ (b+c)x+(2a—b+c)x* =0
2a+2b+3c=0,
S b 4+c=0, < a=b=c=0
b+4c=0,

donc la famille est libre. Par conséquent { wy, wa, ws } est une base de l'espace Vect(W).

Exercice 3.42 CC Novembre 2012

Soit
1 0 1 1 0 1 0 0
Fgm= o )=o) w0 ) =0 )}

une famille d'éléments de l'espace vectoriel E = { M € M3(R) | M=M"}
1. Montrer que F est génératrice de E, i.e. E = Vect(F);

2. montrer que F n'est pas libre;

3. extraire de F une base de E.
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CoRrrecTioN.  On remarque que

E:{ ( b) a,b,ceR}
b ¢
et B, € E pour tout i =1,2,3,4.
1. La famille F est génératrice de E si E = Vect(F), i.e. s'il existe A1, Ay, A3 et Ay € R tels que

(Z IZ) = MiB1 + A2B2 + A3Bs + A4By, VYa,b,c € R

i.e. si et seulement si, pour tout a, b, c € R, le systeme linéaire suivant admet (au moins) une solution

AM+A=a,
Ao+ A3 = b,
A2+ A3 =b,

)\1+)\3+)\4:C.

La matrice augmentée associée a ce systeme est

[Alb] =

_ 0 O =
O = =
)
_ o O O
[l

Comme la seconde et la troisieme ligne sont égales alors rg(A) et rg([A|b]) sont < 4. Puisque HJ % (ﬂ # 0, alors
rg(A) = rg([A|b]) = 3 : le systéme admet une solution (non unique car le rang n'est pas maximal).
2. F n'est pas libre car 2B, = B; — By + B3
3. On en extrait par exemple la famille B = { By, B2, B } qui est une base de E car
(i) B; € E pour tout i =1,2,3,
(it) card(B) = dim(E),
(ii) B est libre car la combinaison linéaire A;B1 + A3Bs + A3Bs = (§9) a comme unique solution A; = Ay =
)\3 =0.

Exercice 3.43 CC Novembre 2012

Soit
1 0 11 0 1 0 0
i L I B Fi RS R B

une famille d'éléments de l'espace vectoriel E = { M € M»(R) | M=M"}
1. Montrer que F est génératrice de E, i.e. E = Vect(F);

2. montrer que F n'est pas libre;

3. extraire de F une base de E.

CorrecTioN.  On remarque que

E{(“ ﬂ mhceR}
b ¢
et B, € E pour tout i =1,2,3,4.

1. La famille F est génératrice de E si E = Vect(F), i.e. s'il existe Ay, A9, A3 et Ay € R tels que

(Z /Z) = MBy + AoBa + A3B3 + A4By, Ya,b,ceR

i.e. st et seulement si, pour tout a, b, c € R, le systeme linéaire suivant admet (au moins) une solution

A+ A =a,
Ay + A3 =D,
Ay + A3 = b,
A3+ Ay = cC.
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La matrice augmentée associée a ce systeme est

1 1 0 O0|a
011 0]|hb
[ABI=1 6 1 1 olb
001 1]|c

Comme la seconde et la troisieme ligne sont égales alors rg(A) et rg([A|b]) sont < 4. Puisque ‘é % (ﬂ # 0, alors
rg(A) = rg([A|b]) = 3 : le systéme admet une solution (non unique car le rang n'est pas maximal).
2. F n'est pas libre car IB4 =B, — By + B3
3. On en extrait par exemple la famille B = { By, B2, B; } qui est une base de E car
(i) B; € E pour tout i =1,2,3,
(it) card(B) = dim(E),
(ii) B est libre car la combinaison linéaire A;By + AsBy + AsBs = (§§) a comme unique solution Ay = Ay =
A3 =0.

Exercice 3.44 Changement de base

Soit
go(x) =14 x4+ x* 4+ x3,
q1(x) = x + x> + x5,
42() = x> 4 ¥,
qs(x) = x°,

quatre polyndmes de Rj[x].
1. Démontrer que l'ensemble { go, g1, g2, g3 } est une base de R3[x] qu’on notera B.

2. Notons C la base canonique de Rs[x]. Déterminer Pp_¢ puis Pe_p.

3. Exprimer le polynéme a + bx + cx? + dx® dans la base B.

CORRECTION.

1. Pour montrer que U'ensemble { go, g1, g2, g3} est une base de Rs[x] il faut montrer qu'il s'agit d'une famille
libre : on dit qu'une famille F = { up, ..., up } est libre lorsque

ZCI,"LI[:OE — CI,:OVL
Ici

n

Za,—-u[:OE < a9gqo+ ai1q1 + azqs + asqs =0

i=0
ag =0,
2 3 ap =0,
< ao+ (ao+a))x+ (ag+ar+a2)x”+ (ap+a1+as+az)x’ =0 < 0
as =U,
a3 = O,

donc la famille est libre. Comme cardinal(Vect { go, g1, g2, g3 }) = 4 et que dim(Ry[x]) = 4, alors { g0, g1, g2, g3 }
est une base de R3[x].

2. C={co(x) =1,ci1(x) = x, ca(x) = x% x3(x) = x* } la base canonique de Rs[x]. Par définition la matrice Pc_g
est telle que sa j-éme colonne est constituée des coordonnées de g; dans la base C :

go(x) =1-co(x)+1-c1(x)+1-ca(x)+1-c3(x),
gi1(x) =0-co(x)+1-c1(x)+1-calx)+1-c3(x),
g20x) =0-co(x) +0-c1(x) +1-ca(x) +1-c3(x),
g3(x) =0-co(x) +0-c1(x) +0-ca(x) +1-c3(x),
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donc
1 0 0 O
1 1 0 O
Pess =111 1 ¢
1 1 1 1

et Pg_c = (Pcop)~!; pour inverser la matrice on peut utiliser la méthode de Gauss

L 00 0[1 000\ kbt /10001 000\

[IP’ “H: 11 0 0[]0 1 0 O Lyely—L; 01 0 0|—-1 1 0 O Lyely—Ls
C=BIM 1 1 10/0 010 1 o1 1 0/=1 010 ’
111 1/00 0 1 01 1 1]-1 001
10001 0 00 10001 0 0 0
01 00[-1 1 00 | t4yetuts | 01 0 0|=1 1 0 0 — [LlPsod]
0010[/0 —-110 1l oo 10/0 -1 1 0 4 B-C

00110 -1 01 00010 0 —-11

ou résoudre directement le systéme linéaire (ici c'est trés facile car il s'agit d'un systéme triangulaire) :

go =c¢Co+ 1+ c2+cs, Cco =4dqo—(d1,
g1 =c1+ C2+cs, — 1 =(g1—(qz2,
g2 = C2+cCs3, C2 = (2—(s,
gz = C3, 3 = (s,
ainsi
1 0 0 0
1 1 0 0
Pooe=10o 1 1 o
0 0 -1 1
Cela signifie que
co(x) =1-qo(x) =1-q1(x) +0-g2(x) +0- g3(x),
c1(x) =0-qo(x) +1-q1(x) —1-g2(x) +0-qs(x),
c2(x) =0-qo(x) +0-q1(x) +1-g2(x) —1-gs(x),
c3(x) =0-qo(x) +0-q1(x) +0-g2(x) + 1+ g3(x).

1 0 0 0 a a

-1 1 0 0 bl |b—-a
0 -1 1 0 c| |c—b
0 0o -1 1 d d—c

Exercice 3.45 Rang d'une famille de vecteurs

Dans R3, déterminer le rang de la famille

E={u1=(1,2,3),uz=(2,-1,1),u3=(1,0,1),uy = (0,1,1) } .

CorrecTioN.  Notons F = Vect(€) le sous-espace vectoriel engendré par la famille €.

> Comme card(£) =4 alors rg(€) = dim(F) < 4.

> Comme F est un sous-espace vectoriel de R?, dim(F) < dim(R3) = 3 ainsi rg(€) = dim(F) < 3.

> Comme u; et uy sont linéairement indépendants, alors dim(Vect { uy, uz }) = 2 et comme Vect { uj,us } C F, on
obtient rg(€) = dim(F) > 2.
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> Etudions maintenant la famille {ui,ug,uz} C € : st elle est libre, comme dim(Vect { uy,uz,u3 }) = 3 alors
rg(€) = 3; st elle est liée on ne peut pas conclure. On étudiera alors la famille { uy,uz,uy } C € : st elle est libre,
comme dim(Vect { uy, uz,uy }) = 3 alors rg(€) = 3; st elle est liée rg(€) = 2.
Comme 5us = u; + 2ug, la famille { uy, us, us } est liée.
Comme 5uy = 2u; — ug, la famille { uy, us, uy } est liée.

On conclut que rg(€) = 2.

Exercice 3.46

On pose u; = (3,4,2), uz = (0,1,—1), vi = (=1,2,1) et vo = (—4,2,0). Déterminer les vecteurs appartenant a
U'intersection Vect { uy, us } N Vect { vi,vs }.

CorrecTioN.  Un vecteur w de l'intersection s'écrit a la fois auy 4 buy et cvy + dvs, ce qui donne le systeme

30 = —c—4d, 3ad+c+4d =0,
4a+ b =2c+ 2d, S da+b—-2c—2d =0, — d=3k, c=—6k, b=2«k, a=-—2«k.
20— b=c 20—b—c=0

Par conséquent Vect { uy,us } NVect {vi,va } = { —2ku; +2kuz [k eR} = {2k - (=3, -4+ 1,-2—-1) |k eR} =
{2k (=3,-3,-3) |k € R} = Vect { (1,1,1) }.

Exercice 3.47 DM novembre 2013

Considérons l'espace vectoriel R3[x] des polyndmes de dégrée au plus 3 a coefficients réels. Considérons le
sous-ensemble de R3[x] défint par

E:{(a—b)+bx+4cxz—cx3|a,b,CER}.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3[x].
Donner une base £ de E.

Est-ce que E = R3[x]|? Justifier la réponse.

Calculer coord(p, £) ol p(x) = 2 — x + 4x% — x3.
Compléter la famille £ pour obtenir une base B de Rs[x].

Soit C la base canonique de Rj3[x]. Ecrire les matrices de changement de base P¢_,5 et Pg_,c.

N o o s w N =

Calculer coord(p, B) et coord(p,C). Quel lien existe-t-il avec les matrices Pe_,5 et Pp_¢?

CORRECTION.

1. E est un sous-espace vectoriel de R3[x] car

E={(a=b)+bx+4cx>—cx’|a,b,ceR}={a+b(-1+x)+c(x>—x*) | a,b,ceR}
:Vect{ 1,x—1,4x% = x° }
2. Les trois polyndmes gi(x) =1, g2(x) = x — 1 et g3(x) = 4x% — x3
vérifie s'il s'agit d'une famille libre :

constituent une famille génératrice de E. On

a1g1(x) + a2g2(x) + a3g3(x) =0Vx ER = a; +aa(—=1+x) +a3(4x> —x3)=0Vx R

— (a1 —ay) +asx +4asx* —azx* =0Vx eR

(a1 —ay =0,

az =0,
—"20

46[3 :0,

| —a3 =0,

ay =0,
& a9 =0,

as =0,

donc la famille est libre et est une base de E qu'on note &.
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3. Comme card(€) = 3, alors dim(E) = 3 < dim(R3[x]) donc E # Ra[x].

4. On cherche (ay, as, ag) = coord(p, ), cest-a-dire l'unique triplet (ay, a2, a3) tel que ai1g1(x) + a2g2(x) +
a3g3(x) =2 — x + 4x% — x3 pour tout x € R. On a

a1g1(x) + a2g2(x) + a3gz(x) =2 — x +4x* = x* Vx € R
= oy Fay(—1+x)+ o34 =x3)=2—x+4x* —x} VxR
& (a1 —ag) +aox +4asx® —a3x® =2 —x +4x* —x* Yx € R

ay — day = 2,

ap =1,
ay = —1,
S S as = —1,
403 = 4,
as = 1.
—dad3 = -1,

On conclut que coord(p, &) = (1, —1,1).

5. Les trois polyndmes gi(x) = 1, ga(x) = x — 1, g3(x) = 4x® — x3 et g4(x) = x> constituent une famille de
cardinalité égale a la dimension de l'espace vectoriel R3[x]. On vérifie s'il s'agit d'une famille libre :

3

a1g1(x) + a2ga(x) + a3g3(x) + a4g4(x) =0Vx ER = a; + aa(—1+x) +az(4x? —x*) +ax®* =0Vx €R
& (a1 — ay) + aex +4asx® + (ag —a3)x> =0 Vx € R

'Cll — a9 = 0,

az =0,
— A

4(‘13 = 0,

L a4 — a3 =0,

(a1 =0,

as =0,
— A

az =0,

Las =0,

donc la famille est libre et est une base de R3[x] qu'on note B.

6. La base canonique de R3[x] est la famille C = { co(x) =1, c1(x) = x, c2(x) = x2, c3(x) = x* }. Pour écrire Pa_c
la matrice de passage de la base I3 dans la base canonique C, on écrit d'abord P¢_,5 la matrice de passage de
la base C dans la base B et on calcule son inverse :

1 =1 0 0
0 1 0 0
Pess=10 0 4 o
0 0 -1 1
et IPB_,C:]P’E_l)Bi
1 -1 0 0[L 000\ _ 100 0[/1 1 0 0
(]P’|]I)—01000100 Lielitlaa [ 01 0 0[0 1 0 0
CBEY=1 0 0 4 0/0 0 1 0 "l o0 4 0/00 1 0
0 0 —1 1/0 0 0 1 000 1[0 0 1/4 1
1 00011 0 0
stz [ 01 0 0/0 1 0 0 |
oo 1 0/0 0 1/4 0 = (La|Ps—c)
00 0 1[0 0 1/4 1
En effet, on a
g1(x) = co(x), [(co(x) = g1(x),
ga2(x) = c1(x) — co(x), - Jal) =g1(x) + g2(x),
gs(x) = 4c2(x) — c3(x), c2(x) = g3(x)/4 + ga(x)/4,
ga(x) = c3(x), Lc3(x) = ga(x).
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7. coord(p,B) = (1,—1,1,0) et coord(p,C) = (2,—1,4,—1) et lon a

1 11 0 0 2
, -1 01 0 of[-1
coord(p, B) = Ps_ccoord(p,C) ie. 1710 o0 14 of| 4]
0 0 0 1/4 1) \-1
2 1 -1 0 0 1
, —1 01 0 off-1
coord(p, C) = P¢_5 coord(p, B) ie. 41710 0 4 0 1)
1 0 0 -1 1 0

Exercice 3.48 CT janvier 2014

Soit R3[t] lespace des polynémes de degré au plus 3 et considérons l'ensemble
V={p R[] | p(0) +p(2) = 0, p(1) = 3p(~1)}.

1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de R3[t].
2. Déterminer une base et la dimension de V.

3. Montrer que le polynéme p(t) = 2+ 2t — t3 est dans V et trouver les composantes de p dans la base de V
calculée auparavant.

CORRECTION.

1. On montre que V = Vect { e, ..., ep } oliey,...,e, sont des éléments de R3[t]. En effet

V={peRst][p(0) +p(2) =0, p(1) = 3p(=1) }
={a+bt+ct?+dt* €Rst] |20 +2b+4c+8d=0eta+b+c+d=3a—3b+3c—3d}

1
:{(_ZC—QCI)+(—3C—2d)t+ct2+dt3 c,c/eR}
5 1 2 3
={|-3—3t+t c+(—2-2t+¢t*)d|c,dEeR

=

1 f
—Vect{ql(t) :—§—§t+t2;q2(t) ——2—2t+t3}.

Par conséquent V est un sous-espace vectoriel de Rs[t].

2. La famille V = { g1, g2 } est génératrice de l'espace vectoriel V. De plus,
aqi + Bqz2 = Or,[y == aqi1(t) + Bga2(t) =0Vt € R —~ a=B=0

donc elle est aussi libre donc elle est une base de V et dim(V) = 2.

3.Sip(t)=2+4+2t—t>onap(0)+p(2) = (2) + (2+4—-8) =0et p(1) =3p(-1) = (24+2—-1) =3(2—-2+1) =0
donc p € V et coord(p,V) = (0, —1).

Exercice 3.49 CT Janvier 2012
Soit
> V =Ry[t] lespace des polyndmes p(t) de degré au plus 4,
> W={peV[pl)=0}
> U=Vect {1+t =3 t4+ 32 14+ t4 2}
1. Déterminer une base de W,

2. déterminer une base de U et un supplémentaire de U dans V,

3. trouver une base de UN W.

4. Est-il vrai que U+ W = V' ? Justifier la réponse.
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CorrecTION. Rappelons tout d'abord que dim(V) = 5.

1. On a
W={peV]|pl)=0}
:{p —Clo+c11t+agt2+agt3+a4t4|a ERp —0}
={pt)=a1(t—=1)+ax(t* = 1)+ a3(t’ = 1) + as(t* = 1) | a; R }
=Vect {wi(t) =t—1,wa(t) =t —Lws(t) =t — 1, wy(t) = t*" —1}.
Puisque

awi (t) + Bwa(t) + yws(t) + dwy(t) =0 &= (—a—B—-y—0)tat+BtP+yt?+5t'=0
—a—B—-y—-0=0,

a=0,
= B =0,
y =0,
0=0,

la famille { wy(t), wa(t), ws(t), wa(t) } est libre; puisqu’elle est génératrice de W, elle constitue une base de W
et dim(W) = 4.

2. Lafamille { uy(t) =142 — t3, us(t) = t + 3, us(t) = t2, us(t) = 1 + t + t? } n'est pas libre car uy (t)+uz(t) =
uy(t). Considérons alors la famille { uy(t), ua(t), us(t) }; elle est une famille génératrice de U et pour qu'elle
en soit une bhase il faut vérifier si elle est libre :

a=20,
aui(t) + Bua(t) + yuz(t) = 0 & oa+Bt+(a+ P+ (—a+p)tP =0 B =0,
y =0.

On conclut que la famille { u1(t) =1+ t2 — t3, ua(t) = t + t3, uz(t) = t? } constitue une base de U et dim(U) =
3.

La base canonique de V est { vo(t) =1, vi(t) = t,va(t) = t2, v3(t) = t3, vy(t) = t* } et lon a

ur(t) = vo(t) + va(t) — vs(t), vo(t) = vi(t) + ui(t) — ua(t) — us(t),
us(t) = vi(t) — vs(t), = {1 w(t) = us(t),
us(t) = wa(t), va(t) = vo(t) + us(t) — uq(t),

donc une autre base de V est la famille { vo(t), va(t), u1(t), ua(t), us(t) }. On peut alors conclure qu'une base
d'un supplémentaire de U dans V est lensemble { vy(t), v4(t) }.

3. Ona

unw

{u(t) = aui(t) + Bua(t) + yus(t) | u(1)=0,(a,By) ER* }
{uty=a+Bt+ (a+y)t*+(—a+B)t* | u(l) =0,(a,B,y) €R® }
{u(t)=a+Bt+2Bt" + (—a+B)t* | (a,B) eR* }
Vct{t—t3t+2t2+t3}

Comme la famille { t—t3, t+2t2 + 2 } est libre, elle constitue une base de UN W et dim(UN W) = 2.

4. Il est vrai que U+ W =V car U+ W est un sous-espace vectoriel de V et dim(U+ W) = dim(U) + dim(W) —
dim(UNW)=3+4—-2=5.

Exercice 3.50 CC Novembre 2012

Montrer que les matrices

>
Il
—
[
o
&
Il

(s 4) e= (7 %)
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forment un base de lUespace vectoriel M des matrices symétriques d’ordre 2. Décomposer sur cette base la matrice

(1)

CoRRECTION.  La famille F = { A, B, C } est une base de l'espace vectoriel

M={MeMyR) | M=M"}={(g")]|abceR}
car

) A,B,C e M,
(it) card(F) = dim(M),
(ii)) F est libre car la combinaison linéaire A1 A 4+ AsB + A3C = (8 8) a comme unique solution A} = Ay = A3 =0

1 —2 1 3 -1 1 . 0 0 A+ Ay — A3 —2A1 + 3A9 + A3 o 0 0
A1(—2 1)“2(3 6)“3(1 —3)_(0 o) = (—2A1+3)\2+A3 )\1+6)\2—3A3)_(0 0)

M+ A= A3 =0, 1 1 —1 0
A 1 1 -1 Ay 0
—2A1 + 349 + A3 =0, -2 3 3 0
= = Ay | = — | -2 3 3 Al =10
—2A1 +3A2+ A3 =0, -2 3 3 A3 0 1 6 —3 A3 0
A+ 6Ay — 343 =0, 16 -3 0
1 1 -1 A 0 1 1 -1 AL 0 A 0
~— |0 5 1 A | =10] < |0 5 1 M|l =10 < |A]=10
0 5 —2 A3 0 0 0 -3 A3 0 A3 0

On cherche maintenant coord(G, F) les coordonnées de la matrice G dans la base F, i.e. les uniques Ay, A2, A3 € R
tels que A+ AB+A3C =G

1 -2 1 3 -1 1) 6 M+Aa—As  —2X +3X+43) (5 6
Al(—z 1)+’\2(3 6)+A3(1 —3)_(6 7) = (—2A1+3A2+/\3 M+60—32 | \6 7
MA+Ady— A3 =5, _ .
B Lo =1y i 1 1 -1\ /A 5
—2A + 3y + A3 =6, -2 3 3 6
= = Ay | = — (-2 3 3 Ay | = |6
—2X1 + 3y 4+ A3 =6, -2 3 3 6 _
e )\ . 1 6 -3/ \xs 7
A +6hy— 33 =7, -
11 -1\ /A 5 11 -1\ /A 5 A 375
e (05 1| |xn]|=(16] < (05 1]|[x]|=]16]| < [ix]|=/345]=coordG,F).
0 5 =2 )\3 2 0 0 -3 )\3 —14 )\3 14/3

Exercice 3.51 CC Novembre 2012

Soit W le sous-espace vectoriel de R® défini par
W:{(X,g,z,t,u) c R? i g:u:z—i—t—?x:O}.
Soit ensuite V' l'ensemble
V = { (a+d,0,a+b,a—b,c+d) eR’ | a,b,c,deR}.

1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de R®.

2. Calculer la dimension et donner une base des espaces vectoriels suivants :

v, W, V+W, vnWw.
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CORRECTION.
1. On montre que V = Vect { e, ....ep } oli ey,...,e, sont des éléments de R®. En effet

V={(a+d0,a+ba—bc+d) eR’|abcdeR}
={a(1,0,1,1,0)+ b(0,0,1,—1,0) + ¢(0,0,0,0,1) + d(1,0,0,0,1) | a,b,c,d € R }
= Veet ({ (1,0,1,1,0),(0,0,1,—1,0),(0,0,0,0,1), (1,0,0,0,1) })

2. La famille V = { (1,0,1,1,0),(0,0,1,—1,0),(0,0,0,0,1),(1,0,0,0,1) } est génératrice de V. De plus

a(1,0,1,1,0) 4+ b(0,0,1,—1,0) + ¢(0,0,0,0,1) + d(1,0,0,0,1) = (0,0,0,0,0)

a+d=0,
0=0,
< <qa+b=0, <~ a=b=c=d=0
a—b=0,
c+d=0,

donc la famille V est une base de V et dim(V) = card(V) = 4.

On cherche une famille W génératrice de W :

W={(xyztu) eR? { y=u=z+t—2x=0}.
={(x,0,z,2x—2,0) | x,zeR}.
= Vect ({ (1,0,0,2,0),(0,0,1,-1,0) })

donc la famille W = {(1,0,0,2,0),(0,0,1,—1,0) } est génératrice de W. De plus

a=0,
0=0,
a(1,0,0,2,0)+ b(0,0,1,-1,0) = (0,0,0,0,0) < 1 b=0, < a=b=0
2a — b =0,
0=0

donc la famille W est une base de W et dim(W) = card(W) = 2.

On appelle soMMmE de V et W l'ensemble des vecteurs de R® qui peuvent s'écrire comme somme d'un
vecteur de V' et d'un vecteur de W :

ue V+W — dveV, weW, u=v+w

La somme de deux sous espaces vectoriels de R® est un sous espace vectoriel de R®.
Une famille génératrice de V + W est donc la famille

S=VUuw=1{(1,0,1,1,0),(0,0,1,—-1,0),(0,0,0,0,1), (1,0,0,0,1), (1,0,0,2,0) }

Comme (1,0,1,1,0) — (0,0,1,—1,0) = (1,0,0,2,0), la famille S n'est pas libre. La famille V = S\
{(1,0,0,2,0) } est alors encore génératrice de V + W et on a déja prouvé qu'elle est libre, donc elle
constitue une base de V + W. De plus, dim(V + W) = card(V) = 4, autrement dit V+ W = V.

La formule de GRrAssmANN lie la dimension de la somme de deux sous espaces vectoriels a celle de

l'intersection :
dim(V + W) = dim(V) + dim(W) — dim(V n W).

Donc 4 =442 —dim(V N W), doli dim(V N W) = 2. En effet, comme V+ W =V, alors VUW = W : une
base de VN W est W.
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Exercice 3.52 CC novembre 2013

Considérons les deux sous-espaces vectoriels de R* :

o) sfferes) ol

1. Déterminer une base et la dimension de U.

)ER4

x+y=0, z:2x}.

SNGE x

2. Déterminer une base et la dimension de V.

3. Déterminer une base et la dimension de UN V.

4. Déterminer une base et la dimension de U + V.

CORRECTION.

0 0
1. Lespace vectoriel U est engendré par la famille U = { ( ! ) , ( i ) } On a
0 1

0 0 0 0 0
(1)1} ) = ()= (5) = o-o-
0 1 0 b 0

donc la famille U est libre. Par conséquent U est une base de U et dim(U) = card(U) = 2.

2. Ona
{(g) x+y=0 z=2
w
L
2
0

L)

donc l'espace vectoriel V est engendré par la famille V =

=
——

I
—t—
sPIx
~

x,weR

1 0
(‘21), 8)}.Ona
0 1
1 0 0 a 0
(3 ol)- (1) = (3)-[f) = oo
0 1 0 b 0

donc la famille V est libre. Par conséquent V est une base de V et dim(V) = card(V) = 2.

w

3. Si (g) e UNnV alors

el &= x=0, z=y

SNE xS NG X

eV & y=-—x, z=2x

o= [(§)examemof e {{[1)])

0
L'espace vectoriel UNV est engendré par la famille B = { ( 9 ) } qui est libre. Par conséquent B est une base
1
de UNV et dim(UN V) = card(B) = 1.

4. On déduit la dimension de la somme grace a la formule de GRASSMANN :

donc
e R*

dim(U + V) = dim(U) + dim(V) —dim(UN V) =2+2—-1=3.

Une famille génératrice de U + V est donnée par la réunion d’'une famille génératrice de U et d'une famille
génératrice de V, donc par exemple par la famille

s (1) (1A (2)- (1 -L0)-(-13)}

Comme card(S) = dim(U + V), la famille S est une base de l'espace vectoriel U + V.
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Exercice 3.53 CT Janvier 2013

Considérons les deux sous-espace vectoriel de R? définis par
U={(xyz)eR®|x—2y+2z=0}, V = Vect({ (1,0,1),(1,2,1),(1,0,1) }).

1. Calculer la dimension et donner une base de l'espace vectoriel U.
2. Calculer la dimension et donner une base de l'espace vectoriel V.

3. Calculer la dimension et donner une base de l'espace vectoriel U + V.

4. Calculer la dimension et donner une base de l'espace vectoriel UN V.

CORRECTION.

1. dim(U) = 2 et une base de U et la famille i/ = {(2,1,0),(—1,0,1) } car
U={Qy—-zy2z)|yzeR}={y(2,1,0)+2(-1,0,1) |y,ze R} =Vect ({ (2,1,0),(—1,0,1) })

et

2. dim(V) = 2 et une base de V et la famille V = { (1,0,1),(1,2,1) } car
V = Vect({(1,0,1),(1,2,1),(1,0,1) }) = Vect({ (1,0,1),(1,2,1) })
et

=2

— N =

1
rg | 0
1
3. On appelle soMmE de U et V l'ensemble des vecteurs de R? qui peuvent s'écrire comme somme d'un vecteur de
U et d'un vecteur de V :
welU+V = Jue U, veV, w=u+v

La somme de deux sous espaces vectoriels de R? est un sous espace vectoriel de R?.
Une famille génératrice de U + V est donc la famille

S=Uuv=1{(21,0),(-1,01),(1,01),(1,21)}

Comme card(S) > 3, la famille S n'est pas libre. En effet, (1,2,1) =2(2,1,0) +2(—1,0,1) — (1,0, 1). La famille

W=8\{(1,2,1) } est alors encore génératrice de U + V. De plus, elle est libre car
2 -1 1 2 -1 1
det |1 0 0] =2 ie rg|(l 0 0] =3
0 1 1 0 1 1

donc elle constitue une base de U + V. De plus, dim(U + V) = card(W) = 3, autrement dit U + V = R3.

4. La formule de GrRAssSMANN lie la dimension de la somme de deux sous espaces vectoriels a celle de l'intersection :
dim(U N V) = dim(U) + dim(V) — dim(U + V).
Donc dim(UN V) =2+2—-3=1. De plus,

w=(w;,wy,w3) €U < w; =2wp —w,
{ ( 3) 3 doncw = (wy,wa,w3) €UNV <<= w; =ws =wy,

w=(w,wo,w3) €V &< w; =ws

ainst UNV =Vect { (1,1,1) }.
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Exercice 3.54 CT janvier 2014

Considérons les deux sous-espace vectoriel de R? définis par
U={(xyz)eR®|x+2z=0}, V = Vect({ (1,—1,0);(1,1,-1) }).

1. Calculer la dimension et donner une base de l'espace vectoriel U.
2. Calculer la dimension et donner une base de l'espace vectoriel V.

3. Calculer la dimension et donner une base de l'espace vectoriel U + V.

4. Calculer la dimension et donner une base de l'espace vectoriel UN V.

CORRECTION.
1. dim(U) = 2 et une base de U et la famille i/ = { (1,0, —-1),(0,1,0) } car

U={(x,y—x)|x,yeR}={x(1,0,-1)+y(0,1,0) | x,y € R} = Vect ({ (1,0,—1);(0,1,0) })

et
a(1,0,—1)+ B(0,1,0) = (0,0, 0) - a=pB=0.

2. dim(V) =2 et une base de V et la famille V = { (1,-1,0);(1,1,-1) } car
a(1,-1,0) + B(1,1,—1) = (0,0,0) — a=B=0.

3. On appelle soMmE de U et V l'ensemble des vecteurs de R? qui peuvent s'écrire comme somme d'un vecteur de
U et d'un vecteur de V :

welU+V = JueUetve Vtelsquew=u-+v

La somme de deux sous espaces vectoriels de R? est un sous espace vectoriel de R3.
Une famille génératrice de U + V est donc la famille

S=UuUV=1{(1,0,-1),(0,1,0),(1,—1,0),(1,1,—-1) }

Comme card(S) > 3, la famille S n'est pas libre. En effet, (1,1,—-1) = (1,0,—1) 4+ (0,1,0). La famille W =
S\ {(1,1,—1) } est alors encore génératrice de U+ V. De plus, elle est libre car

a(1,0,—1) + B(0,1,0) + y(1,—1,0) = (0,0,0) = a=B=y=0

donc elle constitue une base de U + V. De plus, dim(U + V) = card(W) = 3, autrement dit U + V = R3.

4. La formule de GrRAsSMANN lie la dimension de la somme de deux sous espaces vectoriels a celle de l'intersection :
dim(U N V) = dim(U) + dim(V) — dim(U + V).

Donc dim(UN V) =2+2—3 = 1. De plus,’

doncw = (wy,we, w3) € UNV = w; = —ws = —wy—2ws,

w=(w;,we,w3) €U &< w; =—ws
W:(Wl,WQ,Wg)E V <— w; = —wy —2w;3

ainst UNV =Vect { (1,3,-1) }.

Exercice 3.55 CC Novembre 2012

Soit V' le sous-espace vectoriel de R* donné par
V={(xy,zt) ER4|X—2y+z:0,y—2t:0}.

1. Déterminer une base de V.

wi=a+p
1. w=(wi,we,w3) €V < Ja,B €R tels que {WQZ—Q-FB < Ja € R tel que {Wl_a_W?’ = Wi+ wo = —2ws
Wy = —a — w3
wg = —f
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2. Déterminer une base du supplémentaire de V dans R*.

3. Calculer les composantes du vecteur u = (0,1, 1,0) dans la base du supplémentaire de V calculée au point
précédent.

CORRECTION.

1. On cherche d'abord une famille génératrice de V' :

V={(xyzt)eR'|[x—2y+2z=0,y—2t=0}
={(x,2t,4t—x,t) | x,t eR }
={x(1,0,—-1,0) + t(0,2,4,1) | x, t e R }
= Vect({ (1,0,—1,0),(0,2,4,1) })

La famille V = {v; =(1,0,-1,0),v2 = (0,2,4,1) } est génératrice de V. De plus

x =0,
2t =0,
x(1,0,—1,0)+ t(0,2,4,1) = (0,0,0,0) < — x=t=0,
4t — x =0,
t=0,

la famille V est donc libre et constitue une base de l'espace vectoriel V.
2. La base canonique de R* est { e; = (1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1) } et l'on a

V] = e} —es, e; =vy +es,
=
vy = 2ey +4es + ey, ey = vy — 2ep — 4egs,

donc une autre base de R* est la famille { v, vo, €2, e3 }. On peut alors conclure qu’une base d’'un supplémentaire
de V dans R* est la famille S = { ey, e3 }.

3. Les composantes coord(u,S) du vecteur u = (0,1, 1,0) dans la base du supplémentaire de V calculée au point
précédent sont (0,1,1,0).

Exercice 3.56 CT Janvier 2013

Soit V le sous-espace vectoriel de R* donné par
V={(xyzt)eR | x—y+22-2t=0,3x—y+2z=0}.

1. Déterminer une base de V.

2. Compléter cette base de V en un base de R* On appellera cette base B;.

3. Ecrire la matrice de passage de la base B, dans la base canonique de R*.

CORRECTION.

1. On cherche d'abord une famille génératrice de V :

V={(xyzt)eR | x—y+22-2t=03x—y+2z=0}
={(x,3x+2z,z,—x) | x,z€ R}
={x(1,3,0,—-1)+2(0,2,1,0) | x,ze R }
= Vect({ (1,3,0,—1),(0,2,1,0) }).

La famille V = {v; =(1,3,0,—1),vo = (0,2,1,0) } est génératrice de V. De plus

rg

S W =
O =N O

—1

la famille V est donc libre et constitue une base de l'espace vectoriel V.

88 © G. FACCANONI



Lundi 20 janvier 2014 3 Espaces vectoriels

2. La famille By = {v1,v2,e1 = (1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0) } est une base de R* car elle a cardinalité 4 et de plus

1 0 1 0 3 9 1 1 0 1 0
3 201 0 1 . 3 201

det 0o 10 0|7 det _01 (1) 8 = det (_1 0) +0, iLe rg 0o 10 0l 4
-1 0 0 0 -1 0 0 0

donc elle est libre.

3. La base canonique de R* estC = { e; = (1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1) }. Pour écrire
P, ¢ la matrice de passage de la base B, dans la base canonique de R*, on écrit d’abord P¢_5, la matrice de
passage de la base C dans la base B; et on calcul son inverse :

1 010
3 2 0 1
Pess =109 1 0 0
1.0 0 0
et Pg,c = Pc_i& :
1 010|100 0
3 2010100
Pe-mll) =1 o5 1 09 0lo 0 1 0
100 00 0 0 1
?i?—:ﬂl 1] 0o 1 0|1 000
Lot [ [0l 2 =3 1]-3 1 0 0
m e
0] 1 0 oflo0o 0 1 0
0] o 1 0|1 001
beb, 1 [o] 1 0 1 0 0 0
coptEP o —3/2 12 | =32 12 0 0
0 [0] 32 -1/2] 32 -12 1 0
o0 1 0 1 0 0 1
g;:;ﬁ?“ 1 ofo] 130 13 —23 0
Bols [ o1 o] o o o 1 0
_—
0 0 ~1/3|1 =1/3 2/3 0
00 [0] 13]0 13 —2/3 1
popthe 100 f0]loo o -1
Laelz—Lo)2
5t 010 1(0/[0o0 1 — (LiPe o)
001010 o0 e
00 0 01 -2 3
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Applications linéaires

Rappels : relation, fonction, application

Déﬁnition

Soient E et F deux ensembles.

> Le PRODUIT CARTESIEN E x F est U'ensemble des couples (x, y) ol x est un élément de E et y un élément de F.
L'égalité dans E x F est définie par: (x,y) = (¥, ¢y") &= x=x"ety=y"

> Une RELATION BINAIRE (ou correspondance) de E dans (ou vers) F est un triplet R = (E, F, G) ot G une partie
de E x F. Lensemble E est appelé ensemble de départ de R, lensemble F est appelé ensemble d'arrivée de
R. L'ensemble G est appelé graphe de R.
NOTATION. Pour tout (x,y) € E x F, on écrit xRy” et on dit “x est en relation avec y” ssi “(x,y) € G".

> Une FoncTiON f de E dans F est une relation de E dans F vérifiant : pour tout x € E, il existe au plus un
élément y € F satisfaisant xfy.

> Le DOMAINE DE DEFINITION Df d'une fonction f de E dans F est l'ensemble des x € E satisfaisant : il existe un
et un seul y € F tel que xfy.
NOTATION. Pour tout x € Dy, on note f(x) le seul point y € F satistaisant xfy. Donc pour tout (x,y) € Dy x F,
xfy < y = f(x). Si x € Dy alors f(x) est appelé “l'image de x par f” Si y € F alors tout point x € Dy
satisfaisant y = f(x) est appelé “un antécédent de x par f”.

>> Soit f une fonction de E dans F et A une partie de E. L'IMAGE DIRECTE de A par f est la partie de F définie
par f(A):={yeF : IxeAnD;y y=1»F(x)}

> Soit f une fonction de E dans F et B une partie de F. L'IMAGE RECIPROQUE de B par f est la partie de E définie
par f1(B):={x € D : f(x) € B}.
Attention @ ne pas confondre l'image réciproque de B, qui existe toujours, avec l'image de B par =1, qui
n'existe que si f est une bijection. Ici on ne suppose rien sur f.

E F E F

Dy

D> Une appLicaTiON f de E dans F est une fonction de E dans F dont le domaine de définition est égal a E.
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> Une iNnJECTION f de E dans F est une application de E dans F vérifiant
Vix,X) € ExE f(x)=Ffx") = x=x".

Attention & ne pas confondre :
> la définition d’une application qui s‘écrit

VxeE YW eE x=x = f(x)=1(K),
Vxe E VX eE f(x) £ f(x') = x+ X,

> la définition d’application injective qui s'écrit

VxeE W eE x#x = f(x)#(X),
VxeE YW eE fx)=fX)= x=x.

> Une suriecTioN f de E dans F est une application de E dans F vérifiant
YyeF 3IxeE y=f(x).

> Une BIECTION f de E dans F est une application de E dans F qui est injective et surjective.

@ Exemple

1. Elle n'est pas une fonction.
2. Elle est une fonction mais elle n‘est pas une application.
3. Elle est une application nt injective ni surjective.
4. Elle est une application surjective non injective.
5. Elle est une application injective non surjective.
E, F
6. Elle est une bijection.

Astuce Les droites

Soit E et F deux sous-ensembles de R. Alors

> Une relation de E dans F est une fonction si toute droite vertical d'équation x = k € E intersecte le graphe
de f au plus une fois.

> Une fonction f: E — F est une application si toute droite vertical d'équation x = k € E intersecte le graphe
de f une fois et une seule.

> Une application f: E — F est une application injective si toute droite horizontale d'équation y = k € F
intersecte le graphe de f au plus une fois.

> Une application f: E — F est une application surjective si toute droite horizontale d'équation y = k € F
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intersecte le graphe de f au moins une fois.
> Une application f: E — F est une application bijective si toute droite horizontale d'équation y = k € F
intersecte le graphe de f exactement une fois.

Définitions
Déﬁnition Application linéaire
Soit E, F deux espaces vectoriels. Une APPLICATION f: E — F est dite LINEAIRE (ou HOMOMORPHISME) de E vers F si
> f(u+v) =f(u)+ f(v) pour tout u, v € E,
> f(a-u) = a-f(u) pour tout u, a € K,
ou, de maniéere équivalente,
> fla-u+B-v)=ca-f(u)+ B-f(v) pour tout u, v € E et pour tout a, B € K.

2@ Exemple

Soit les applications :
@ f: R3 — R3 définie par f(x,y,
f: R? — R3 définie par f(x,y,z 0,2y —z,0);
f: R? — R3 définie par f(x,y,z X+2y+3,2y—zx+2);
f - (
f

=x+4+2y+3z2,2y—z,x+2);

X, 4

— — — ~—
o~ —~ —

: R? — R? définie par X+2y+3z,2yz, x +z);
: R3 — R définie par f(x,y,z) = x + 2y + 3z;

® f: R — R définie par f(x) = x% + 2x.
On veut trouver celles qui sont linéaires :

X, Y,z

@ ® 0 O

@ f est une application linéaire car pour tout (x,y,z), (x',y’,z’) € R3 et pour tout a, b € Ron a

flax+ bx',ay + by’,az + bz')
= (ax + bx"+2(ay + by') + 3(az+ bZ"),2(ay + by") — (az + bZ'), ax + bx" + (az + bZ"))
=a(x+2y+3z,2y—z,x+2z)+b(X +2¢y +37,2¢y —Z X'+ 2)=af(x,y,z)+ bf(x',y', 2);

@ f est une application linéaire car pour tout (x,y,z), (x',y’,z’) € R? et pour tout a, b € Ron a

f(ax + bx',ay + by',az + bz") = (0,2(ay + by") — (az + bZ'),0)
=a(0,2y —z,0)+ b(0,2y" —Z',0) = af (x,y,z) + bf(X', y', 2');

® f n'est pas une application linéaire car par exemple £(0,0,0) = (3,0,0);
@ f n'est pas une application linéaire car pour (x,y,z) € R3\ {(0,0,0) } et pour ¢ € R\ {0;1} ona

f(ax, ay, az) = (ax + 2ay + 3az,2ayz, ax + az)

i

af(x,y,z) = (ax + 2ay + 3az,2ayz, ax + az);
® f est une application linéaire car pour tout (x,y,z), (x',y’,z’) € R3 et pour tout a, b € R on a

flax+ bx',ay + by’,az + bz')
=ax+ bx"+2(ay + by') + 3(az + bz")
=a(x+2y+32)+b(x'+2y" +32") = af (x,y,z) + bf(X, y', 2');

® f n'est pas une application linéaire car par exemple f(2) =8 # 2f(1) = 3.

Déﬁnition

Soit f: E — F une application linéaire.

> Sif: E — F est bijective, on dit que f est un ISOMORPHISME de E sur F.

> Si F = E, on dit que f: E — E est un ENDOMORPHISME de E.

> Si F =E et f: E — E est bijective, on dit que f est un AUTOMORPHISME de E.
> Si F =R, on dit que f: E — R est une FORME LINEAIRE.

Pour prouver qu’une application f: E — F est linéaire on utilise la définition.

Si f est une application linéaire, pour prouver qu'elle est un isomorphisme il suffit de prouver qu'elle est bijective;
si f est une application linéaire, pour prouver qu'elle est un endomorphisme il suffit de prouver que f(E) C E;
si f est une application linéaire, pour prouver qu'elle est un automorphisme il suffit de prouver qu'elle est bijective
et que f(E) C E.

vV VvV VvV
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2@ Exemple

L'application nulle

f:E—-F

u— 0f

est linéaire. En effet :

> f(u+v) =0r et f(u) + f(v) =0 + 0r = Of pour tout u, v e E£;
> f(a-u)=0feta-f(u)=a 0 =0f pour tout u, & € R.
2@ Exemple
L'application identique
f:E—-E
u—u

est linéaire. En effet :

>
>

flu+v) =u+v="(u)+f(v) pour toutu, v e E;
f(a-u)=a-u=a-f(u) pour tout u, a € R.

C'est d'ailleurs un automorphisme de E.

2@ Exemple

| Les applications linéaires de R dans R sont les applications x — ax (a ne pas confondre avec les applications affines).

2@ Exemple

| Les formes linéaires de R?® dans R sont les applications (x, y,z) — ax + by + cz.

2@ Exemple

| Les changements de base sont des automorphismes.

Déﬁnition

o

94

®

> L'ensemble des applications linéaires de E vers F est noté L
> lensemble des isomorphismes de E sur F est noté Isom(E, F

(E,F) ou Hom(E, F);
).

’

> L'ensemble des endomorphismes de E est noté L(E) ou End(E);
> L'ensemble des automorphismes de E est noté Aut(E).

Propriété

O Soit /: E — F une application linéaire. L'image du vecteur nul est le vecteur nul : f(0g) = Of.

® Soit f: E — F une application linéaire. L'image de lopposé est l'opposé de l'image : f(—u) = —f(u) pour
toutu € E.

® Soit f: E — F une application linéaire. L'image d'une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des
images : (Y}, ogu;) = Y 1, a;f(u;) pour tout uy, uy, ..., u, € E.

® La composée de deux applications linéaires f: E — Fetg: F — G estlinéaire: f € L(E,F)etg € L(F, G)
= gof e L(E, G).

® La somme de deux applications linéaires est linéaire : f € L(E,F)etge L(E,F) = f+g < L(E,F).

® Le produit par un scalaire de deux applications linéaires est linéaire : f € L(E,F) et a € R =
af € L(E, F).

@ Si f est un isomorphisme, alors f~! est un isomorphisme : f € Isom(E, F) = ! € lsom(E, F).

® La composée de deux isomorphismes f: E — F et g: F — G est un isomorphisme : f € Isom(E, F) et

g € lsom(F,G) = gof € lsom(E, G).

© G. FACCANONI



Lundi 20 janvier 2014 4 Applications linéaires

Noyau, image et rang d’une applications linéaire
<= yfe _ege .
Deﬁmtton Noyau, image, rang

> On appelle Novau d'une application linéaire f de E vers F l'ensemble des vecteurs u € E tels que f(u) = Of.
Le noyau est noté ker(f). On a donc

ker(f)={ue E|f(u)=0r}.

La détermination du ker(f) conduit donc naturellement ¢ la résolution d'un systéme linéaire homogéne.
f

> On appelle iMAGE d'une application linéaire f de E vers F l'ensemble des vecteurs v € F tels qu'il existe u € £
vérifiant f(u) = v. L'image est notée im(f). On a donc

im(fy={veF|3ueE, v="»(u)}.

f

> On appelle rANG d'une application linéaire f de E vers F la dimension de l'image de f. On le note rg(f). On a

donc
rg(f) = dim(im(f)).

Proposition
> ker(f) est un sous espace vectoriel de E.
> im(f) est un sous espace vectoriel de F.

o Proposition

> f est injective si et seulement si ker(f) = { O }.

> f est surjective si et seulement si im(f) = F.

> f est bijective st et seulement si ker(f) = { 0 } et im(f) = F.

© G. FACCANONI 95



4 Applications linéaires Lundi 20 janvier 2014

@ Proposition
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E vers F.
O L'image d'une base de E est une famille génératrice de im(F).

® L'image d'une famille génératrice de E est une famille génératrice de F si et seulement si f est surjective.
® L'image d'une famille libre de E est une famille libre de F si et seulement si f est injective.

® L'image d'une base de E est une base de F si et seulement si f est bijective.

® S'il existe un isomorphisme de E vers F alors dim(E) = dim(F).

f! Théoréme du rang ou des dimensions
| dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f)

o4 Proposition
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E vers F.
Si dim(E) = dim(F), il y a équivalence entre :
> f €lsom(E, F),
> ker(f) ={0g},
> im(f) = F, ie. rg(f) = dim(F).
Cas particulier : st E = F, il y a équivalence entre :
> f e Aut(E),
> ker(f) ={0g},
> im(f) = E.

Matrices et applications linéaires

Deﬁmtton Matrice d’une application linéaire

Soit

> E et F deux espaces vectoriels,

> B={ej, es...,e,} une base de E,

> C=1{e}, e, ...,e), } une base de F,

> f: E — F une application linéaire de E dans F.

On appelle matrice de f relativement aux bases B de E et C de F la matrice m x n dont la j-éme colonne est
constituée des coordonnées de f(e;) dans la base C :

aii din
M(f,B,C) = agn dip
am1 Umn

coordonnées de f(e))

On voit tout de suite que la matrice d’une application linéaire ne sera pas la méme suivant l'ordre dans lequel on
prend les vecteurs de B et lordre dans lequel on prend les vecteurs de C.

2@ Exemple
SiB={b; =(1,0,0),by = (0,1,0),bs = (0,0,1) } est la base canonique de R® et siC = {c; = (1,0),cy = (0,1} est la base
canonique de R?, l'application linéaire f: R® — R? définie par f(b;) = 2¢c; —cy, f(by) = 5co, f(b3) = —c; + 3¢y, a pour matrice
2 0 -1
M(f, B,C) (_1 e )
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Deﬁnltlon Image d’'un vecteur par une application linéaire

Soit

> E et F deux espaces vectoriels,

> B=1{ej ey ...,e,} une base de E,
> C={e}, e, ..., e, } une base de F,

> f: E — F une application linéaire de E dans F,

> M(f, B,C) la matrice m x n de f relativement aux bases B de E et C de F.

St u a pour coordonnées coord(u,B) = (uy,us,...,u,) dans la base B alors f(u) a pour coordonnées
coord(f(u),C) = (v4,va,...,Vy) dans la base C avec

n
v = E agju; pour 1 < i< m,
j=1

ce qui peut s'illustrer par

M(f,B,C) € M, coord(u, B) € M, coord(f(u),C) € Mp1
/_/H
aiy Cllj d1np /Ll—l\ C’ll”l+"'+C71]Uj+"'+01nun
@[1 aij CI[} uj =
am1 Umj cee Ump w Umity + -+ dadpjuj+ -+ dpplp

P\ Attention

La matrice associée a une application linéaire n'est pas unique, elle dépends des bases choisies dans les espaces
E et F.

@ Propriété
Soit A une matrice d'ordre m x n, E un espace vectoriel de dimension n, F un espace vectoriel de dimension m.
Quelles que soient les bases choisies dans E et F, le rang de l'application linéaire f: E — F associée a A est
toujours le méme est est égale au rang de la matrice A.

@ Propriété

Soit E et F deux espaces vectoriels, B une base de E, C une base de F, f: E — F une application linéaire de E

dans F. Alors

> f est injective si et seulement si ker(f) = { O } si et seulement si rg(M(f, B,C)) = dim(E),

> f est surjective si et seulement si im(f) = F si et seulement si rg(M(f, B,C)) = dim(F),

> f est bijective si et seulement si ker(f) = {0 } et im(f) = F si et seulement si rg(M(f,B,C)) = dim(E) =
dim(F) si et seulement st det(M(f, B,C)) # 0.

@ Proposition
| Une matrice carrée est inversible si et seulement si c'est la matrice d’'un isomorphisme.

£@ Exemple

La matrice de l'application linéatire nulle

f: E—F

u— 0

est toujours la matrice nulle O, , de M, ,(R)
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@ Exemple

Soient B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 =(0,0,1) } et C = { e}, = (1,0),e, = (0,1) } les bases canoniques de R? et R?
respectivement, et soit f: R3 — R? l'application linéaire telle que

fler) =(1,2), f(ex)=(3,4), f(e3)=(506).

Comme
f(er) = €| +2e,, f(ex)=3e|+4e,, f(e3)=>5e|+6e,,
alors
1 3 5
M(f,B,C) = (2 4 6)'

Siu = xe; + yey + zes € R?, ie. que u a pour coordonnées (x,y,z) dans la base B, alors f(u) a pour coordonnées dans la
base C le vecteur

~

X
M(f,B’,C)Coord(u,B):(1 3 5) y :(X+3U+5z
z

5 4 6 2X+4y+62) = coord(f(u),C).

On a donc f(u) = (x+ 3y + 5z; 2x + 4y + 6z) dans la base C, ce qui confirme le calcul direct f(u) = xf(e;) + yf(ez) + zf(e3).

@ Exemple

On se donne une droite d (ici, d’équation y = —x) et l'application f qui consiste a projeter les points du plan perpendiculai-
rement sur cette droite.

d

f(B)
A
// /’
o .7
B 7
f(A)

98

L'exemple de la projection orthogonale est un endomorphisme, puisque l'on part du plan pour aller dans le plan.
Soit C la base canonique de R?, alors on peut exprimer f comme

f: R? - R?

(5]~ (=)

On résume cette formule sous la forme d'une matrice. Dans le cas présent, la matrice associée a f est la suivante :
1 1
_ [ 2 2
M(f,C) = SRR I
2 2

Cet endomorphisme n'est pas injectif. Il suffit par exemple de regarder les points (1, 1) et (2,2), qui sont tous les deux envoyés
sur (0,0). Il y a moyen de rectifier f pour en faire quelque chose d'injectif. On peut, par exemple, prendre l'axe des x comme
ensemble de départ. Le morphisme g: R — R? ainsi défini est alors bien une application linéaire injective, mais ce n'est plus
un endomorphisme.

L'endomorphisme f n'est pas surjectif : le point (1, 1) n'est image d'aucun autre point. Pour en faire un endomorphisme surjectif,
il suffit de se restreindre a l'arrivée a la droite d. Le morphisme d'espace vectoriel h: R? — d est alors une application linéaire
surjective, mais ce n'est plus un endomorphisme.

Changement de base
Proposition
Soit
> E et F deux espaces vectoriels,
> B et B’ deux bases de E,
> C et ' deux bases de F,
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> f: E — F une application linéaire de E dans F,

alors
M(f,B',C") = Pe_e M(f,B,C)Ps_p.

Les matrices M(f,B,C) et M(f,B,C’) sont dites équivalentes. Elles représentent la méme application linéaire
dans des bases différentes.

Cas particulier : E = F. St un endomorphisme f: E — E a pour matrice M(f, B, B) dans la base B et M(f, ', B')
dans la base B, on a

M(f,B,B) = Pg_sM(f,B,B)Ps5  ouencore  M(f,B,B) = (Ps.p) ' M(f,B,B)Psp.
Les matrices M(f, B, B) et M(f, B, B") sont dites semblables.
2@ Exemple

Dans R? muni de sa base canonique C = { e1, ez }, posons u = (3,1) et v= (5,2). Les vecteurs u et v forment une base B de
R? . Considérons alors l'application linéaire de R? dans lui méme définie par

f(u) =2u, f(v) = —v.

Par rapport a la base B, f a pour matrice la matrice diagonale

o2 %)

Déterminons maintenant la matrice de f par rapport a la base canonique. Comme
|.|:361+GQ, v:5e1+2e2

on a
e, =2u—v, us = —5u + 3v.

On en déduit

f(e1) = f(2u—v) =2f(u) — f(v) =4du+v = (17,6),
f(ez) = f(=bu + 3v) = —=5f(u) + 3f(v) = —10u — 3v = (—45, —16).

La matrice de f par rapport a la base canonique est donc

17 —45
A= (6 —16)'

La matrice de passage de la base canonique C a la base B est la matrice

2 -5
Peg =
=8 (—1 3 )
et la matrice de passage de la base B a la base canonique C est la matrice
3 5
Pl =Pg =
ST

et on a bien
Pz_cDPe_,5 = A.

Equations linéaires
- y e _ege z . . s .
Deﬁmtton Equation linéaire

Une EQUATION LINEAIRE est une équation du type f(x) = b ou
> f est une application linéaire d'un espace vectoriel £ dans un espace vectoriel F,
> b est un vecteur de F appelé second membre de l'équation linéaire,
> l'inconnue x est dans E.
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2@ Exemple

1. Un systeme linéaire de n équations a p inconnues du type

a1iX1 + GiaXg + -+ dipX, = by

G21X1 + O22X2 + -+ + dopX, = bo

Up1X1 + UpoXe + -+ -+ UppXp = bn

oli les données sont les éléments a;; et b; de K et ol Uinconnue est le vecteur (xi,X2,...,x,) de K". L'application
linéaire est
KP — KP
X — Ax
et le second membre est b € K”.
2. Une équation différentielle linéaire du premier ordre du type
a(t)y’ +b(t)y = c(t)

ot les données sont les fonctions a, b et ¢ continues sur un intervalle / et ot l'inconnue est la fonction y. L'application
linéaire est
¢l - €°(I)
yr—ay' + by

et le second membre est ¢ € (/).

ﬁ Proposition Structure de l'ensemble des solutions
Considérons l'équation linéaire f(x) = b et notons . l'ensemble de ses solutions. Notons % l'ensemble des
solutions de l'équation homogéne f(x) = 0. Alors

0O 7, = ker(f) est un sous-espace vectoriel (non vide) de E;

® Si .Y + 0 etsix, €. alors lensemble des solutions est une sous-espace vectoriel de E tel que

y:{X0+Xp|X0€y0}.

On énonce ce résultat en disant que la solution d'une équation linéaire est la somme d’une solution particuliére et
de la solution générale de l'équation homogéne associée.

P e rererersrerere rbrsrersre Astuces 1Brers it rs e rsrs s rs e ks rs s s
Astuce
Si la dimension de ker(f) est connue, on connalt alors, gréce au théoréme du rang, la dimension de im(f). Si
de plus on connait une base {ey,...,e, } de E, on sait que im(f) = Vect{ f(e1),...,f(e,) }. On peut alors en

déduire une base de im(f) par «élimination» des vecteurs qui sont combinaison linéaire des autres vecteurs de
Uensemble { f(ey),...,f(e,) }.

<6 Exemple
Soit f l'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est
2 =2 =2
A=|-1 3 1
-1 -1 1

Pour déterminer ker(f) on résout le systéme homogeéne f((x,y,z)) = (0,0,0) :

2x =2y —2z=0,
—x+3y+z=0, = (x,y,z)=(1,0,1).
—Xx—y+z=0,

D'apreés le théoréme du rang, dim(im(f)) =3 — 1 = 2. La famille

{£(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1) } = { (2, —1,—1), (2,3, —1),(=2,1,1) }

100 © G. FACCANONI



Lundi 20 janvier 2014 4 Applications linéaires

est une famille génératrice de im(f). On sait alors qu'il suffit d'en extraire une famille libre de cardinalité 2 pour obtenir une
base, par exemple la famille { (2, -1,-1),(-2,3,-1) }.

Astuce
Soit B un espace vectoriel de dimension n et B = {by,...,b,} une base de B, W un espace vectoriel de
dimension m et W ={wjy,...,wy, } une base de W.

Soit f une application linéaire de B dans W de matrice A € M,«,(R) relativement aux bases B et W.

Soit u € B et supposons de connaltre les coordonnées de u dans la base B, i.e. qu'on connalt les n coefficients
Bi,..., B tels que u = Z}7=1 B;j - b;.

Pour obtenir les coordonnées de f(u) € W dans la la base W, i.e. les m coefficients ws, ..., wy tels que f(u) =
> I, wi-w;, on peut :

> soit utiliser la relation

w1 B
D =EAL]
Wy Bn
> soit exprimer chacun des vecteurs f(bj-) dans la base W, i.e. trouver les m coefficients nij, ..., Nmj tels que
f(B;) = Y_i_, nij - wi, et on obtient
n n m m n
f(LI) = Z B] . f(bj) = ZB] . Z ’7ij - Wi = Z 17[1'3] ‘Wi
j=1 j=1 i=1 i=1 \ j=1
N——

Wi

ot A = (nij)1<i<m-
1<j<n
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VVVVVVVIVVNDVDVNDINDDD Exercices DIV DIDIDVD

Exercice 41

Soit lapplication

f: R® > R
X X+y+z
yl— | x—y+z
z x+3y+z

Démontrer qu'elle est une application linéaire.
Déterminer une base de son noyau.
Déterminer une base de son image.

Est-elle injective ? Est-elle surjective?

oA W N =

Déterminer sa matrice dans la base canonique de R3.

CORRECTION.

Uy Vi
1. Soitu= | u, | etv=|v, | deux vecteurs de R3 et A €R.
u, v,
Uy + Vy Uy + YV +uy+vy+u;+v, Uy + Uy + Uz Vy + vy + Vv
flu+v)=~flu,+v, | = Uy + Ve — Uy — vy + U, + v, = ux—uy+u, |+ vw—vy+v, | =f(u)+1f(v),
u, + v, Uy + Vx +3uy +3vy +uz+ v, Uy +3uy + u; vy +3vy + v
Auy 4 Auy + Au, Uy + Uy + u,
fA-u)= | Aux—Auy+Au, | =A-| ux—uy+u, | =A-f(u).
Auy 4 3Auy + Au, Uy +3uy + Uz

Ainsi f est un endomorphisme de R3.

2. Recherche d'une base du noyau :

Uy 0 Uy +uy +u; 0 Uy +uy+uz=0
u=|uy | €ker(f) & f(u)=10] < ux—uy+u, | =10 & Jux —uy+u,=0
u, 0 Uy + 3uy + u; 0 ux+3uy+u=0
uy +uy+uz=0 —K
— —2uy =0 < u= 0|, «kxekR.
2uy =0 K
D'ou
—K —1 —1
ker(f) = 0 keER =1k 0 k € R + = Vect 0
K 1 1
—1
Par conséquent Vect 0 est une base de ker(f) et dim(ker(f)) = 1.
1

3. D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(R?), donc dim(im(f)) = 3 —1 = 2. Soit C =
{c1,c2, ¢35} la base canonique de R3, ie.

1 0 0
Ci = 0 , Cy = 1 , C3 = 0
0 0 1
On sait que, pour une application linéaire f: E — F, 'image d’'une base de E est une famille génératrice de
im(f) C F:
1 1 1 1 1
Vect { f(cy), f(ca), f(c3) } = Vect 1, (-1].,11 = Vect 11,[-1
1 3 1 1 3
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Comme la cardinalité de cette famille est égale a la dimension de im(f) on conclut que Vect 1

est une base de im(f).
0
4. Comme ker(f) # 0 , f n'est pas injective.

0
Comme dim(im(f)) # dim(R?), alors im(f) # R3, on en déduit que f n'est pas surjective.

5. Soit { ¢q, 2, c3 } la base canonique de R?, on a
1,C2,C3

1 1 1
f(Cl): 1| =c1+cy+cs, f(CQ): —1] =c¢; — ¢y + 3c3, f(Cg): 1] =c;+c2+cs.
1 3 1

Alors par définition la matrice e f relativement a la base canonique de R? est la matrice 3 x 3

11 1
M(f,c.c)=[1 -1 1
1 3 1

Exercice 4.2

Soit Uapplication

f:R® > R3
X X+ 2y
gy y
z X+ 2z
Démontrer qu’elle est une application linéaire.
Déterminer une base de son noyau.
Déterminer une base de son image.

Est-elle injective ? Est-elle surjective?

oA LN =

Déterminer sa matrice dans la base canonique de R3.

CORRECTION.

Uy Vy
1. Soitu= | u, | etv=|v, | deux vecteurs de R3 et A € R.
u, v,

Uy + Vy Uy + vy +2(uy + vy) Uy +2uy Vi + 2y,
flu+v)=~Fflu,+v, | = uy + vy = uy + vy = f(u) + f(v),
U, + v, Uy +Vy + U, + Vv, Uy + U, Vy + Vs,

Auy +2Auy Uy +2uy
f(A-u) = Auy =A- uy = A-f(u).
AUy + Auy, Uy + uy,

Ainsi f est un endomorphisme de R3.

2. Recherche d’'une base du noyau :

Uy 0 Uy +2uy 0 Ux+2uy =0 0
u=|uy | €ker(f) & fuy=10]| < uy =(0] < uy, =0 < u=|(0
u, 0 U, + u, 0 Uy +u,=0 0

D'oli

Par conséquent dim(ker(f)) = 0.
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3. D'aprés le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(R?), donc dim(im(f)) = 3. De plus, im(f) C R3
donc im(f) = R3. Par conséquent, une base de im(f) est par exemple la base canonique de R3.
0

4. Comme ker(f) = 0 , f est injective.
0

Comme im(f) = R3, on en déduit que f est surjective.
Ainsi f est un automorphisme de R3.

5. Soit C = { c1,¢c2,¢c3 } la base canonique de R?, i.e.

1 0 0
Ci = 0 , Cy = 1], C3 = 0
0 0 1
On a
1 2 0
f(Cl) =|(0) =c1 +c3, f(CQ) = (1] =2c; + 1lcg, f(Cg) =|(0] =cs.
1 0 1

Alors par définition la matrice e f relativement a la base canonique de R? est la matrice 3 x 3

1 2 0
M(f,C,C)=1{0 1 0
1 0 1
Exercice 4.3
Soit Uapplication
f:R*>R
X
y| - x+y+z
z

Démontrer qu’elle est une application linéaire.
Déterminer une base de son noyau.
Déterminer une base de son image.

Est-elle injective ? Est-elle surjective?

A

Déterminer sa matrice relativement aux hases canoniques de R3 et R.

CORRECTION.

Ux Vx
1. Soitu= | u, | etv=[v, | deux vecteurs de R? et A € R.
u, vy
Uy + vy
flutv)=Ffluy+vy | =uc+vwtuy+vy+u,+v,=uc+uy+u,)+ v+ vy +v,)=f(u)+1£(v),
U, + vy

f(A-u) =Aux+Auy +Au, = A- (ux+uy +u,) =A-f(u).

Ainsi f est un application linéaire de R? dans R.

2. Recherche d'une base du noyau :

Uy K1
u=|(uy | €ker(f) &= fuy=0 < u,+tu,+u,=0 < u= K2 . K1, k2 € R
u;, —K1 — K2
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Dot
K1 1 0 1 0
ker(f) = Ko Ky, kKo €R = K1 0 —+ Ko 1 K1, Ko ER = Vect 0 , 1
—Ki — K3 -1 -1 -1 -1
1 0 1 0
De plus les vecteurs [ 0 | et [ 1 | ne sont pas colinéaire, donc Vect 0,11 est une base de
-1 -1 -1 -1

ker(f) et on conclut que dim(ker(f)) = 2
3. D'apres le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(R3), donc dim(im(f)) = 3 — 2 = 1. De plus,
im(f) C R donc im(f) = R. Par conséquent, une base de im(f) est par exemple la base canonique de R.

0
4. Comme ker(f) # 0 , f n'est pas injective.
0

Comme im(f) = R, on en déduit que f est surjective.

5. Soit C = { ¢y, c2,¢c3 } la base canonique de R et W = { w } la base canonique de R, i.e.

1 0 0
c=|(0]f, c=|(1], cs=|(0]; w=1.
0 0 1
On a
fler) =1=w, flce) =1=w, fles) =1=w.

Alors par définition la matrice de f relativement aux bases canoniques de R? et de R est la matrice 1 x 3

M(f,c, W) =(1 1 1),

Exercice 4.4 CC novembre 2013

Soit £: R* — R? l'application linéaire donnée par

—XxX—y+z+w
L = —x+2y—z
—x+y+3z—3w
1. Déterminer la matrice associée a £ quand on muni les espaces de départ et d'arrivé avec leur bases
canoniques respectives.

SNe x

2. Déterminer une base et la dimension de ker(L).

CORRECTION.

1
1. N0t0|15E:R4et5:{ (8) (
0

(=) )

3. Déterminer une base et la dimension de im(L).
0 0
, ) , (‘f) , (8) } la base canonique de E.
0 0 1
1 0 0 .
Notons F = R?3 et F = { (8) , ( (1)) , ((1)) } la base canonique de F.

Les colonnes de la matrice associée a £ quand on munt les espaces de départ et d'arrivé avec leur bases
canoniques respectives sont constituées par les coordonnées par rapport a la base F des images par £ des
éléments de & :

-

coord | L é ,F | = coord ( ( :% ) ,}") =(-1,-1,-1),
0 -
coord | L El)) ,F | = coord ( ( _%1 ) ,_7-') =(-1,2,1), -1 -1 1 1
] 0 — M(L,EF)=|-1 2 -1
coord | L | 9| ,F | = coord ( ( —;1 ) ,.7-') =(1,-1,3), -1 1 3 =3
0
coord | L | § | ,F | = coord ( ( _(1)3) ,}') =(1,0,-3),
1

C
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2. Noyau de L :

g )0 o) (2 )]
R R S THIE({]]

et dim(ker(£)) = 1.

3. Image de L :
> dim(im(£)) = dim(R*) — dim(ker(£)) = 3.
> L'ensemble des images d'une base de l'espace de départ (ici R*) constitue une famille génératrice de l'image

e —vest ({ £() (). a(g),f:(é)})
) D (41

est génératrice de im(L£) mais ne peut pas en étre une base

—_—

> LafamllleB:{(E%)r(_%l)'(_;l)'(—és)

car card(B) > dim(im(L£)). On va en extraire une base : on note d'abord que

(8) == - (7))

donc, si on introduit la famille B = { (Ei ) , (_%1 ) , (—;1) } on a Vect(B) = Vect(B). De plus, card(B) =

dim(im(£)) donc la famille B est une base de im(L).

Exercice 4.5

Soit l'application

f:R? > R?
X
X L
(g
y y
x+y
1. Démontrer qu'elle est une application linéaire.
2. Déterminer une base de son noyau.
3. Déterminer une base de son image.
4. Est-elle injective ? Est-elle surjective ?
5. Déterminer sa matrice relativement aux bases canoniques de R? et R3.
CORRECTION.

1. Soitu = (UX) etv= (\\:X) deux vecteurs de R2 et A € R.
y

uy
U+ v Uy + Vy Uy Vy
f(L'+V):f(L/X+vX) = uy + vy = uy + vy = f(u) + f(v),
y y U+ vy +uy + vy Uy + uy Ve + vy
AUy Uy
f(A-u) = Auy =A- uy = A f(u).
Auy 4 Auy Uy + uy

Ainsi f est une application linéaire de R? dans R3.

2. Recherche d’'une base du noyau :

u 0 Uy 0 uy =20 0
u= (UX eker(f) < fuy=|(0] < uy =(0] &= Ju,=0 — u= (O) .
v 0 Ux + Uy 0 Uy + uy =0
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D'ou

Par conséquent dim(ker(f)) = 0.
3. D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(R?), donc dim(im(f)) = 2. Soit { ¢1,c2 } la base

canonique de R2, ie.
(1 {0
C = o]’ Co = 1]

On sait que { f(c1), f(c2) } est une famille génératrice de im(f). De plus, le cardinal de cette famille est égal
a la dimension de im(f), donc { f(cy1), f(c2) } est une base de im(f). On a

1
f(Cl) =10 , f(CQ) = 1 ,
1

1 0
et on conclut que 0],(1 est une base de im(f).
1 1
0
0

4. Comme ker(f) = , f est injective.

0
Comme im(f) # R3, on en déduit que f n'est pas surjective.

. itC=1{cy,co} la be anoniqu ={wy,wo,ws3 } la ba anoniqu , Le.
5. Soit C c1,Co } la base canonique de R? et W la base canonique de R?, ie

1 0 1 0 0
cl:(O)' czz(l), Wi = 0 , Wo = 1 , W3 = 0
0 0 1
1 0
fler)={0] =wi+ws, flca) = | 1] =wa+ws.
1

Alors par définition la matrice de f relativement aux bases canoniques de R? et de R? est la matrice 3 x 2
10
M(f,c, W)= (0 1
11

Exercice 4.6

Déterminer une application linéaire f: R* — R* pour laquelle

ker(f) = im(f) = Vect({ (2,2,3,3),(1,4,4,1) }).

CoRRrecTION.  Soit C la base canonique de R? et considérons la famille A = { (2,2, 3,3),(1,4,4,1),(1,0,0,0),(0,1,0,0) };
on vérifie facilement que A est une bhase de R*.

Une application linéaire qui satisfait aux conditions données est U'application dont la matrice représentative est

M(f, A,C) =

O O OO
S o oo
W W NN
— s =
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En fait, toutes les applications linéaires qui satisfont aux conditions données ont matrice représentative

201 + 41 2h0 + o
2)\1 + 4[,/1 2)\2 + 4[,/2
3)\1 + 4[./1 3)\2 + 4/,/2
3AL+pn 3A2+ 1

M(f, A,C) =

o O O O
o O O O

avecr =2, ut dquivalente a i r Ayt olh.
avec rg(M 2, ce qui est équivalente a imposer A A

Exercice 4.7 CT Janvier 2012

Considérons le sous-espace vectoriel de R*
V={(xyzt) ER4|X—2y+z=O,y—2t:0}.

1. Déterminer une base de V et déterminer un supplémentaire de V dans R%.

2. Déterminer une application linéaire f: R? — R* pour laquelle

im(f) =V et ker(f)={ (x,y,2) eR* | x=y=2z}.

CORRECTION.
1. On a

V={(xyzt)eR'|[x—2y+2z=0,y—2t=0}
={ (x,2t, 4t —x, t) | (x,t) eR*}
={x(1,0,-1,0) + t(0,2,4,1) | (x,t) € R* }
= Vect { (1,0,—1,0),(0,2,4,1) } .
Comme la combinaison linéaire a(1,0,—1,0)+ B(0,2,4,1) = (0,0, 0, 0) si et seulement si @ = B = 0, on conclut
que lensemble {v; = (1,0,—1,0),va = (0,2,4,1) } est une base de V et dim(V) = 2.

On peut compléter cette famille avec deux autres vecteurs pour obtenir une base de R* en remarquant que, si
& =1{ej1, ey e3 €4} estla base canonique de R*, alors

Vi = e —es, e} =vi +es,
—
Vo 2ey +4ez + ey ey = Vo — 2e9 — 4deg
et donc la famille { vi, vq, €2, e3 } est aussi une base de R*. Par conséquent, tout supplémentaire de V dans R*
a dimension 2 et une base d'un de ces espaces est la famille { es, e3 }.

2. On cherche une application linéaire f: R?* — R* pour laquelle
im(f) =V et ker(f)={ (x,y,2) eR® | x=y=2}.

D’aprés le théoréme du rang, 2 = dim(V) = dim(im(f)) = dim(R?®) — dim(ker(f)) donc dim(ker(f)) = 1. Si on
considére par exemple la base de R? suivante B = { b; = (1,0,0), by = (1,1,0),bs = (1,1,1) } (il est simple de
vérifier qu'il s'agit d'une bhase), un exemple d'application linéaire qui vérifie ces conditions est

f(by) = (1,0,—1,0),

f(by) = (0,2,4,1),
f(bs) = (0,0,0,0).

Exercice 4.8 CT Janvier 2012

. 1 -1 . , r ) . . .
Soit A = 1 ) une matrice d'ordre 2 définie dans l'espace des matrices My(R) a valeurs réels et V C

M3 (R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques. Définissons l'application linéaire

f: V- MQ(R)
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M — AM

1. Construire une base By pour V.
2. Déterminer bases et dimensions des sous-espaces vectoriels ker(f) et im(f).

3. Est-il possible de trouver une base B de V qui contient a la fois A et une base de ker(f)? Justifier la
réponse.

4. Calculer la matrice associée a f quand on munt V de la base By et M3(R) de la base canonique.

5. Est-il possible de construire une autre application linéaire g: M3(R) — V telle que g o f = identité?
Justifier la réponse.

CORRECTION.
1. On a

{6

10 0 1 00
a.b,cER}Vect{(o 0),(1 0),(0 1)}
et on vérifie facilement que la famille

10 0 1 0 0
SRl U E R R B U
est libre, il s'agit alors d'une base de V et dim(V) = 3.
a b cv 1 =1\ {a b\ (0 O
b -1 1 b ¢/ \0 O
a b a—b b—-c 0 0 a a 11
SR R v R U S M R S ()

Par conséquent dim(ker(f)) =1 et une base de ker(f) est la famille { (1 1) }

2. Caractérisons d'abord le noyau de f :

ker(f):{M€V|AM:©2}:{(

1 1

Du théoréme du rang on déduit que dim(im(f)) = dim(V) —dim(ker(f)) = 3—1 = 2. Comme l'image d'une base
par une application linéaire est une famille génératrice de l'image de cette application, on va d'abord calculer
limage de la base By et si la cardinalité de cette famille est supérieure a deux, on en extraira une base de
l'image :

T (L N N | B B R )

Comme la cardinalité de la famille { ((1) _01) , (8 _11) } coincide avec la dimension de l'image, elle en

constitue une base.

3. Comme A ¢& ker(f), par le théoréme de la base incompléte on peut choisir x,y,z € R tels que la famille

B 11 Xy ) . 11 10
B—{A,(l 1)'(g Z)}estune base de V, par exemple lafamtlle{A,(l 1),(0 0) }

4. Soit
> By = {Blz (1 0) B = (0 1) B3 = (0 O) une base de V et

0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0 .
> &= {]E1 = (0 0) JEg = (0 O) JE3 = (1 O) JEy = (O 1) } la base canonique de M (R).
Puisque
1 0
f(Bl)A]Bl(_l o] =Ei1—Es,
-1 1
f([%):ABz:(l _1)=—E1+E2+E3—E4,
0 -1
f([Bg) = AB3 = (0 1] = —Es + Ey,
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alors la matrice de f relativement aux bases By de V et £ de M3(R) est

1 -1 0
0 1 -1
M(EBLE = |
0 -1 1

5. S'il existe une application linéaire g: M3(R) — V telle que g o f = identité, cela signifie que g(f(M)) = M
pour toute matrice M € V. Comme f(M) = AM, alors il faudrait que g(AM) = M pour toute matrice M € V,
donc l'unique application linéaire g qui vérifie cette égalité est l'application définie par g(B) = A~'B pour
tout matrice B € M3(R). Comme det(A) =1—1 =0, la matrice A nest pas inversible donc il n'existe aucune
application linéaire g: M3(R) — V telle que g o f = identité.

Exercice 4.9 CT Janvier 2011

Soit f: R* — R? une application linéaire pour laquelle
ker(f) = Vec{vi =(1,1,0,-1),va =(0,1,-1,0) } et im(f) = 7,

ol 7 dénote le plan d'équation x + y — z = 0. Trouver la forme générale de la matrice associée a f quand on
donne & R* et & R3 leurs bases canoniques.

CORRECTION.  Soit

>C={c =(1,0,0,0),¢co =(0,1,0,0),c3 = (0,0,1,0),c4 = (0,0,0,1) } la base canonique de R* et
> &={e; =(1,0,0),es=(0,1,0),e3 = (0,0,1) } la base canonique de R3.

La matrice dans les bases canoniques de R* et de R? s'écrit formellement

ail a2 ai13 14
A= |ax ax az axu
d3p O3z d33z d34

On va maintenant trouver des contraintes sur les entrées de la matrice.
> On exprime le fait que les images des vecteurs de la base de R* sont dans 7.
Comme im(f) C s, en particulier f(c;) € 7 pour i =1,2,3,4. Alors

f(Cl) = dji1e1 +dg1eg +dz1e3 €1 < di1 +d21 — d31 = 0
f(ca) = ajoe1 + asses + agses E T & a9+ dog — a3z =0
f(Cg) = @13€1 + d93€9 + 333 €E T & d13+ U3 — d33 = 0
f(cs) = a1se1 + a24€s + agges € T & a4+ aog — a3 =0
donc
aii ai2 ai3 aiyg
A= azi a22 a23 24

aip +d21 012+ 022 13+ d23  d14 + oy

> On exprime le fait que v; et vy sont dans le noyau de f.

vi € ker(f) < f(v1)=0
— f(C1+C2—C4)=0
= f(C1)+f<C2)—f(C4) =0
— (CI11 + dio — CI14)61 + (CIQl —+ d9o — C124)02 —+ (CI31 + d32 — CI34)(:‘4 = 0@1 + 062 + 063
donc
agy a2 ags aiy + dis
A= a1 a2 a3 as1 + do2

aip +d21 012+ 022 013+ d23  di1+ di2 + do1 + d22

Vo € ker(f) — f(Vg) =0
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— f(CQ — C3) =0
— f(CQ)—f(Cg) =0
— (CI12 — CI13)(:‘1 + (022 — CIQg)@Q + (032 - 033)(:‘4 = 0e; + Oez + Oes
donc
ajy a2 aig a1+ dis
= Qs aso ag2 Q21 + do2
ai1+do1 di2+ 022 di2+ d22 d11+ d12 + 021 + do2

> On exprime le fait que rg(f
Comme la deuxieme et la t|0LSteme colonne coincident, la quatriéme colonne est une combinaison linéaire de la
premiére et de la deuxiéme et la troisieme ligne est une combinaison linéaire de la premiére et de la deuxiéme,

alors
aip di2
re(A) = e (021 6122) .

Pour que le rang de cette matrice soit 2 il faut que son déterminant soit non nul, d'oli la condition a1 022 # a12021.

Exercice 410 CT Janvier 2011

Soit l'application linéaire définie par
f:Rs[t] - R*
p((l))
7 |
P(3)
Montrer que f est injective et surjective.

CORRECTION.  Soit

> C={co(t) =1,c1(t) = t,c(t) = t2, c5(t) = t* } la base canonique de Rs|t] et

> E&={ey=(1,0,0,0),e; =(0,1,0,0),es = (0,0,1,0),e3 = (0,0,0,1) } la base canonique de R*.
Comme

f(co(t)) = co(0)eg + co(l)er + co(2)es + co(3)es = (1,1,1,1)
f(ci(t)) = c1(0)eg + ci(1)er + c1(2)ex + c1(3)es = (0,1,1,1)
f(ca(t)) = c2(0)eg + c2(1)er + c2(2)er + c2(3)es = (0,1, 4,9)
f(c3(t)) = c3(0)eg + c3(1)er + c3(2)es + c3(3)es = (0, 1,8,27)
alors la matrice de f relativement aux bases canoniques C et £ est
1 0 0 O
1 1 1 1
A=11 2 4 s
1 3 9 27
On a
1 1 1
det(A)=1]2 4 8|=(1x4x27T4+2x9x1+3x1x8) —(1x4x3+8x9x1+27x1x2)=150—138=12+#0
39 27

donc rg(A) = 4 : l'application linéaire est bijective.
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Exercice 411

Soient £ un espace vectoriel de base { by, ba,bs, by} et F un espace vectoriel de base {cj,ca,¢c3,¢4,¢5}.
Construire, si cela est possible, des applications linéaires f: E — F vérifiant :
1. im(f) = Vect { c2, ¢4 };

2. im(f) ={0r };
3. im(f) = F;
4. ker(f) = Vect { ba + bg, by } et im(f) = Vect { ¢z, c3 }.

CORRECTION.
1. Prendre par exemple f(by) = cg, f(by) = ¢4 et f(bg) = f(bs) = Of.
2. Prendre f(by) = f(bg) = f(b3) = f(bs) = Of ainsi ker(f) = E.
3. Impossible car dim(im(f)) = dim(E) — dim(ker(f)) < dim(E) = 4 tandis que dim(F) = 5.

4. Prendre par exemple f(by) = ¢, f(by) = c3 et f(b3) = —c3 et f(by) = Of.

Exercice 4.12 CT janvier 2014

Soit f: R3 — R3 une application linéaire dont la matrice représentative, quand on muni R3 de la base canonique
sur l'espace de départ et d'arrivé C = { e; = (1,0,0);e2 = (0,1,0);e3 = (0,0,1) }, est

1 0 3
M(f,C,C)=|—-1 1 3
2 2 1

Soit ensuite B = {u; = (1,1,0);uy = (1,1,1);u3z = (1,0,1) } une autre base de R>.
Déterminer M(f, B,C) la matrice associée a f quand on muni R? de la base B sur l'espace de départ et de la base
canonique C sur l'espace d'arrivé.

CoRRECTION.  Par définition la j-éme colonne de la matrice M(f, B,C) est constituée des coordonnées dans la base
C de l'image par f du j-éme élément de la base B, donc

M(f,C,C) = [coord(f(eq),C)| coord(f(ez),C)| coord(f(es3),C)],
M(f, B,C) = [coord(f(uy),C)| coord(f(uz),C)| coord(f(us),C)].

|. Méthode directe.

On écrit d’'abord chaque élément de la base B comme combinaison linéaire d'éléments de la base C :
u; =e| +eo Uy = e; + e +es us = e; + es.

On calcule ensuite l'image par f de chaque élément de la base B et on l'exprime comme combinaison linéaire
d'éléments de la base C :

f(uy) =f(ey) + f(ex) =
f(uz) = f(ey) +
f(us f(e1) + f(es) =

1,—1,2) +(0,1,2) = (1,0,4) = ey + de
(e3) = (1,—1,2) + (0,1,2) + (3,3,1) = (4,3,5) = dey + 3es + 5es
1,-1,2) 4+ (3,3,1) = (4,2,3) = 4e1 + 2e3 + 3e3
coord(f(uy),C) =(1,0,4)
= 4 coord(f(uz),C) =(4,3,5) = M(F,B,C) =
(u),C) = (4,2,3)

=~ O =
Tt W =
W N

coord(f(us)

Il. Méthode du changement de base.
Appliquons la regle du changement de base pour les applications linéaire :

M(F, B,C) = PeL¢M(f,C,C)Pe_z = M(f,C,C)Pe_sp.
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On écrit chaque élément de la base B comme combinaison linéaire d'éléments de la base C

u;y =ej + e coord(uy,C) = (1,1,0) 1 1 1
up, =e; +ey+ej = 4 coord(uz,C) =(1,1,1) = Peg=11 1 0
u; =e; + e coord(us,C) = (1,0,1) 0 11
etona
1 0 3 1 1 1 1 4 4
M(F,B,C) =M(f,C,C)Pcp=| -1 1 3 1 1. 0)=(0 3 2
2 21 01 1 4 5 3
Exercice 413 CT Janvier 2013
Soit S: R3 — R? l'endomorphisme associé a la matrice
0 00
M(S,D,D)= (0 0 1
1 2 3

quand on muni R? de la base D = { (1,1,1),(0,2,2),(0,0,3) }.
1. Ecrire M(S,C,C) la matrice associée & S quand on muni R? de la base canonique C.

2. Déterminer une base et la dimension de im(S).

3. Déterminer une base et la dimension de ker(S).

CORRECTION.

1. Pour écrire M(S,C,C) la matrice associée & S quand on muni R? de la base canonique C on a deux méthodes :

I. Méthode directe. On calcule d'abord l'image par S de chaque élément de la base D comme combinaison
linéaire d'éléments de la base D :

S(1,1,1) = 0(1,1,1) +0(0,2,2) 4+ 1(0,0,3)
S(0,2,2) = 0(1,1,1) +0(0,2,2) +2(0,0,3)
5(0,0,3) =0(1,1,1) 4+ 1(0,2,2) + 3(0,0, 3)

et on écrit chaque élément de la base C comme combinaison linéaire d'éléments de la base D :

(1,0,0) = 1(1,1,1) — 3(0,2,2) + 0(0,0, 3)
(0,1,0) =0(1,1,1) + £(0,2,2) — £(0,0,3)
(0,0,1) =0(1,1,1) + 0(0,2,2) + £(0,0,3)
donc
S(1,0,0) =15(1,1,1) = £5(0,2,2) = (0,0,3) — (0,0, 6) = (0,0,0)
5(0,1,0) = £5(0,2,2) — £5(0,0,3) = $(0,0,6) — 1(0,2,11) = (0, —2/3, —2/3)
$(0,0,1) = £5(0,0,3) = £(0,2,11) = (0,2/3,11/3)
ainsi
1[0 0 0
M(S,C,C):g 0 —2 2
0 —2 11
[l. Méthode du changement de base.
M(S,C,C) = Pe_,pM(S, D, D)Pp_c
100\ /0 0 0\ /10 0\
=1 2 0|0 0 1|1 2 0
123/ \1 23/ \1 23
00 0 1 0 0 L [0 0 0
=10 0 2 —1/2 1/2 0 —2/3 =30 =2 2
3 6 11 0 —1/3 1/3 0 —2/3 11/3 0 —2 11
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2. dim(im(S)) = rg(M(S, D, D)) = 2 et une base de im(S) est la famille { 5(0,1,0), S(0,0,1) } = { (0, —2,-2),(0,2,11) }
car elle est libre et a cardinalité 2.

3. dim(ker(S)) = dim(R?) — dim(im(S)) = 1 et une base de ker(S) est la famille { (1,0,0) }.

Exercice 414

Soit l'endomorphisme f: R?* — R? dont la matrice dans la base canonique de R? est

-5 =3 0
A=|(10 6 0
-2 -1 -1

f est-il un automorphisme de R3?
Déterminer une base de son noyau.

Déterminer une base de son image.

oW =

On considére trois vecteurs u = (1,—2,0), v=(-3,5,1) et w= (0,0, 1).
4.1. Démontrer que {u,v,w } est une base de R3.

4.2. Déterminer f(u), f(v) et f(w). En déduire la matrice de f dans la base {u,v,w }. On la notera D.

4.3. Donner un lien matriciel entre A et D.

CORRECTION.

1. Un endomorphisme f est un automorphisme si et seulement si la matrice est inversible. Comme

5 -3 0
det(A)={10 6 0 [=(30+0+0)—(0+0+30)=0,
—2 -1 -1

A n'est pas inversible donc f n‘est pas un automorphisme de R?.

2. Il faut d'abord commencer par déterminer f(n) pour tout n = (ny, ny, n3) € R3. On a

-5 =3 0 ny —5n1 — 3n9
flnN)=Axn=|(10 6 0 | x|[na| = 10n1 4+ 6n2
-2 -1 -1 ns —2n1 —ng — N3
Recherche d'une base du noyau :
n —5n1 —3ny =0 —3K
n=|ny| Eker(f) << f(n)=0 << 10ny 4+ 6n2 =0 — n=| 5k |, keER
ns3 —2n1 —ny—n3 =0 K
Dot
—3K -3 -3
ker(f) = 5k keR =1 «k| 5 k € R + = Vect 5
K 1 1
-3
Donc Vect 5 est une base de ker(f) et on conclut que dim(ker(f)) = 1.
1
3. D'apreés le théoréme du rang, dim(im(f)) = dim(R?) — dim(ker(f)) = 2. Soit C = { c¢1, c2, ¢3 } la base canonique
de R3, ie.
1 0 0
ci=101, co=11], c3=10
0 0 1
On sait que, pour une application linéaire f: E — F, l'image d'une base de E est une famille génératrice de
im(f) C F :
-5 -3 0
Vect { f(c1), f(cz), f(c3) } = Vect 0),{61],]0
—2 -1 1

114 © G. FACCANONI



Lundi 20 janvier 2014 4 Applications linéaires

Comme f(cz) et f(c3) ne sont pas colinéaires, Vect { f(cz), f(c3) } est une famille libre de im(f). Etant donné
que la cardinalité de cette famille est égale a la dimension de im(f) on conclut que Vect { f(cz2), f(c3) } est une
base de im(f).

4. On consideére trois vecteurs u = (1,—-2,0), v=(—3,5,1) et w= (0,0, 1).

4.1. Pour démontrer que { u,v,w } est une base de R? il suffit de montrer qu'elle est une famille libre (car son
cardinal est égal a la dimension de R?). On dit qu'une famille { up, ..., up } est libre lorsque

p
Za,--ui:O = a; =0V i
i=1

Ici

P 0 a; — 3C12 =0, a, =0,
Z a;-u; =0 — au—+asv+asw= [0 = —2a1 4+ 5as =0, = as =0,
i=1 0 as+a3 =0 as =0,

donc la famille est libre. Comme {u,v,w} C R? et elle a cardinalité 3 égale a la dimension de R3,
{u,v,w} C R? est une base de R3.

4.2. On a

La matrice de f dans la base B={u,v,w} est

0

1
D=10
0 -1

o o O

4.3. D'apres la formule de changement de base pour les endomorphismes :
D = PscAPc5

ou, par définition, la matrice Pc_,5 est telle que sa 1-ére colonne est constituée des coordonnées de u
dans la base C, sa 2-éme colonne est constituée des coordonnées de v dans la base C et sa 3-éme colonne
est constituée des coordonnées de w dans la base C, i.e.

1 =30
Pep=[-2 5 0
0 1 1
et Pg_ec = PC_—1>B
Exercice 415
On considére l'application linéaire f de matrice

9 -6 10

A= -5 2 =5

—-12 6 —13

par rapport a la base canonique C de R3.
1. Montrer que les vecteurs u; = (2, —1,—2), us = (1,0, —1) et uz = (=2, 1, 3) forment une base B de R3.

2. Calculer les matrices de passage Pp_,¢ et Pc_,p.

3. Calculer la matrice de f dans la base B.
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CORRECTION.

2 1 =2 L, . , . .
1. Comme det ( —% 01 % ) #+ 0, les vecteurs sont linéatrement indépendantes, ainsi B = { uy, us, uz } est une famille

libre. Comme card(B) = 3 = dim(R?), B est bien une base de R3.

2. Les colonnes de la matrice P3_,¢ sont données par les vecteurs de B :

2 1 -2
Pse=1—-1 0 1
-2 -1 3
pour obtenir Pe_, il faut inverser Ps_¢c. On trouve
1 -1 1
Peep=11 2 0
1 0 1

3. La matrice de f dans la base B est alors

Pg_cAPc_3 = M(f, B)

ie.
2 1 =2 9 -6 10 1 -1 1
-1 0 1 -5 2 -5 1 2 0| =
-2 -1 3 —-12 6 13 1 0 1

Exercice 416

2. Déterminer la matrice C = M(f,C) de f dans la base

de Ry[x].

CorrEcTION. Notons

bi(x) =1 ba(x) = x bs(x) = x? by(x) = x*
ca(x)=1 co(x) = x cs(x) =x(x—1) ci(x) =x(x—=1)(x—2)
=x2—x =x" —3x° + 2x

1. On calcule l'image de chaque vecteur de B par f :

f(bl) =0=0

f(bs)

f(bs) =2x+1=2by + by,

f(by) = 3x% +3x + 1 = 3b3 + 3by + by,

f(bs) = 4x3 + 6x2 + 4x + 1 = 4by + 6bs + 4by + by,

2. On calcule l'image de chaque vecteur de C par f :

f(c1)=0=0,

f(ce) =1=r¢,

f(cs) = 2x = 2¢q, — C=DM(f,C) =
f(C4) = 3X(X — 1) = 3C2,

f(cs) =4x(x — 1)(x — 2) = 4cy,

116

On note f: Ry[x] — Ry[x] lapplication linéaire définie par f(p)(x) = p(x + 1)
1. Déterminer la matrice B = M(f, B) de f dans la base B = {1,x,x, x* x* } de Ry[x].

56 —81
—32 45
~75 105

= p(x).

C={1lx,x(x—=1),x(x=1)(x —2), x(x = 1)(x —2)(x —

78
—44

—103

3)}

3. Calculer les matrices de passage Ps_,¢ et Pc_5. Quelle est la relation entre B et C?

4. Décrire sous forme de Vect, en précisant leurs dimensions, le noyau et 'image de f.

bs(x) = x*
¢5(x) = x(x — 1) (x — 2)(x - 3)
=x* —6x3 4+ 11x% — 6x

OO O OO

S o oo

— B=DM(B) =

oS oo N O

o O o oo

OO Ww oo

OO OO

O = O O O

OO O =
OO W w =
O = O ==
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3. On calcule les coordonnées de chaque vecteur de C dans la base B :

Ci = bl,

1 0 0 0 0
¢z = by, 01 -1 2 -6
c3 = bg — by, — Pze=|0 0 1 =3 11
Cy = b4 — 3')3 + 2')2, 0 0 0 1 —6
0 0 O 0 1

c5 = by — 6by + 11b3 — 6Gbs,

Pour calculer P¢_,5 soit on calcule la matrice inverse de Ps_,¢, soit on résout le systeme linéaire précédent; on

trouve
by =ci, 10000
by = ¢, 0 1 1 1 1
bs = c3 + co, — Pey=|0 0 1 3 7 ,
|)4:C4+3C3+C2, 00016
00 0 0 1

|)5 = C5 + 6(34 + 7C3 + Ca,

et la relation cherchée est
Pp_cCP¢p = B.

4. On a dim(im(f)) = rg(B) = 4, donc dim(ker(f)) = dim(R4[x]) — dim(im(f)) = 1. Une base de im(f) est
alors lensemble { f(by), f(b3), f(bs), f(bs) }. Etant donné que Vect { f(bs), f(bs), f(bs), f(bs) } C R3[x] et que
dim(R3[x]) = 3 on conclut que Vect { f(bs), f(bs), f(by), f(bs) } = Rs[x], une autre base de im(f) est alors
la base canonique de R3[x]. Comme f(by) = 0, une base de ker(f) est lensemble { by }, i.e. le sous-espace
vectoriel constitué par les polyndmes constants : ker(f) = Rq[x].

Exercice 417 CT Juin 2012

Soient £ = { ey, e2, e3 } une base de R3ety = {Vv1,v2,v3 } une autre base de R3 définie par

vy = be; — 4ey + Seg,
vy = —4ey,
vz = 3e; + 4e, — Ses.

Lo o 5 0 3
On note I la matrice identité 3 x 3 et on pose A = ( rara )
On considére id l'endomorphisme identité de R3 et f: R?* — R? l'endomorphisme qui envoie la base & sur la

base V.
Sans faire de calculs donner
1. M(id, €, €) la matrice associée a l'endomorphisme id quand on muni lespace de départ de la base & et
l'espace d'arrivé de la base £

2. M(id, vV, €) la matrice associée a l'endomorphisme id quand on muni l'espace de départ de la base V et
lespace d'arrivé de la base £

3. M(id, &, V) la matrice associée a l'endomorphisme id quand on muni lespace de départ de la base £ et
l'espace d'arrivé de la base V

4. M(f, E, E) la matrice associée a l'endomorphisme f quand on muni Uespace de départ de la base £ et l'espace
d'arrivé de la base £

5. M(f,V, £) la matrice associée a 'endomorphisme f quand on muni Uespace de départ de la base V et l'espace
d'arrivé de la base &

6. M(f, &, V) la matrice associée a l'endomorphisme f quand on muni l'espace de départ de la base € et l'espace
d'arrivé de la base V

CORRECTION.

id: R® - R? f: R - R
uru ur f(u), coord(f(u),€) =1 coord(u,V)

donc
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1. M(id, £, &) =1 3. M(id, €, V) = A~ = Pe_,y, 5. M(f,V,€) = A~}
2. M(id, V,€) = A = Py_¢ 4. M(f,£,6) = A 6. M(f,€,V) =1

Exercice 4.18 V. LE Roux

On considére la question suivante :
«Soit E l'espace vectoriel de dimension 2 engendré par les fonctions sin et cos. Calculer le déterminant
de l'application «dérivation» de E dans E.»

1. Préciser la question en relevant toutes les affirmations implicites ou ambigués et rédiger un énoncé d'exer-
cice détaillé. Montrer les affirmations implicites et répondre a la question.

2. Donner l'inverse de cette application «dérivationy.

CORRECTION.

1. Posons le probléme :
> E est l'espace vectoriel engendré par les fonctions sin et cos : E = Vect { sin, cos }.
> E a dimension 2 et est engendré par une famille de cardinalité 2 donc la famille € = { sin, cos } est une base
de E.
Notons f l'application «dérivation» de E dans E :

f: E—E
asin(x) + Beos(x) — (asin(x) + BCOS(X)),

Puisque f(sin) = cos et f(cos) = —sin, alors la matrice représentative de f dans la base £ est
0 -1
MI(f = .
(£.£.6) (1 ; )

2. L'inverse de cette application «dérivation» a pour matrice représentative l'inverse de la matrice M(f,&,€) :

(% o)

i.e. f~1(sin) = —cos et f~1(cos) = sin (! est donc la fonction «calcul de la primitive» de E dans E).

Exercice 4.19 V. GUIRARDEL

1. On considére le systéme suivant :

Xx+yt+z+t=a
X—y—z—t=>
(5)

—Xx—yt+t=c
—3x+y—3z—-Tt=d

1.1. A quelle condition le systéme (S) admet-il une solution?
1.2. Montrer que si a, b, ¢, d > 0 alors le systéme (S) n'a pas de solution.

1.3. Quel est U'ensemble des solutions du systéme homogéne associé?

2. Notons
1 1 1 1 X a
[ B S R s | 1y b
A=1_1 1 0 1| R I A I
-3 1 -3 -7 t d

Considérons l'application linéaire

f:R* > R*

u— Au
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2.1.

Calculer f(u).

2.2. Soit C la base canonique de R*. Calculer M(f,C,C).
2.3. f est-elle surjective ? injective ? Trouver 'image et le noyau de f.
2.4. f est-elle inversible ?
25. Le vecteur (1,1,1,1)7 appartient-il & l'image de f? au noyau de f?
3. Le vecteur
1
v 2
I
4
appartient-il a U'espace vectoriel engendré par
1 1 1 1
v = ! vy = -1 % -1 vy = 12
-3 1 -3 -7
4. Ces quatre vecteurs sont-ils linéairement indépendantes?
CORRECTION.
1. L'écriture matricielle du systéme (S) est Au=w.
1.1. Le systéme (S) admet une ou plusieurs solutions ssi rg(A) = rg([A|w]).
1.2. En utilisant la méthode de Gauss on obtient le systeme équivalent
1 1 1 1 |a i2‘*£2;LLl 1 1 1 1 a
Alw] = 1 -1 -1 =1|b | G443, | 0 =2 =2 —2| b—a
-1 -1 0 1 |c 0 0 1 2| c+a
-3 1 -3 —-7|d 0 4 0 —-4|d+3a
1 1 1 1 a 1 1 1 1 a
LyeLg+2Lo 0 -2 -2 =2 b—a LyeLy+4Ls 0o —2 -2 =2 b—a
0 0 1 2 c+a 0 O 1 2 c+a
0 0 —4 —8|d+a+2b 0 0 0 0 |d+5a+2b+4c
Donc rg(A) = rg([A|w]) ssi d = —=5a — 2b —4c : st a, b, ¢, d > 0 alors le systéme (S) n'a pas de solution.

De plus, rg(A) = 3 donc si le systéme admet des solutions, elle sont une infinité.

1.3. Toutes les solutions du systeme homogéne associé s'écrivent comme (0, k, —2«, k)| avec k € R.
2. 21, f(u) =w.

22. M(f,C,C) =A

2.3. f n'est pas surjective car rg(A) = 3 < 4. f n'est pas injective car rg(A) = 3 < 4.

Le noyau de f est constitué des vecteurs u tels que Au = 0, autrement dit les vecteurs solution du systéme

homogéne. On a alors
0

ker(f) = Vect 9

1

et dim(ker(f)) = 1.

On sait que dim(im(f)) = rg(A) = 3 et im(f) est engendrée par les colonnes de A. En effet, comme l'image
d’'une base par une application linéaire est une famille génératrice de l'image de cette application, on va
d’abord calculer l'image de la base canonique et si la cardinalité de cette famille est supérieure a trois,
on en extraira une base de l'image :

im(f) = Vect { f(ey), f(e2), f(e3), f(es) } = Vect { vi,va,v3, vy } = Vect { vi,va,v3 }

car vy = 2v3 — V.

2.4. f n'est pas inversible car elle n'est nt injective ni surjective.
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25. Le vecteur (1,1,1,1)7 n'appartient pas & l'image de f car le systéme (S) n'a pas de solution lorsque
a,b,c,d > 0.1l n"appartient pas non plus au noyau de f car il n‘existe aucun k € R tel que (1,1,1,1)" =
(0, k, =2k, k)"

3. L'espace vectoriel engendré par les vecteurs vy, vy, v3, vy est 'image de f et le vecteur v n‘appartient pas a cet
espace vectoriel car toutes ses composantes sont positives.

4. Les quatre vecteurs ne sont pas linéairement indépendantes, en effet vo — 2vs + vy = 0.

Exercice 4.20

Soit f l'application définie sur Rq[x] par
f: Ry[x] = E
pr (2x4+1)p + (1 —x)p’

1. Démontrer que f est un endomorphisme de Ry[x].

2. Déterminer la matrice de f dans la hase canonique C de Ra[x].

3. f est-il un automorphisme de Ry[x] ? Si oui, déterminer la matrice de f~! dans la base canonique C de R |[x].

CORRECTION.

1. Soit p et g deux polyndémes de Ry[x] et A € R.

f(p+q) = 2x+1)(p+q)+(1—x)(p+a) = (2x+1)(p+q) + (1 =2 + )
=2x+)p+ 1 —xH)p +2x+1)g+ (1—x*)q" = f(p)+f(q )
(A p) = (2x+1)(Ap) + (1 = x*)(Ap)" = (2x + 1)(Ap) + (1 = x*)(Ap") = A £(p)
Donc f est une application linéaire de Ry[x] dans E. De plus, si p € Ry[x], alors il existe a, b, ¢ € R tels que
p(x) = a+ bx + cx? et
f(p(x)) = (2x + 1)p(x) + (1 = x*)p'(x)

= (2x + 1)(a + bx + cx?) + (1 — x?)(b + 2¢cx)

= 2ax + 2bx? 4+ 2¢cx® + a + bx + cx? + b 4 2cx — bx? — 2¢x®

=(a+b)+ (20 + b+ 2c)x + (b + c)x* € Ry[x].
On conclut que f est un endomorphisme de Ry |[x].

2. La base canonique de Ry[x] est C = { co(x) =1, c1(x) = x, ca(x) = x* } et lon a

f(co(x)) =1+ 2x,
fler(x)) =14 x 4 x2,
f(ca(x)) = 2x 4+ x2,

donc par définition la matrice de f dans la base canonique C de Ry[x] est
110
C=(2 1 2
01 1

3. det(C) = =3 # 0, ce qui prouve que C est inversible, donc f est un automorphisme de Ry[x]. On sait que, st C
est la matrice de 'automorphisme f dans la base C, alors C™! est la matrice de l'automorphisme f~! dans la
base C. Pour calculer C™! on résout le systéme

X+y =a, O X+y =a, o X+y =a,
2x4y+2z=h, 224, —y+2z=b — 2a, Lslotla, —y+2z=b — 2a,
y +z=c, y +z=c, 3z=b + ¢ — 2a,
d'oli
—2a+b+c 2a — b+ 2c¢ a+b—2c
pr— 7’ y = 7' X = - .
3 3 3
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La matrice de f~! dans la base canonique C de Ry[x] est alors

Ceci permet d'écrire facilement 'endomorphisme f=1: Ry[x] — Ry[x] :

ag+ay —2as 209 —aq + 2a- n —2a0 +ay +az
X x“.

Y ag + ay1x + axx?) = 3 3 3

Pour résumer, soit C = { 1, x, x? } la base canonique de Ry[x] et p et g deux polyndmes de Ry[x];
> si coord(p,C) = (a, b, c), i.e. p(x) = a + bx + cx?, alors
f: RQ[X] — RQ[X]
a+bx+cx? v (a+b)+ (2a 4+ b +2c)x + (b + ¢)x?

en effet coord(f(p),C) = M(f,C,C) - coord(p,C) = ( % i % ) : ( g ) =(a+b,2a+b+2c,b+c);
> si coord(q,C) = (a, B, y), i.e. g(x) = a + Bx + yx?, alors
f711 RQ[X] — ]RQ[X]

—2 20 — 2 —2
a+Bx+yx2b—>a+B V—i— a—B+ yx+ a+B+Vx2

3 3 3
1 _ 1 . 1Y L2 () _ (otB=2y 20-B+2y —20+B+y
en effet coord(f~'(q),C) = M(f~",C,C) - coord(q,C) = 3 (_22 12 ) (6) = ( T T, )

On vérifie facilement que f(f~1(r)) = f~1(f(r)) = r pour tout r € Ry[x].

Exercice 4.21

On note f: Ry[x] = Ry[x] Uapplication linéaire définie par f(p)(x) = (x — 1)p’(x) — p(x).
1. Calculer f(ax* + bx® + cx? + dx + e). En déduire ker(f).

2. L'équation f(p) = g a-t-elle des solutions dans Ry4[x] pour tout g de Ry[x]?

3. Calculer f((x — 1)¥) pour k = 0,1,2,3,4. En déduire une caractérisation des polyndémes q pour lesquels
l'équation f(p) = g a des solutions.

CORRECTION.

1. flax*+bx®+cx?+dx+e) = (x—1)(4ax® +3bx? +2cx+d) — (ax + bx3 + ex? + dx+e) = 3ax* + (2b—4a)x® +
(c —3b)x? —2cx — d — e. Par conséquent f(ax* + bx3 + cx? + dx + e) = 0 si et seulementsia =b=c =0 et
e = —d, ce qui implique ker(f) ={dx—d|deR} =Vect {x—1}

2. Comme dim(ker(f)) =1, alors dim(im(f)) = 4, ce qui prouve que f n'est pas surjective, donc l'équation f(p) = q
n'a pas toujours de solution.

3. La famille { (x — 1)’< | k=0, 1,2,3,4} est une base de Ry[x] donc im(f) = Vect{ f(x — 1)k | k=0,1,2,3,4 }
Comme f((x — 1)¥) = (k = 1)(x — 1)¥ alors im(f) = Vect { (x — 1)¥ | k =0,2,3,4 }. On sait que dim(im(f)) = 4
donc { (x = 1)¥ | k =10,2,3,4 } est une base de im(f). Par conséquent tout polynéme g € Ry[x] dont 'écriture

k= 0,1,2,3,4} n‘as pas de terme en (x — 1) est dans limage de f et l'équation

dans la base { (x — 1)k
f(p) = g a des solutions.

Exercice 4.22 CT Janvier 2011

Soit T: V — V un endomorphisme de V. Considérons deux bases différentes de V, a savoir £ = {ej, ez} et
W = { w1, ws }. Nous savons que

T(el) = 3e; — 2e,, Wi = e + eq,
T(e2) = ey + 4ey, Wy = 2e; + 3es.

Trouver la matrice de T dans la base W.
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CorrecTioN. On a

e; = 3wy — Wao, ey = —2wW7 + Wo.

donc

T(wy)=T(er+e2)=T(e1)+ T(ez) = (3e; —2e2) + (e1 + 4e2)
=de; + 2e2 = 4(3w; — wa) + 2(—2w; + wa) = 8w; — 2w,
T(wg) = T(2e; 4+ 3e2) =2T(e1) + 3T (e2) = 2(3e; — 2ez) + 3(e; + 4ez)
=9e; + 8ez = 9(3w; — wa) + 8(—2w; + wa) = 11w — wo,

et la matrice de T dans la base W = { w1, ws } est

w=(5 1)

-2 -1

On obtient le méme résultat d’aprés la formule du changement de base :
> matrice de T dans la base £ ={ej, ez }:
E— ( 3 1)
-2 4"

1 2
Pew = (1 3)

> matrice de passage de £ a W :
> matrice de passage de W a & :

> matrice de T dans la base W :
3 =2 3 1 1 2 8 11
W= PwoelPew = (—1 1 ) (—2 4) (1 3) - (—2 —1)'

Exercice 4.23 CT janvier 2014
Soit B = {u; =(1,0,1);uy = (0, —1,0);uz = (2,0,0) } une base de R? et soit f: R® — R3 l'application linéaire
telle que
f(u) =(3,1,2), f(uz) =(0,1,1), f(ug) = (6,4,6).
1. Exprimer les vecteurs de la base canonique C = {e; = (1,0,0);e2 = (0,1,0);e3 = (0,0,1) } en terme des
vecteurs de B.

2. Utiliser le point précédent pour déterminer la matrice M(f,C,C) associée a f quand on muni R? de la base
C sur lespace de départ et d'arrivé.

3. Déterminer une base et la dimension de l'image et du noyau de f.

CoRRECTION. On a

f(u;) = 3e1 + es + 2e; 3 0 6
f(up) = ey +e3 = M(f,B,C)=1|1 1 4
f(uz) = 6e; + 4e; + bes 216
1. On cherche les coordonnées dans B de chaque élément de C :
u; =e; +e;s e :Lll—%ug 1 0 0
Uy = —es = Jey=—Uy == Pge=( 0 -1 0
us = 2@1 e3 = %ng _% 0 %
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2. En utiliser la matrice de changement de base calculée au point précédent on détermine la matrice M(f,C,C)
associée a f quand on muni R? de la base C sur l'espace de départ et d'arrivé :

306\ /1 0 0 0 0 3
M(f,C,C) = Pe_¢M(f,B,C)Pgc = M(f,B,C)Psoc = [1 1 4| 0 -1 0]=[-1 -1 2
2 1.6/ \-3 0 3 -1 -1 3
En effet,
fle1) = f(ur) — 1f(uz) = (3e1 + s + 2e3) — £ (6e; +4des + 6e3) = —es — e 0 0 3
f(eg) = —f(uz) = —(e2 + e3) = —eg — ey — M(f,.C.C)=[-1 -1 2
f(ez) = 1f(uz) = L(6e1 + 4es + Ges) = 3e; + 2e5 + 3es ~1 -1 3

3. dim(im(f)) = rg(M(f,C,C)) = 2 et une base de l'image de f est la famille { f(e1), f(e3) }.
dim(ker(f)) = dim(R?®) —dim(im(f)) = 1 et une base du noyau de f est la famille constituée de l'unique vecteur
e — eq.

Exercice 4.24 CT Septembre 2009

Dans la suite on notera Ry[t] U'espace des polynémes de degré inférieur ou égal a 2. Si p est un de ces polyndme,
p’ dénotera sa dérivée.
Considérons l'endomorphisme de Ry[t] défini par
L: RQ[t] — Rg[t]
p(t) s (=2at + 1)p(t) + (at* + b)p/(t)

ol a et b sont des nombres réels. Déterminer la valeur du produit ab pour que le rang de L soit 2 ou 3.

CORRECTION.
Le rang de L coincide avec la rang de la matrice qui le représente. Calculons alors cette matrice. La base canonique
de Roft] est C={ co(t) =1,¢1(t) = t,ca(t) = t* } et l'on a
L(co(t)) = (—2at +1)(1
Lci(t)) = (—2at + 1)(
L(ca(t)) = (—2at + 1)(

)+ (at? + b)0 = co(t) — 2ac(t),
) + (Clt'2 + /.’))1 = bCU(t) + Cl(t) — CICQ(t),
3 4 (at? + b)2t = 2bcy (t) + ca(t),

~ o~

donc par définition la matrice de L dans la base canonique C de Ry[t] est

1 b 0
C=1|—-2a 1 2b
0 —a 1

Comme det(C) = (1+0+0) — (0 —2ab —2ab) =1+ 4ab,

> st ab # 1/4 alors rg(C) = rg(L) = 3;

> st ab = 1/4 alors rg(C) = rg(L) < 3 et comme la premiére colonne et la derniére colonne sont linéairement
indépendantes, rg(C) = rg(L) = 2.

Exercice 4.25 CT Février 2010
Considérons l'endomorphisme de Ry[t] défini par

L: Rz[t] — RQ[t]
prp+3p +4p”

1. Donner la matrice de L quand on muni l'espace vectoriel Ry[t] de sa base canonique.

2. Donner une base du noyau et de l'image de L.
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3. Montrer que L est inversible et calculer la matrice M associée & L~! dans la base canonique. Si 'on dénote
avec u; le vecteur colonne des composantes du polynéme générique ag + ait + ast?, vis-a-vis de la base
canonique, déterminer les vecteurs colonnes uy et uz des composantes respectives de p’ et de p”. Montrer
que

Mu; = kjuq + Kous + K3ug

ou les coefficients ki, k2 et k3 sont a calculer. Utiliser ce dernier calcul pour montrer que

L= (p) =p—3p"+5p".

CORRECTION.
1. La base canonique de Ry[t] est C={ co(t) =1,¢1(t) = t,c2(t) = t* } et lon a
L(C()(t)) (1) + 3(0) + 4(0) = C()(t),
L(cy(t)) = (t) +3(1) +4(0) = 3co(t) + ci(t),
L(ca(t)) = (t) 4 3(2t) + 4(2) = 8co(t) + 6¢1(t) + ca(t),

donc par définition la matrice de L dans la base canonique C de Rs[t] est

3 8
C= 1 6
0 1

OO =

2. Recherche d’'une base du noyau :

q(t) = ao + ait + ast® € ker(L) = L(g)=0
= (a0 + 301 + 8az) + (a1 +6c12)t+02t2 =0
ag + 3a1 + 8as =0,
= a1+ 6as =0,
g = 0,
= ag=a1=d2 =0
d'oti ker(L) = {0} et dim(ker(L)) = 0.
D'apres le théoréme du rang, dim(im(L)) = dim(Rs[t]) — dim(ker(L)) = 3. Comme im(L) C Ry[t], alors im(L) =
Rs[t] donc C est une base de im(L).

3. L est inversible si et seulement si la matrice qui le représente dans une base donnée est inversible. Si on
considére la base canonique, étant donné que det(C) = (1+0+0)—(04+0+0) = 1, C est inversible. La matrice
M associée & L=t dans la base canonique est alors l'inverse de C :

X+3y+8z=a, x =a—3b+ 10c,
y+6z=h, &< qy=b-—6c,
z=c z=c
donc
1 =3 10
M=([0 1 —6
0 0 1

Sil'on dénote avec u; = (ag, ay, as) le vecteur colonne des composantes du polyndéme générique ag+ayt+ast?,
vis-a-vis de la base canonique, alors les vecteurs colonnes uy et us des composantes respectives de p’ et de
p” sont respectivement les vecteurs uy = (a1, 2as,0) et ug = (2as,0,0). Alors

1 -3 10 aop ag — 3a1 + 10asy ao aq 2ad9
Mu;, =10 1 -6 a, | = a, — 6as =lai| —3|2a2 ] +5 0 = uy; — 3us + dus.
0 0 1 (eD) o o 0 0

Par conséquent, si p(t) = ao + a1t + ast?, alors

coord(L™*(p),C) = M coord(uy,C) = coord(uy,C) — 3 coord(us, C) + 5 coord(uz, C) = coord(p — 3p’ + 5p”,C).
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Exercice 4.26 CT Janvier 2013
Soit f 'endomorphisme défini par
f: ]Rg[t] — Rg[t]
at’ + bt+crs (a—b)t? + (b—o)t+ (a—c)

1. Trouver M(f, B) la matrice associée a f quand on muni Ry[t] de la base B={ t*+2,t—1,t+1}.

2. Trouver dim(im(f)) et en calculer une base.

3. Trouver dim(ker(f)) et en calculer une base.

CORRECTION.
1. Deux méthodes :

I. Méthode directe. On doit écrire l'image par f de chaque élément de la base B comme combinaison linéaire
d’éléments de la base B :

f(t2+2):t2—2t—1:(t2+2)+%(t—1)—g(t+1),

f(t—l):—t2+2t+1:—(t2+2)—%(t—1)+g(t+1),
1 1
f(t+1):—t2—1:—(t2+2)—§(t—1)+§(t+1),
donc
1 2 =2 =2
M(f,B)=5| 1 -1 -1
-5 5 1

Il. Méthode du changement de base. Soit C = { t?,¢,1} la base canonique de Ry[t]; alors on a

f(t%) = t* +1,
f(t) = —t*+t,
f(1)=—t—1,
donc
M(f, B, B) = Ps_cM(f,C,C)Pc_5 = Pz L sM(f,C,C)Pc_p
1 0 0\ '/t =1 0o\ /1L 0 0
=l0 1 1 0 1 —-1|l0 1 1
2 -1 1 1 0 -1/ \2 -1 1
1 0 0 1 -1 -1 1 -1 -1 1 [?2 -2 -2
=1 12 -2 (=2 2 0 )=|12 -12 -12)=o(1 -1 -1
-1 1/2 1/2 -1 1 -1 —5/2 5/2  1/2 -5 5 1

2. dim(im(f)) = rg(M(S,C,C)) = 2 et une base de im(f) est la famille { f(¢?),f(t) } = { (** +2), (—t>+t) } car
elle est libre et a cardinalité 2.

3. dim(ker(f)) = dim(R[t]) — dim(im(f)) = 1 et une base de ker(f) est la famille { t* +t+1} car

ker(f) = { at® + bt + c € Ryt] | f(at® + bt + ¢) = Og,q }
={at’ +bt+ceRs[t] | (a— bt+b—c)t+(a—c):0R2[t]}
={at? +bt+ceRy[t]| (a— (b—c)=(a—c)=0}
={at’+at+a|aeR}
={a(®+t+1)|aeR}
= Vect({ t* +t+1}).
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Exercice 4.27 CT Février 2010

Soit A la matrice d'ordre 2 x 3 définie par

On rappelle que A détermine une application linéaire L: R3 — R? donnée par L(u) = Au, ol u est un vecteur
colonne avec trois composantes.
1. Montrer que la matrice associée a L quand on muni R? et R? de leurs bases canoniques est la matrice A.

2. Trouver la matrice associée & L quand on muni R? et R? des bases respectives :
> B={b;=(1,1,1),bs =(1,1,0),b3 = (1,0,0) } et
>C={c=(1,3),c2=(25)}

CoRrReCTION.  Pour tout n = (ny, ne, n3) € R3, on a

ny
. o 2 5 -3 . 2[71 + 5[72 — 3[73
L(n)—Axn—(l —4 7)>< _(/71—4172+7/73

1. SoitU = {u; = (1,0,0),uz = (0,1,0),u3 = (0,0,1) } la base canonique de R? et V = {v; = (1,0),va = (0,1) }
la base canonique de R?. On a
L(uy) = 2vq + va,
L(L ) = 5V1 — 4V2,
L(us) = —3vq + Tvg,

par conséquent la matrice associée & L quand on muni R3 et R? de leurs bases canoniques est la matrice A.

2. Soit B={by; =(1,1,1),ba = (1,1,0), b3 = (1,0,0) } une base de R? et C = { ¢; = (1,3),¢c2 = (2,5) } une base
R2. On écrit d'abord les vecteurs de la base B dans la base canonique U, on connait 'image par L de ces
vecteurs dans la base canonique V, on exprime alors ces images dans la base C : comme

b1 = uj; +uy + us, by = u; + usy, bs = uy,
V], = —5C1 + 3C2, Vi = 2C1 — Co,
alors
L(by) = L(uy +ug +u3) = L(uy) + L(uz) + L(uz) = (2+5—=3)vi + (1 =4+ T)vo
= 4V1 + 4V2 = 4( OCl + 302) + 4(201 - CQ) —12C1 + 8C2,
L(bg) = f(u; +uz) = L(uy) + L(uz) = (24 5)vy + (1 —4)vs
=Tvi — 3vgy = 7( 5¢c1 + 3C2) — 3(3C1 — C2) —44¢cq + 24co,
L(bg) = L(uy) =2v1 + v
= 2(—501 + 3C2) + (2C1 — CQ) = —8cy + Hcg,

par conséquent la matrice associée a [ quand on muni R? et R? des bases respectives B et C est

—12 —44 -8
B_(s 24 5)'

On obtient le méme résultat d’'aprés la formule du changement de base :

1 1 1
-5 2 2 5 =3 —12 —44 -8
A It | e N (I |
1 0 O
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Exercice 4.28 CC décembre 2013
Soit £ ={M € My(R) | M=M"} et F =Ry[x]. Soit f l'application définie par

f:E—F

(Z IZ_)I—)CI+(/J—C)X2

o ERI i B S

la base canonique de E et

1. Soit

F={po(x) =1,p1(x) = x, pa(x) = x? }
la base canonique de F. Ecrire M(f, &, F) la matrice de f relativement aux bases € de E et F de F.
Déterminer une base de ker(f).
Déterminer une base de im(f).

f est bijective ? Justifier.

Soit
~ 1 0 1 1 0 1 2 2

une famille de E. Montrer qu’elle n'est pas libre et en extraire une base qu'on notera 5.

s W N

6. Ecrire la matrice de passage Ps_p.
7. Soit
Q= { go(x) =1—x,q1(x) = 1—X2,q2(X) :XQ}.
Montrer qu'elle constitue une base de F.
8. Ecrire la matrice de passage Pg_ .

9. Calculer la matrice de f relativement aux bases B de E et Q de F et vérifier que M(f,B,Q) =
Po#M(f, &, F)Pe,p.

CORRECTION.

1. On doit écrire 'image de chaque élément de la base £ comme combinaison linéaire d’éléments de la base F :

f(E1) = 1= po(x), coord(f(E1), F) = (1,0,0), 1 0 0
f(Ey) = x? = pa(x), = 4 coord(f(Ez), F) = (0,0,1), = M(f,£&,F)=10 0 0
f(Ez) = —x* = —pa(x), coord(f(Es3), F) = (0,0, —1), 0 1 -1

2. On commence par étudier le noyau de f :

ker(f)={A€E|[f(A)=0r}={(¢2)€E|a+(b—c)x*’=0VxeR}
={(¢t)eE|la=b—c=0}={(0%)eE|keR}=Vect{(V}])}.

b c

Par conséquent dim(ker(f)) =1 et une base de ker(f) est la famille { (¢1) }.

3. On sait que l'image d'une base est une famille génératrice de l'image de f donc
im(f) = Vect { f(Eq), f(Ez), f(E3) } = Vect { po(x), p2(x), —p2(x) } = Vect { po(x), p2(x) }.

Comme dim(im(f)) = dim(E) — dim(ker(f)) = 2, alors la famille { po(x), p2(x) } est une base de im(f).
4. f n'est pas bijective car elle n‘est ni injective (le noyau n'est pas réduit au Og) ni surjective (im(f) # F).

5. B nest pas libre car 2B, = B; — By + Bs. On en extrait par exemple la famille B = { By, Bs, B3 } qui est une
base de E car
(i) B; € E pour tout i =1, 2,3,
(it) card(B) = dim(E),
(iit) B est libre car la combinaison linéaire aB; + bBy + cBs = () a comme unique solution a = b = ¢ = 0.
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6. On doit écrire chaque élément de la base B comme combinaison linéaire d'é¢léments de la base £ :

By = E; + Eg, coord(By,&) = (1,0, 1), 11 0
By =E; +E;, = 4qcoord(By,&)=(1,1,0), = Peg=1|0 1 1
Bs = E; + Es, coord(Bs, ) = (0,1, 1), 101

7. Q constitue une base de F car card(Q) = dim(F) et les vecteurs de Q sont libres :

O’OqQ(X) + 0’16[1(X) + O(QC[Q(X) =0VxeR < (0(0 + (11) + (—O(())X + (0’2 — 0(1))(2 =0VxeR
— g =y =0a3=0.

8. On doit écrire chaque élément de la base F comme combinaison linéaire d'éléments de la base Q. Comme c'est
plus facile d’ écrire chaque élément de la base Q comme combinaison linéaire d'éléments de la base F, on écrit
d’'abord cette décomposition et on résout le systéme linéaire :

qo(x) = po(x) — p1(x) po(x) = q1(x) + qa(x)
qi1(x) = po(x) = p2(x) = {p1(x) = —qo(x) + q1(x) + ga(x)
q2(x) = p2(x) p2(x) = qa(x)
coord(po(x), Q) = (0,1,1) 0 -1 0
= {qcoord(p;(x),Q)=(-1,1,1) = Por=(1 1 0
1 1 1

coord(pa(x), Q) = (0,0,1)
9. On doit écrire l'image de chaque élément de la base B comme combinaison linéaire d'éléments de la base Q :

f(By) =x*—1=—qi(x) coord(f(B,), Q) = (0, —1,0)

0 0 O
f(By) = x> +1=qi(x) +2g2(x) = 1 coord(f(B3),Q) = (0,1,2) = M(f,B,Q)=(1 1 0
f(Bs) = 0 coord(f(Bs), Q) = (0,0,0) 020
Vérifions que M(f, B, Q) = Po_,#M(f,E, F)Pe_p :
0 -1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 O 1 10 0 0 O
PosM(f,&, F)Pes= (1 1 o]0 0 oo 1 1]={10 of[lo1 1]=[110
1 1 1 0 1 -1 1 0 1 1 1 -1 1 0 1 0 2 0

Exercice 4.29 CC Novembre 2011
Soit E = M2(R) et F = Rs[x]. Soit f l'application définie par

frE—-F

a b 3 2
(c d) — ax® + bx® + (c —d)

1. Vérifier que f est une application linéaire.

2. Soit
1 0 0 1 0 0 0 0
e-{m= {5 o)== (0 o) == (1 o)== (0 )}

la base canonique de E et
F ={po(x) =1,p1(x) = x, p2(x) = x* ps(x) = x* }

la base canonique de F. Ecrire M(f, &, F) la matrice de f relativement aux bases € de E et F de F.
3. Déterminer une base de ker(f) et une base de im(f).

4. f est bijective ? Justifier.

5. Soit
~ 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
e e T B S B B e P S

une famille de E. Montrer qu’elle n'est pas libre et en extraire une base qu'on notera 5.
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6. Ecrire la matrice de passage Pg_,z.
7. Soit
C={qo(x) =1—x,q1(x) =x —x% ga(x) =x* —x%,q3(x) = x* }.
Montrer qu’elle constitue une base de F.
8. Ecrire la matrice de passage Pe_ 7.

9. Calculer la matrice de f relativement aux bases B de E et C de F et vérifier que M(f,B,C) =
]P)C*)fM(frgl f>IP5~>B'

CORRECTION.

1. Pour toute matrice A = (" b ) B= (C’f Z;) € E et pour tout a,B € R,

cd c

a b a b aa+ Ba’ ab+ Bb’
flah + BB) = f (a (c c/) +PB (c’ c/’) ) =1 ( (ac—i—b’c’ ad—i—[o’d’) )
= (aa + Bd')x® + (ab + B )x* + (ac + B') — (ad + Bd’)
=a(ax® +bx* + c—d) + B(a'x* + b'x* + ' — d') = af (A) + Bf(B).

donc f est une application linéaire.

2. On doit écrire l'image par f de chaque élément de la base £ comme combinaison linéaire d'éléments de la
base F :

f(E1) = x* = p3(x), 00 1 —1

f(EQ) = X2 = pQ(X), 0 0 O 0
M(f,E,F) =

f(Eg) =1= )O(X), - ( ) 01 0 0

f(B4) = =1 = =po(). Pouy

3. On commence par étudier le noyau de f :

ker(f)={A € E|[f(A)=0r}={(2%) € E| ax’ + bx*+ (c—d) =0 pour tout x € R }
={(95)eE|la=b=c—d=0}={(29)€eE|ceR}=Vect{(V9)}.

Par conséquent dim(ker(f)) =1 et une base de ker(f) est la famille { (¢9) }.
On sait que l'image d'une base est une famille génératrice de l'image de f donc

im(f) = Vect { f(E1), f(Ez), f(Es), f(E4) } = Veet { ps(x), pa(x), po(x), —po(x) } = Vect { pa(x), pa(x), po(x) } .

Comme dim(im(f)) = dim(E) — dim(ker(f)) = 3, alors la famille { p3(x), p2(x), po(x) } est une base de im(f).
4. f n'est pas bijective car elle n'est ni injective (le noyau n'est pas réduit au 0g) ni surjective (im(f) # F).
5. B n'est pas libre car By = By + B2 — B3 (attention a ne pas éliminer Bs). On en extrait par exemple la famille
B ={B, By, B3, Bs } qui est une base de Ms(R) car
5.1. B; € M3(R) pour tout i =1,2,3,4,
5.2. card(B) = dim(M2(R)),
5.3. B est libre car la combinaison linéaire aB; + bBy 4+ ¢Bs + dBs = () §) a comme unique solution a = b =
c=d=0.

6. On doit écrire chaque élément de la base B comme combinaison linéaire d'éléments de la base £ :

By =K1 + Ky, 1 0 1 0
By = Ey — Eg, 0 1 0 0
:}]P)_) =
B; = E, — Es, EB= 10 -1 -1 0
Bs = E,, 1 0 0 1

7. C constitue une base de F car card(C) = dim(F) et les vecteurs de C sont libres :

a1Go(x) + a2q1(x) + a3q2(x) + asq3(x) =0 <= (au)x® + (a3 — a2)x* + (o — a1)x + (a1 — ay) = 0
= ap=a=a3=o0a, =0.
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8. On doit écrire chaque élément de la base F comme combinaison linéaire d'éléments de la base C. Comme c'est
plus facile d'écrire chaque élément de la base C comme combinaison linéaire d'éléments de la base F, on écrit
d’'abord cette décomposition et ensuite on résout le systeme linéaire :

qo(x) = po(x) — p1(x) po(x) = qo(x) + q1(x) + g2(x) + q3(x) 1000
q1(x) = p1(x) — p2(x) p1(x) = q1(x) + q2(x) + gs(x) s py= |t 100
q2(x) = p2(x) — ps(x) p2(x) = q2(x) + q3(x) - 1110
q3(x) = p3(x) pa(x) = qs(x) e

C:
f(B1) = x> =1 =—qo(x) — q1(x) — ga(x) 1 -1 -1 -1
f(Bsy) = x2 —1 = —qo(x) — q1(x) e S S B |
(B = —1=—qu @ —qal) PO 0 o
f(Bs) = —1 = —qo(x) — q1(x) — g2(x) — g3(x) o000l

Vérifions que M(f, B,C) = Pe,#M(f,E, F)Pe_p :

1 000 /001 =1\ /1 0 1 0 -1 -1 -1 -1
1100|000 0 0 1 0 0 -1 -1 -1 -1
PC”M(’('S'?)P@HB_1110 01 0 0 0 -1 -1 0| " |=1 0o -1 -1
1 11 1/ \1t 00 0 1 0 0 1 0 0 0 -1

Exercice 4.30 CT Juin 2012
Soit £ ={M € My(R) | M=M"} et F =Ry[x]. Soit f l'application définie par

frE—F

(Z IZ)n—)aXQ—i—(b—C)

o fm o ) e (3 o) s )]

la base canonique de E et

1. Soit

F={pox) =1 pi(x) = x,pa(x) = x* }
la base canonique de F. Ecrire M(f,&, F) la matrice de f relativement aux bases € de E et F de F.
2. Déterminer une base de ker(f) et une base de im(f).

3. f est bijective ? Justifier.

4. Soit
~ 1 0 1 1 0 1 0 0
B{m= (o 1) == (i o) 2= (0 1) 2= (0 1))

une famille de E. Montrer qu’elle n'est pas libre et en extraire une base qu'on notera 5.
5. Ecrire la matrice de passage Pg_p.
6. Soit
C= { go(x) =1—x,q1(x) :X—XZ,QQ(X) :X2}.
Montrer qu'elle constitue une bhase de F.
7. Ecrire la matrice de passage Pe_, 7.

8. Calculer la matrice de f relativement aux bases B de E et C de F et vérifier que M(f,B,C) =
Pe,7M(f, E, F)Pe_p.

CORRECTION.

1.
f(E1) = x* = pa(x) 01 —1
f(E2) = 1 = po(x). — M(,&F)=[0 0 o0
1 0 O
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2. On commence par étudier le noyau de f :

ker(f)={A€E|f(A)=0r}={(g2)€E|ax*+b—c=0}
={(¢b)eEla=b—c=0}={(2)€E|ceR}=Vect{(91)}.

Par conséquent dim(ker(f)) =1 et une base de ker(f) est la famille { (¢1) }.
On sait que l'image d'une base est une famille génératrice de l'image de f donc

im(f) = Vect { f(Eq), f(Ez), f(E3) } = Vect { p2(x), po(x), —po(x) } = Vect { p2(x), po(x) }.

Comme dim(im(f)) = dim(E) — dim(ker(f)) = 2, alors la famille { p2(x), po(x) } est une base de im(f).
3. f n'est pas bijective car elle n‘est ni injective (le noyau n'est pas réduit au 0g) ni surjective (im(f) # F).
4. B n'est pas libre car 2B, = B; — By + Bs. On en extrait par exemple la famille B = { By, B2, B3 } qui est une
base de E car
(1) B; € E pour tout i =1,2,3,
(i) card(B) = dim(E),
(ii) B est libre car la combinaison linéaire aBy + bBs + cBs = (3 9) a comme unique solution ¢ = b = ¢ = 0.

5.
B, = E; + Es, 110
BQ = El + EQ, = ]P)g_,B =10 1 1
B3 = E; + K3, 1o 1

6. C constitue une base de F car card(C) = dim(F) et les vecteurs de C sont libres :

a1qo(x) + a2q1(x) + a3ga(x) =0 < (o3 — C(2)X2 +(aa—a)x+a =0
= ap=a =a3 =0.

7.
qo(x) = po(x) — p1(x) po(x) = qo(x) + q1(x) + ga2(x) 1 00
qi(x) = p1(x) —=p2(x) = {p1(x) = q1(x) + g2(x) = Peorp=|1 1 0
q2(x) = pa(x) p2(x) = q2(x) L
8.
f(B1) = x*> —1=—qo(x) — q1(x) -1 10
f(Bg) = x2 + 1 = qo(x) + 2g2(x) = M(f,B,C)=|-1 0 0
f(Bs) =0 0 2 0
Vérifions que M(f, B,C) = Pe,#M(f, &, F)Pe_p :
100\ /01 -1\ /1 10 11 0
Pe s M(f,& F)Pes= 1 1 0] [0 0 o] fo 1 1)]=[=1 0 0
1 1 1 1 0 O 1 0 1 0O 2 0

Exercice 4.31 CC Novembre 2011
Soit E = R3[x] et F = M3(R). Soit f l'application définie par

f: E—>F
p(0)  p"(2) )
X) = ! n
P (70 ey
1. Soit a(x) = ag + ai1x + azx? + azx® un polyndéme de E. Ecrire la matrice f(a).

2. Soit
&= {po(x) = 1, pr(x) = x,pa(x) = x2 ps(x) = x° }

la base canonique de E et

F={m=(o o) E= (0 o) m= (1 0)m= (0 V)]
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la base canonique de F. Ecrire M(f, £, F) la matrice de f relativement aux bases € de E et F de F.
3. Déterminer une base de ker(f) et une base de im(f).
4. f est bijective ? Justifier.
5. Soit ~
B= { go(x) =1—x,q1(x) =x — x2, ga(x) = x2 — x5, gs(x) = x3—1, ga(x) = x3 }
une famille de E. Montrer qu’elle n’est pas libre et en extraire une base qu'on notera B.
6. Ecrire la matrice de passage P¢_,p.

7. Notons Ci11(x) = f(p;) pour i = 0,1,2,3. Sans faire de calculs, expliquer pourquoi la famille C =
{C;,Cy,C3,Cy4 } est une base de F.

8. Ecrire la matrice de passage Pe_,r.

9. Calculer la matrice de f relativement aux bases B de E et C de F et vérifier que M(f, B,C) = Pe_.

CORRECTION.
1.
a(x) = ag + ar1x + agx* + azx® a(0) = ag
d'(x) = a1 + 2a9x + 3azx? a'(1) = a1 + 2as + 3as,
a”(x) =2as + 6azx a”(2) = 2ay + 1243,
a”(x) =6as a”(3) = 6as,
donc
2 3\ o 26/2 + 126[3
flapg + a1x + a2x* + asx’) = a1+ 205 + 305 6as
2.
f(po) = (56) = F1, 100 0
f = 00 = IF‘ S
(p1) = (V5) =Fs MireF) |0 0 2 12
f(p2) = (3 3) = 2F2 + 2Fs, 012 3
f(ps) = (§¢) = 12F + 3F5 + 6F4, 0006
3. On commence par étudier le noyau de f :
_ _ _ 2 ] ag 2a9 +12a3) (0 O
ker(f)={p e E|f(p)=02}= { ao+ ai1x + agx* +asx” € E ' (01 42, + 3as 6as =lo o

:{c10+c11X—i—c12X2+613x3EE|00201202203:0}:{05}.

Par conséquent dim(ker(f)) = 0.

Comme dim(im(f)) = dim(E) — dim(ker(f)) = 4 = dim(F), alors im(f) = F : toute base de F est aussi une
base de im(f), on peut alors prendre la famille F.

4. On remarque que det(M(f, €&, F)) = det ( 13 22) = —12, donc rg(M(f, &, F)) = dim(E) = dim(F) : f est alors
bijective.

5. B n'est pas libre car g3 = —qo — g1 — g2. On en extrait par exemple la famille B = { go, g1, g2, g4 } qui est une
base de Rs[x] car
5.1. q; € R3[x] pour tout i =0,1,2,4,
5.2. card(B) = dim(R3[x]),
5.3. B est libre car la combinaison linéaire aqo(x)+bq1(x)+cqa(x) +dqa(x) = (3 §) a comme unique solution

a=b=c=d=0.

6. On a
qo(x) = po(x) — p1(x) 1 0 0 0
q1(x) = p1(x) — pa(x) -1 1 0 0
q2(x) = pa(x) — ps(x 0 -1 10
qa(x) = pa(x) o0 -
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7. On a

Etant C l'image d'une base de E, elle est une famille génératrice de im(f). Comme la cardinalité de la famille C
est égale a la dimension de im(f), elle constitue une base de im(f). Etant donné que im(f) = F alors la famille
C est une base de F.

8.
Cl = ]Fl, Fl - Clr 1 O O 0
Cy = T3, Fy = —Cs + 3Cs, 0 —1 0 3/2
Cs = 2F + 2F3, F;3 = C3, e 0 1/2 1 -1
(C4 = 12F2—|—3F3+6F4, F4 :2([:2 _%C3+%C4, 0 0 0 1/6
9. On peut faire le calcul direct
f(qo) = f(po—p1) =C1 = C, 1 0 0
f - f — = J— _
(@) =flpr=p2) =Ca=Cs Moy~ |t L 00
f(q2) = f(p2 — p3) =Co = C4 0 -1 1 0
f(qs) = f(p3) = C4 0 0 -1 1
ou utiliser la relation M(f, B,C) = Pe,#M(f, &, F)Peop :

Pe s M(f,E, F)Pep = (Pr_c) *M(f, &, F)Pss = (M(f, &, F))*M(f,E, F)Pe_s = Pe_5

car
Peor = (Proe) ™t = (M(f, &€, F))~!

Exercice 4.32

Soit f l'application de R3[t] définie par
f: Rs[t] - R,[t]
p(t) = 2p"(t) — (t + 1)p'(t) = 3p(t)
Montrer que f est un endomorphisme de R][t].

Calculer le rang de f.

Donner une base du noyau de f.

>N -

Soit a(t) le polynéme de ker(f) tel que le coefficient du terme de degré maximale est égale a 1. Montrer
que la famille B = { 7(t), f(t?), f(t?), a(t) } est une base de Rs]t].

5. Calculer M(f, B,C) la matrice de f quand on muni l'espace vectoriel R3[t] de la base B au départ et de la
base canonique a l'arrivée.

CORRECTION.

1. Pouvons que f est bien un endomorphisme de R3[t], i.e. que f est une application linéaire de R3[t] dans R3[t].
> Prouvons d'abord que f(p) € R3[t] pour tout p € R3[t]. Sans faire de calculs, il suffit de remarquer que

deg(f(p) (1)) < max { deg(t*p" (1)), deg((t — 1)p(t)), deg(3p(t)) } = deg(p(t)) < 3.

Sinon, on peut calculer explicitement U'image de p € R3[t] par f : si p € Rst], il existe ag, a1, as, a3 € R
tels que p(t) = ap + ait + ast? + ast® et on obtient

f(p(t)) = 2p"(t) = (t + 1)p'(t) = 3p(t)
= t2(2£/2 +6ast) — (t+ 1)(a1 + 2a2t + 303t2) —3(ap + art+ ast? + 6131‘3)
(—300 — Cll) + (—401 — QClg)t + (—302 — 3613)t2 S R3[t]‘
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> Prouvons maintenant que f est un application linéaire. En effet, soit p et g deux polynémes de R3[t] et A et
o deux réels.

FAp(t) + pq(t)) = (Ap(t) + pq(t))” — (t + 1D)(Ap(t) + pq(t)) — 3(Ap(t) + uq(t))
= A?p"(t) + pt®q"(t) — A(t + 1)p'(t) — w(t + 1)q'(t) — A3p(t) — p3q(t)
= A(E2p"(t) = (t+ D)p'(t) = 3p(t)) + p (" (t) — (t + 1)q'(t) = 3q(t)) = Af(p) + uf(q).
2. Pour calculer le rang de f on peut utiliser une matrice représentative de f. Pour cela, considérons la base

canonique de Rs[t], C = { co(t) = 1,¢1(t) = t, ca(t) = t2,c3(t) = t3 }, et calculons l'image de chaque vecteur
de cette base

f(co(t)) = t2cq(t) — (t + 1)cy(t) — 3co(t) = =3 = —=3co(t),

flci(t)) = 2] (t) — (t + 1)} (t) — 3ci(t) = —(t + 1) — 3t = —co(t) — 4y (1),

flea(t)) = t2ch(t) — (t + 1)ch(t) — Bea(t) = 2t% — (t + 1)2t — 3t> = —2¢1(t) — 3ca(t),
flcs(t)) = t2ch(t) — (t 4+ 1)cs(t) — 3es(t) = t2(6t) — (t + 1)(3t?) — 3t> = —3ca(t),

donc par définition la matrice de f dans la base canonique C de Rs[t] est

-3 -1 0 0
0 —4 =2 0
0o 0 =3 =3
0o 0 0 O

M(f,C) =

Clairement det(M(f,C)) = 0 et det ( 783 :0411 :Ug ) = 36 donc rg(f) = rg(M(f,C)) = 3.
3. Comme dim(im(f)) = rg(f) = 3, d'aprés le théoréme du rang alors dim(ker(f)) = dim(E) — dim(im(f)) = 1 :
toute base du noyau ne contient qu'un vecteur (non nul).
-3-10 0 ag 0 ap K
q(t) = ag + art + ast? + aszt € ker(f) (804303)(3;):(8) = (2;):(}5;“),KER
000 0 as 0

dotrker(f) = { k — 3kt + 6kt*> — 6kt® | k € R } = Vect { 1 — 3t + 6% — 6¢° } et la famille { 1 — 3t + 6¢% — 6¢° }
est une base de ker(f).

4. a(t) est alors le polynéme a(t) = —1 + 1t — t2 4+ t3 et la famille B l'ensemble

B={f(t),f(¢*),f(t*), a(t)}
= { f(c1(1)), f(c2(t)), f(es(t)), a(t) }

= { —Co(t) — 4C1(f), —2C1(t) — 3C2(t), —3C2(t), —é + %Cl(t) — Cg(t) + Cg(t) }

qui a cardinalité 4. La dimension de l'espace vectoriel engendré par B est égal au rang de B. Comme

-1 0 0 -1/6

1 0 0
der | 020 P s[4 2 0 ) =6
0 -3 -3

0 0 0 1

alors dim(Vect(B)) = 4. On conclut alors que B est une base de R][t].

5. Pour calculer M(f, B,C) il faut calculer les coordonnées dans la base canonique C de l'image de chaque vecteur
de B par f (on ne change pas de base dans lUespace d'arrivée) :

-3 -1 0 0\ /-1 0 0 -1/6 7 2 00
0 -4 -2 0 |[|-4 —2 0 1/2 16 14 6 0
M(f.B.C) =LM(.CPeos=| o o 3 3|0 -3 =3 -1 |~ |0 9 90
0 0 0 0 o 0 0 1 0 0 00
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Exercice 4.33 CT Juin 2012
Soit £ ={M € My(R) | M=M"} et F =Ry[x]. Soit f l'application définie par

f:E—F

(Z IZ_)I—)CIX2+(b—C)

o ERI i B S

la base canonique de E et

1. Soit

F={polx) =1, pi(x) = x,p2(x) = x* }
la base canonique de F. Ecrire M(f, &, F) la matrice de f relativement aux bases € de E et F de F.
2. Déterminer une base de ker(f) et une base de im(f).

3. f est bijective ? Justifier.

4. Soit
~ 10 1 1 0 1 0 0
e e U e i S R RS

une famille de E. Montrer qu’elle n'est pas libre et en extraire une base qu'on notera 5.
5. Ecrire la matrice de passage Pg¢_,.
6. Soit
C= { go(x) =1—x,q1(x) :x—x2,q2(x) :xQ}.
Montrer qu'elle constitue une bhase de F.
7. Ecrire la matrice de passage Pc_, 7.

8. Calculer la matrice de f relativement aux bases B de E et C de F et vérifier que M(f,B,C) =
PcﬁfM(f,g,f)Pg_,B.

CORRECTION.

1. On doit écrire l'image de chaque élément de la base £ comme combinaison linéaire d'éléments de la base F :

f(E1) = x* = pa(x), 01 —1
f(E2) = 1= po(x), = M(f,E, F)=10 0 0
f(Es) = —1 = —po(x), 10 0

2. On commence par étudier le noyau de f :

ker(f)={A€E|f(A)=0r}={(¢2)€E|ax>+b—c=0}

={(¢2)eEla=b—c=0}={(Y9)e€eE|ceR}=Vect{({1)}.
Par conséquent dim(ker(f)) =1 et une base de ker(f) est la famille { (¢1) }.
On sait que l'image d'une base est une famille génératrice de l'image de f donc

im(f) = Vect { f(Eq), f(Eg), f(E3) } = Vect { p2(x), po(x), —po(x) } = Vect { p2(x), po(x) }.

Comme dim(im(f)) = dim(E) — dim(ker(f)) = 2, alors la famille { p2(x), po(x) } est une base de im(f).
3. f n'est pas bijective car elle n‘est ni injective (le noyau n'est pas réduit au Og) ni surjective (im(f) # F).
4. B n'est pas libre car 2By, = B; — By + B3. On en extrait par exemple la famille B = { By, Bs, B3 } qui est une
base de E car
(1) B; € E pour tout i =1,2,3,
(i) card(B) = dim(E),
(iii) B est libre car la combinaison linéaire aB; + bBy + cBs = () a comme unique solution a = b = ¢ = 0.

5.
By =E; +Es, 1 1 0
BQ - E’l + EQ, Bl Pg_ﬂg = 0 1 1
Bs = Ey + Ej, Lo 1
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6. C constitue une base de F car card(C) = dim(F) et les vecteurs de C sont libres :
2
a1qo(x) + a2q1(x) + a3ga(x) =0 <= (05— w)x"+ (e —a1)x + o1 =0
= o= =oa3=0.
7. On doit écrire chaque élément de la base F comme combinaison linéaire d'éléments de la base C. Comme c'est

plus facile d" écrire chaque élément de la base C comme combinaison linéaire d'éléments de la base F, on écrit
d’'abord cette décomposition et on résout le systéme linéaire :

qo(x) = po(x) — p1(x) po(x) = qo(x) + q1(x) + q2(x) 100
q1(x) = pi(x) = p2(x) = p1(x) = q1(x) + g2(x) = Peor=|[1 1 0
q2(x) = p2(x) pa(x) = ga2(x) 111

8. On doit écrire l'image de chaque élément de la base 3 comme combinaison linéaire d'éléments de la base C :

f(B1) = x* —1=—qo(x) — q1(x) -1 10
f(Bg) = x2+1=qo(x)+2g20x) = M(f,BC)=|-1 0 0
1(Bs) =0 0 20

1 0 O 0 1 -1 1 1 0 -1 1 0
PeosM(f, &, F)Peg= {1 1 0] [0 0 o0 |[0o 1 1]=[-1 0 0
1 1 1 1 0 O 1 0 1 0O 2 0
Exercice 4.34
Pour ¢ € R, soit
1 0 0 1
¢ ¢ 0 4
A= 00 ¢ 3
0 0 0 2

la matrice représentative d'une application linéaire f: E — F par rapport aux bases £ de E et F de F.
@ Calculer rg(A) en fonction de .

@ Calculer les dimensions de ker(f) et im(f) en fonction de 4.

® Pour ¢ = 0 expliciter une base de ker(f) et im(f). Peut-on conclure que R* = ker(f) & im(f)?

CORRECTION.

1001
@ St¢=0alors A= (888§) et rg(A) = 2. Si € # 0 alors det(A)zEdet(é%é) =202+ 0etrg(A) =4
0002
@ dim(im(f)) = rg(A) et dim(ker(f)) = 4 — dim(im(f)). St £ = 0 alors dim(im(f)) = 2 et dim(ker(f)) =2. St £ #0
alors dim(im(f)) = 4 et dim(ker(f)) = 0.

® Pour ¢ =0,

1

> im(f Vect{ ( 9 ) ( ) } l'espace vectoriel engendré par les deux éléments de F qui ont coordonnées
0

(1,0,0,0) et (1,4,3,2) clans la base F.

0

> ker(f) = Vect 5 , lespace vectoriel engendré par les deux éléments de E qui ont coordonnées
0

(0,1,0,0) et (0,0,1,0) clans la base €.
On se |appelle que si H1 et Hy sont deux espaces vectoriels de H, la somme de H; et Hy est directe si et
seulement si

H = Hy + Hs

HiNHy = { 0y }

De plus, dim(H; + Hz) = dim(H;) 4+ dim(Hz) — dim(H; N Ha).
Comme dim(im(f)) + dim( ke f) =4, dlm(lm(f) Nker(f)) = 0 donc im(f) Nker(f) = { Ogs }. Il suffit alors de
[4)-(3)
3 0
0
( (

f).

0
, (?) ]» est libre pour conclure que R* = ker(f) @ im(f). Comme

(
montrer que la famille { )
0

k

2
1100

det [ 9449 =2 alors R* = ker(f) ® im
0200
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Exercice 4.35

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et F un espace vectoriel de dimension 2.
@ Caleuler dim(L(E, F)).

@ Soit £ ={ ey, ez, e3} une base de £ et F = { ¢1,¢c2 } une base de F.
Soit G={feL(E,F)|f(e1) ="f(ez),f(es) =0 } le sous-espace vectoriel de L(E, F). Calculer dim(G).

CORRECTION.

@ Fixons deux bases £ = { ey, ez,e3} de Eet F={cy,ca} de F. Tout élément f de L(E, F) est tel que

f(e1) = a11¢1 + apace,
f(e2) = azic1 + aszcy,
f(eg) = a31Cy + (32Ca.

Alors, a tout élément f de L(E, F) on peut associer une et une seule matrice M(f, &, F) € M3 3(R) et viceversa
(autrement dit, les espaces vectoriels L(E, F) et M3 3(R) sont isomorphes). Par conséquent dim(L(E, F)) =

dlIn(M23(R)) = 6.
@ Tout élément g de G est tel que

g(e1) = aiicy + aacy,
g(e2) = ay1c1 + ai1acy,

g(es) = 0.

Alors, a tout élément g de G on peut associer une et une seule matrice

M(g’&}-):(flu an 8)

di2  di2

1 1
et viceversa. Autrement dit, les espaces vectoriels G et Vect{ (O 0 8) , ((1) (1) 8) } sont isomorphes. Par

conséquent dim(G) = 2.

Exercice 4.36

Soit f un endomorphisme de R? nilpotent d'ordre 3, c'est-a-dire tel que 2 = 0 mais f2 # 0.
@ Montrer qu'il existe x € R? tel que la famille B = { x, f(x), f2(x) } est une base de R?.

@ Calculer M(f, B) la matrice de f relativement a cette base. En déduire une base de im(f) et une base de
ker(f).

® Montrer que ker(f?) = im(f) et que im(f?) = ker(f).

CORRECTION.

@ Soit x € R*\ { Ogs }. La famille B = { by = x, by = f(x), b3 = f?(x) } C R?® a cardinalité 3. Pour prouver qu'elle
est une base de R? il suffit de prouver qu'elle est libre, i.e. que 'équation ab; + Bby + ybs = Ogs admet l'unique
solution @ = B = y = 0. Pour cela observons que

Ops = ax + Bf(x) + yf2(x) Ops = ax + Bf(x) + yf2(x)
Ogs = f(ax + BFf(x) + yf?(x)) = 4 Ops = af(x) + Bf?(x) = a=L=y=0
Ogz = 2(ax + Bf(x) + yf2(x)) Og: = af?(x)
@ On a
f(by) = f(x) = Oby + 1bg + Obs 0 0 0
f(by) = f?(x) = 0by + 0bs + 1by = M(f,B)=|1 0 0
F(og) = £3(x) = O 010

Par conséquent
> ker(f) = Vect { 3(x) } et la famille { f?(x) } est une base de ker(F).
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> im(f) = Vect{ (g) , (%) } et la famille { (g) , (%) } est une hase de im(f) car les deux vecteurs ne sont
pas colinéaires.
® On a

Par conséquent
> ker(f?) = Vect { by, bg } = Vect { f(x), f2(x) } = Vect { ( g ) , ( El))) } = im(f)

Exercice 4.37

Soit E un espace vectoriel de dimension 4 et f un endomorphisme de E. Montrer que les propositions suivantes

sont équivalentes :
@ ker(f) = im(f),

@ fof=0etdim(im(f)) =2.

CORRECTION.

> Prouvons que @ = @ : si ker(f) = im(f), d’aprés le théoréme du rang on a 4 = dim(E) = dim(ker(f)) +
dim(im(f)) = 2dim(ker(f)) d'oti dim(ker(f)) = dim(im(f)) = 2.

Soit C = { ¢y, c2 } une base de im(f) alors il existe by, by € E linéairement indépendantes tels que f(by) = ¢; et
f(b2) = co. Comme ker(f) = im(f), alors C est aussi une base de ker(f) et donc f(c;) = f(cz) = Og. Autrement dit
f2(by) = f?(by) = O¢. Comme la famille { by, by, c;,co } C E est libre et a cardinalité 4, elle est une base de E et
f2(by) = f?(bg) = f?(c1) = f?(c2) = Of, alors fo f = 0.

Prouvons que @ = @ : si dim(im(f)) = 2, d'aprés le théoréme du rang on a 4 = dim(E) = dim(ker(f)) +
dim(im(f)) = dim(ker(f)) + 2 d'ot dim(ker(f)) = dim(im(f)) = 2. Soit £ = { ey, ez, e3,e4 } une base de E telle
que {f(e1), f(e2) } est une base de im(f). Comme fof = 0 alors { f(e1),f(e2) } est une base de ker(f) donc
ker(f) = im(f).

Exercice 4.38 CT Juin 2012

Soit A une matrice carrée d'ordre n € N* dont les éléments sont les entiers consécutifs 1,2,3, ... écrits l'un aprés
lautre, ligne apres ligne :

1 2 3 ....n
n+1 n+2 n+3 ... 2n
A— 2n+1 2n +2 2n+3 .o 3n
(n=n+1 (n—=1n+2 (n—1)n+3 ... n?
Montrer que ker(A) = ker(AT).
CORRECTION.  Si x = (X1, x2,...,X,) € ker(A) alors Ax = 0, c'est-a-dire

X1+ 2x9 +3x3 + -+ nx, =0,
(n+x1+(n+2)x2+(n+3)x3+ -+ (n+n)x, =0,
2n+1)x1+ 2n+2)xa + (2n 4+ 3)x3+ -+ (2n + n)x, =0,

(n=Dn+x1+((n=1Dn+2)xo+((n—=1)n+3)x3+---+((n—1)n+n)x, =0,
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qu’on peut réécrire comme

X1+ 2x0 +3x3 4+ -+ nx, =0,

n(xp +x2+x3+-+x,) + (x1 +2x2 +3x3 + -+ nx,) =0,
2n(xy +x2+x3+ -+ x,) + (x1 +2x2 +3x3 + - - + nx,) =0,
(n=1)(x1+x2+x3+ - +x5)+ (x1 +2x2+3x3+ -+ nx,) =0,

et qui est équivalent au systeme de deux équations linéaires

X1+ 2xa +3x3+ -+ nx, =0,
X1 +Xxo+x3+---4+x, =0.

De la méme manieére, st x = (x1, X2, ..., X,) € ker(AT) alors ATx = 0, c'est-a-dire

x1+ M+ Dxe+2n+1xs+---+((n—1)n+1)x, =0,
2x1+ (n+2)x2+ 2n+2)x3+ -+ ((n—1)n 4+ 2)x, =0,
3x1+(n+3)x2+2n+3)x5+ -+ ((n—=1)n+3)x, =0,
nxy+ (n+nxe+2n+n)xs+---+((n—1)n+n)x, =0,

qu’on peut réécrire comme

(nxa+2nx3+ -+ (n—=1)nx,) + (x1 + x2+ x5+ -+ x,) =0,
(nxe +2nx3+ -+ (n—1Dnx,) +2(x1 + x2+ x3+ -+ x,) =0,
(nxa +2nxs+ -+ (n—1nx,) +3(x1 +x2+x3+ -+ x,) =0,

(nxe +2nxs+ -+ (n—1)nx,) +n(xy +x2+x3+ -+ x,) =0,

et qui est équivalent au systeme de deux équations linéaires

X1+ X2+ x34+--+x, =0, (Ly « Ly —Ly)
xa+2x3+ -+ (n—1)x, =0, (L2<— %1(:% l<:2,...,n)

X1—|—X2—|—X3+"'+Xn=0,
X1+2X2+3X3+“‘+I7X”:0, (L2<—L2+L1).

Par conséquent ker(A) = ker(AT).

Exercice 4.39 CT Juin 2012

Soit n € N* et considérons l'endomorphisme f de R,[x] défint par

f: Ry[x] = Ry[x]
pq(p)+r(p)

phisme f quand on muni lespace R,[x] de la base C.
2. Calculer rg(f).

© G. FACCANONI

ol g(p) est le quotient de la division de p(x) par x et r(p) est le reste de la division de p(x) par x".
1. Soit C = {1,x,x2, X" } la base canonique de R,[x]. Donner M(f,C) la matrice associée a l'endomor-
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CORRECTION.
1. On a

par conséquent la matrice M(f,C) de dimension (n+ 1) x (n+ 1) est

M(f,C) =

o

0
0
0

—_

0
0
0

]

0
0
0

0
0
1

0
0
0

o o oo

1
1
0

O = O o o O O

2. det(M(f,C)) = 0 et en supprimant la derniére ligne et la derniére colonne on a une matrice carrée d'ordre n

triangulaire supérieur dont le déterminant vaut 1, par conséquent rg(f) = rg(M(f,C)) = n.
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