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Exercice 1

On considére l'espace R? muni de la base canonique B = (e1;es; e3) et 'endomorphisme f de
R? définie par f(x;y;2) = (x +y+22;20 +y+ 2,y + 32)
1- Déterminer kerf et Imf
On donnera pour chacun de ces sous-espaces de R? une base éventuelle et la dimension
2- I’endomorphisme f est-il bijective 7 Justifier votre réponse

Exercice 2

On considére K-espace vectoriel £ muni de la base B = (ey; es; €3) et 'endomorphisme f de E
définie par f(e1) = e; + e —e3; f(ea) = €1 —ea +e3 et f(ez) = 2e1 + 2e5 — 2e3
1- Déterminer kerf et Imf

On donnera pour chacun de ces sous-espaces de R? une base éventuelle et la dimension
2-Prouvons que E = kerf @& Imf

Exercice 3

Soit E un espace vectoriel de dimension n . On considére deux endomorphismes f et g de F
vérifiant.
ii. rg(f) +rg(g) =
1- Prouvons que ker(f) C m(g)
2- Prouvons que ker(f) = Im(g)
3- Prouvons que fog = 0z
4- Prouvons que fof=fetgog=g

Exercice 4

1- Soit F un K-espace vectoriel E; et Ey deux sous-espaces vectoriels de E de dimension finie
(a)Soit 'application ¢ : Ey X Ey; (z;y) = v+ y
Prouvons que ¢ est une application linéaire et déterminer kerp et Imgp
(b)Soit application définie par ¢ : E1 N Ey — keryp; x — (x; —x)
Prouver que ¢ est un isomorphisme .
(c)En déduire que dim(Ey + Es) = dimE, + dimEy — dim(E, N Ey)
2- Soient u et v deux éléments de L(F1; F') ou F est un K-espace vectoriel
(a)Prouvons que rg(u +v) < rg(u) + rg(v)
(b)Déduire que | rg(u) —rg(v) |< rg(u + v)

Exercice 5

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n et a un vecteur non nul de F.
On suppose qu’il existe un endomorphisme f de E tel que fo f = —Idg.
On dit qu’un sous-espace vectoriel F' et E est stable par f lorsque f(F) C F



1- Justifier que f est un automorphisme
2- Démontrer que la famille (a; f(a)) est libre. En déduire que E n’est pas une droite vectorielle
3- On suppose que E est plan vectoriel . Justifier la famille (a; f(a)) est une base de E .
4- Dans le cas général | soit F, le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs a et f(a)
Prouver que F, est plus petit sous-espace vectoriel de E stable par f et contenant a
5- soit b un vecteur non nul de F
(a)Démontrer que les sous-espace vectoriel F, N F, et F, + F}, sont stable par f
(b)Démontrer les deux équivalences suivantes
(be F, < (F,=F))
(b F, & (F.0 F) = 0)
6- En déduire que n n’est pas égal a 3

Exercice 6

Soit E le sous ensemble de M3(R) défini par

E = {M(a;b;¢c) = ; (a;b;c) € R*}

o O 2
o ot O
Q@ OO

1- Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R) stable pour la multiplication
des matrices .
Calculer dim(E)
2- Soit M (a;b;c) un élément de E
Déterminer , suivant les valeurs des paramétre réels a,b et ¢ le rang de M (a;b;c)
Calculer (lorsque cela est possible ) l'inverse M (a;b;c)~' de M(a;b;c)
3- Donner une base de E formée de matrice inversible et une autre formée de matrice de rangl

Exercice 7

Dans R-espace vectoriel R? muni de sa base canonique B(ey;e;);0n donne un endomorphisme

¢ défini par ¢(e;) = e; — 2eq et ¢(e1) = e — ez et on désigne par A sa matrice relative a B .

On considére I'application T' définie sur Ms(R) par T'(X) = AX pour tout X € My(R)

1- Prouver que T est un endomorphisme de My (R) puis déterminer sa matrice relative a la
base canonique de Ms(R).

2- Prouver que T' est un automorphisme de My (R) et que T vérifie T? = Idp,(r)

Exercice 8

On appelle trace d'une matrice carrée AM,(K); et on note 7r(A) . La somme des éléments de
sa diagonale principale . Autrement dit, si A = (a;;)1<i<n alors

T’/’(A) = Zaii = a1 —i—a12+~-'—i—am
i=1

On considére I'application Tr : M,,(K) — K
1- Prouver que T'r est linéaire puis déterminer la matrice de 1" relative aux bases canoniques

de M,,(K) et de K.
2- Déterminer Im(7Tr) (on en donnera une base et la dimension )

puis on en déduire la dimension de ker f(Tr)
3- Prouver que pour tout A € M,,,(K) et pour tout B € M,,.,(K);Tr(A x B) =Tr(B x A)



Exercice 9

Déterminer le rang de chacun des matrices suivantes :

1 1
1 - =

%Zf' 1 1 1 1 a1 0
1 a 1 b 1

1 = = = 2)| b+c c+a a+b 3)

%%4 bc ca ab b1
2 Z m b 1 a 1
3 4

Exercice 10

Soit 'application f : R, [X]R,[X] définie par P — P — (X —2)P';n > 2
1- Prouver que f est un endomorphisme .
2- Dans le cas ot n = 2; déterminer kerf et en donner une base .
3- Calculer f(1), f(X) puis f(X?) pour p <n
En déduire une base de Imf puis la dimension de Im f
Déterminer la matrice de f relative a la base canonique de R, [X]
4- Déterminer la dimension de kerf et une base de kerf dans le cas général.

Exercice 11

Soit [ = I3 la matrice identité d’ordre 3 et J = . On appelle E le sous-espace

O O O
OO =
o = O

vectoriel de M3(R) engendré par I, J, J? :

E ={M(a;b;c) = al +bJ + cJ* € M3(R)/(a;b;¢) € R}

1- (a) Calculer J* pour tout k de N*
(b)Montrer que B = (I; J; J?) est une base de E
2- Soit F' le sous ensemble de E formé des matrices de la formes M(1;b;¢) (on prend a = 1)
(a) F est-il un sous espace vectoriel de E
(b) Montrer que F est stable par la multiplication des matrices .
(c) Montrer que toute matrice de la forme M (1;b; c) est inversible et que sa matrice inverse
est dans F'.
3- On considére lapplication f : £ — R?
M (a;b;c) — (a+bya —c)
On note B la base canonique de R?

a) vérifier que f est une application linéaire

b) Déterminer le noyau de f , en donner sa dimension et une base

c) f est-elle surjective

d) Déterminer la matrice A de f dans la base B de E et B’ de R? : A = Matgp(f)
e) On pose C = (I;1 — J;1 — J + J?) et C' = ((1;1); (0; 1))

Montrer que C est une base de E et que C’ est une base de R?

Déterminer la matrice A’ de f dans les bases C et C’

(
(
(
(
(

Exercice 12



Soit, f un endomorphisme du R-espace vectoriel R3; B la base canonique de R? et M = Matg(f)
définie par

b
b
a

St o Q
R

ol a;b sont des réels donnés
On considére les vecteurs de R? définie par uy = (1;0; —1);us = (1; —1;0) et uz = (1;1; 1)
1-Prouver que C = (uy; uy; us) est une base de R3 . Déterminer C la matrice de f dans
la nouvelle base C puis déterminer C" pour tout entier naturel n.
2-Soit P la matrice de passage de B a C
Prouver par récurrence que (PCP~1)" = PC"P~! pour tout entier naturel n.
3-En déduire que pour tout entier naturel n on a :

2 -1 -1 1 11
—b)" 2b)™
M" = % -1 2 -1 |+ % 1 1 1
-1 -1 2 1 11
Exercice 13
Soient £ un R-espace vectoriel et B(eq; eq; e3) une base de E
On pose u=-e;+ey+e3;0=e1+eyetw=—ey+e3
On définie les endomorphismes f,;g et p de E par :
1 1
fuler) = e1— —ea+ —e3
n Jt gler)= 0 pler) = u
1 n+ 1
fule2) = —ei + €2 — 563 glea) = e et ple2) = w
gles) = e3 ples) = w
fales) = —e1 + —eg +e3
n n
pour n € N*,

1. Déterminer la matrice A, de f, relative a la base B puis en déduire pour tout (z;y;z2) € R?
I'écriture de f,(ze; + yes + ze3) dans la base B pour tout n € N*
1
2. On pose h, = Idg + —gVn € N*
n

(a)Prouver que C = (u;v;w) est une base de E

(b)Prouver que la matrice D,, de h,, dans B est celle de f,, dans C pour tout n € N*
3. On pose m, = f1o fao fzo---0 f,;Vn € N*

(a)Prouver que 7, =pohjohyohgo---h,op t;¥n € N*

(b)Prouver par récurrence sur n que pour tout n € N* on a :

hiohgohzo---0oh, =Idg+ ng
(c)En déduire m(ey); m(e2) et m(es)
4. Soit n € N*

(a) Prouver que hy o hy o hgo--- o h, est inversible et son inverse est [dp — 59
(b) En déduire que 7, est inversible et déterminons dans B la matrice de ()™

Exercice 14



Soient u,y, un endomorphisme d’un R-espace vectoriel £, B = (e1;ez; es;eq4) une base de E
Discuter suivant les valeurs des paramétres réels a et b, de la dimension du noyau et de I'image
de u,,, dont la matrice relative a la base BB est définie par

2
-1

o O

SO ==
= = Q
S = o

Exercice 15

On considére la matrice

Calculer (A — 1) ou I est la matrice identité (unité) d’ordre 3 puis en déduire que A est inver-
sible et calculer son inverse.

Exercice 16

1 1 1
T i) c. Tn
Soit x1; xo; - - - &, une suite de n complexes. On pose A,, = a3t S
ot bt !
n—1
1. Prouver qu’on a la relation A,, = H(mn —x;)An_q
i=1
2. Calculer alors A,
1 1 ... 1
T To . T
3. A quelle condition la matrice vandermonde a3t x5 ... T est-elle inversible .
:1:1_1 xg_l 1
Exercice 17
111 =z 1 a o 0 a b c
|11 a1 B 9 ~la 0 ¢ b
Dl_lxllDQ_}ii2D3_cha
r 1 1 1 c b a 0

ol a;b et ¢ sont des réels
Les résultats seront présentés sous forme de produit de facteurs.

Exercice 18



Soit E un K-espace vectoriel et (eq,--- ,e,) une base de E. On considére 'application.

fK—=F
(Oéh"' , Q) ’_)Zaiei
i=1

1. (a)Justifier que f est bijective puis en déduire que si K est un ensemble fini alors E est fini
et déterminer le cardinal de F.
(b)Application : déterminer le cardinal de F si K = Z/pZ ot p est un nombre premier .
2.Prouver que si K a un nombre infini d’éléments,il en est de méme pour I'ensemble E.
On pose pour la suite que K a un nombre infini d’éléments
Soit G un sous-espace vectoriel (s-e-v) de E |, différent de E et de {0g}
3. Justifier que admet au moins un supplémentaire H dans E de base (b, - by,)
4.Soient a € G et H, le s-e-v de E engendré par la famille (a + b;)ic(i,... m)
(a)Prouver que la famille (a + b;)icq1,... m} est une base de H .
(b)Prouver que £ = G & H,.
(¢c)Prouver que V(a;b) € G H, = Hy,= a=10
(d)Conclure que G admet une infinité de supplémentaires dans E

Exercice 19

On considére Papplication f qui a tout polynéme P du R-espace vectoriel R3[X] associe le reste
de la division euclidienne de P par X? — 1
1. Prouver que C = (1; X — 1; X2 — 1; (X? — 1)(X + 1)) est une base de R3[X]
2. Prouver que f est un endomorphisme de R3[X]
3. Déterminer les matrices Matg(f) et Matc(f) de f relatives aux bases respectives B et C
4.Calculer rg(f)
Déterminer 'image et le noyau de f.On donnera pour chacun d’eux une base.
Prouver kerf @ Imf = R, [X]
5.Prouver que fo f=f.

Exercice 20

On appelle trace d’une matrice carrée A € M,,(R) et on note Tr(A) , la somme des éléments
de sa diagonale principale .Autrement dit; si A = (a;;)1<i;j<n alors

n

T.(A) = Zam’ = a1+ G2+t dpp
i=1
1. (a)Prouver que 'application T} : M,,(R) — (R); A +—— T,.(A) est
une application linéaire

Déterminer Im(T,.) puis en déduit la dimension de ker(T,.)
(b)Prouver que pour tout A € M,,.,(R) et B € M,,,(R);

T.(Ax B)=T,(B x A)

2.0n pose £ = M, (R)
On considére 'application

N:E—R

A —s /T, (AT x A)



ou AT est la transposée de la matrice A
(a)Justifier que N est bien définie
(b)Prouver que pour tout A € F;

(c)Comparer N(A) et N(AT)

Exercice 21
Soit f Pendomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est donnée par

1 0 1
A= -1 2 1
1 -1 1
1.Prouver que le sous-espace vectoriel ker(f — Idgs) est le sous-espace engendré par
le vecteur u = (1; 1;0)
Prouver que v = (0;0; 1) est tel que ker(f —idgs)(v) =u
2.Chercher un vecteur w de l'espace vectoriel ker(f — 2idgs)
Prouver que (u;v;w) est une base de R3
Calculer la matrice T de f dans (u;v; w)
3.Calculer f*(v) pour tout k € N.Déduire 7% pour tout k € N
4.Calculer A* pour tout k € N



|PROPOSITION DE CORRIGEE TYPE

Exercice 1 :

8(61;62;63) f IR3 —)Rg
(x,y,2) — (t+y+22,2x+y+ 2,y + 32)
1-Détermination de Kerf et Imf

kerf ={(x,y,z) € R?, f(z,y,2) = Ops

flx,y,2) =0ps <= (rv+y+22z,2xr+y+2,y+32) =0

r+y+22=0
— 2e+y+2=0
y+32=0
r+y+22=0
<= —y—32=0
y+32=0
r+y+22=0
— 2v+y+2=0
0z=0
r+y+22=0
= y=—32
zeR

rT= z

= y= —3z
ze R

Donc kerf = {(z,32,2),z € R} = {2(1;-3;1),z € R}
kerf est un sous-espace vectoriel engendré par un seul vecteur non nul.Donc (1; —3;1) est une
base de kerf et dimkerf =1

Imf = {f(z,y,2),(z,y,2) € R%}
= {(z+y+2220 +y+ 2y +32), (z,y,2) € R}
= {(2;22;0) + (y; y; ) + (22; 23 32); (w395 2) € R?}
= {2(1;2;0) +y(1;1;1) + 2(2;,1;3); (295 2) € R}
Imf = wet((1;2;0), (1;1;1;))

D’apres la formule du rang on a :

dimImf = dimR3 — dimker f
= 3—-1
dimImf = 2

‘dim[ mf = 2‘
Comme Imf est engendré par deux vecteurs en dimension 2 , alors ((1;2;0),(1;1;1))
est une base de Imf




2- vérifions si 'endomorphisme f de R? est bijectif

f n’est pas bijective car f est un endomorphisme et kerf ## Ogs

Exercice 2 :
B = (e1,e2,e3); fler) =e1+ex—eg; flea) =e1 —ea+e3; fles) = 2e1 + 2ex — 2e3

1- Déterminons kerf et Imf

kerf ={ue€ E/u=0g}

3
Soit u = inei € F avec x; = (11;79; 73) € K5.
i=1
Ona:ué€kerf <= f(rie; + x9es + x363) = Op
< xlf(el) + .TQf(@Q) + l’gf(eg) =0g
< w1(e1 + ey —e3) + wa(e; — ea + e3 + x3(2e1 + 2e5 — 2e3) = 0p
< (1'1 + z9 + 21‘3)61 + ([L’l — T + 21‘3)62 + (—$1 + T9 — 21’3)63 =0g
T+ 22+ 223 =0
<= 1 — To+ 223 =0
—.7)1+132—2{L’3:0

1‘1—|—1L'2—|—2IL‘3:O

g —2x9 =0
CL’QIO
<< 11 =—-2x3¢et19=0

Donc kerf = {(—2x3e; + 0ey + x3e3); x5 € K}
= {x3(—2e; +e3);23 € K}
= wvect((—2e; + e3))

kerf est engendre par le vecteur non nul (—2e; + e3). Alors une base de kerf est (—2e; + e3)
et dimkerf =1

Imf = wvect(f(e1); f(ea); f(e3))
= wect(eg + es — e3;e1 — ea + e3;2e1 + 2e9 — 2e3)
Imf = wect((ex +ex —e3); (e1 —ex + €3))

Car 2e; + 2e5 — 2e3 = 2(e1 + e5 — e3) .Or d’aprés la formule du rang on a :
dimImf = dimE — dimkerf
= 3-1
dimImf = 2

Ainsi une base de Imf est (e; + ex — e3;e1 — ea + €3)

2- Prouvons que kerf NImf =F
Déterminons kerf N Imf
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Soit x € kerf NImf

x € kerf

r€kerfNImf < {xe Imf

Donc kerf NImf = 0g et dim(E) = dimker f + dimImf(d’aprés la formule du rang)

kerf@Imf=F

Exercice 3 :

dimE =n; f et g deux endomorphismes vérifiant
i rg(f)+rglg) =n
1- Prouvons que ker f(f) C Im(g)

Soit x € kerf
r€kerfs f(x)=0g Or (f+g)(z)=1idg(x) Cest-a-dire f(z)+ g(x)=1idp(x)
Donc g(z) =z < x = g(z) € Imf
Alors

ker(f) C Im(g)

2-Prouvons que ker(f) = Im(g)
On sait que rg(f) +rg(g) =n;
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ona:
rg(g) = n—rg(f)

= n— (dimE — dimkerf)

rg(g) = dimkerf car dimE =n

C’est-a-dire que dimIm(g) = dimker(f) or d’aprés 1 : on a ker(f) C Im(g)

ker(f) = Im(g)

3- Prouvons que (f o g) = 0gr

Soit x € K
(fog)(x) = flg(x)] or g(z) € Img = ker f donc (f o g)(z) = 0p = Oge(z)
(fog)=0gs
4-Prouvons que (fo f)=fet (gog) =g
x(fof)=1f
Ona: f(z)= (foidg)(x)
= f(z)o[f(z) + g()]
= (fof)(x)+ (fog)(z) car f(x) est linéaire
= (fof)(z)+0ge
f(x)= (fof)(x)
Alors
f=(fof)
(9o9) =g
Soitx e B
Ona:g(z) = (idgog)(z)
= [f(z) +g()] o g(7)
= flg(@)] + g[(z)]
= glg(x)] car fg(z)] = Ope
g(@) = (gog)(z)
Alors|g=(gog)
Exercice 4 :

1-(a) ¢ : F1aEy — E
(zy) — 2 +y
e Prouvons que ¢ est une application linéaire

Soit « € K, (x;y) € ErxEy, (2)3y) € E1xE,
Ona: a(z;y)+ (2;5vy) = (ax +2";ay + ') € EyxEy

olar +2'5ay + )
ar + 2oy +
afz+y)+ (2 +y)
ap(z;y) + o' +y)

ela(z;y) + (2';9)]

ela(z;y) + (259)]
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D’ou ¢ est une application linéaire
e Déterminons kerf et Imf

kerf = {(z;y) € E1 X Ep, p(x;y) = 0}
Soit (z;y) € E1xkEsy

(x;y) € kerf & p(x;y) =0g
& y=—xetx e Fycary € Fy
& y=—xetrxe EyNEycarx € By

Donc | kerp = {(z; —z);2 € Ey N Ey}

)€E1XE2}
€E1><E2}

€,
Y

Imp = {p(x;y),
= {z+y(

8~
—

Donc’ Imy = E; + Ey ‘

(b) Ip cEiNEy, — kerf
r— (x;—x)
e Prouvons que ¢ est un isomorphisme

~ Montrons que 9 est linaire

Soit a e Ksx € EyNEy ety € BN Es
Y(ar +y) = (ax+y);—ar —y)
= (ax; —ax) + (y; —y)

= a(z,—x)+ (y; —y)
Y(ar +y) = () +P(y)

Par conséquent 1) est linéaire

* Montrons que v est bijective

Injectivité : Soit u € (Ey N Ey)

u € kerp < P(u) = Oery
= (u; —U) = 0E1><E2
= (U; —U) = (OE,OE)
< u=0g

Donc kery = {0g} par conséquent 1 est injective
Surjectivité : Soit u € kery

u € keriy alors il existe x € Ey N Ey tel que u = (x, —x) = 1(x) . Alors ¢ est surjective .
En somme 1) est un isomorphisme .



(¢) En déduisons que dim(E; + E2) = dim(E) + dim(Es) — dim(E, N Ey)

13

Comme FE; et E, sont des sous-espaces vectoriels de E/ de dimension finie alors F; N Ey est

de dimension finie et on :

dim(Ey N Ey) = dim(kery) ( d’aprés b)
= dim(F; x Ey)( formule du rang)

d@m(El N EQ) = dzm(El) + dzm(Eg) — dzm(E1 -+ E2)< car Imga = E1 + EQ)

Donc |dim(E; + Ey = dim(E,) 4+ dim(Ey — dim(Ey N Ey)

2- (u;v) € (L(Ey; F))? avec F un K-espace vectoriel

(a) Prouvons que rg(u +v) < rg(u) + rg(v)

Soit y € Im(u + v)

y € Im(u + v) alors il existe z € E; tel que y = (u+v)(z) = y = u(z) + v(x)

alors y € Im(u(x)) + Im(v(z))

Donc Im(u +v) C Im(u(zx)) + Im(v(x))

On a : dimIm(u+v) < dim(Im(u(x)) + Im(v(z)) (1).
Or la formule de Grassmann .

dimIm(u(x) +v(z)) = dimIm(u(z)) + dimIm(v(z)) — dim(Im(u) N Im(v))

donc dim(Im(u(zx)) + Im(v(x)) < dimIm(u(z)) + dimIm(v(x)) (2)
dD)e (1) et (2) on a : dim(Im(u) + Im(v)) < dimIm(u) + dimIm(v)

rg(u+v) <rg(u) +rg(v)

(b) Déduisons | rg(u) —rg(v) |< rg(u+ v)

rg((u+v) + (—v)) <rglu+v) +rg(—v) . Or rg(—v) = Im(—v)

Im(—v(z)) = {-v(r);z € E}
= {v(—z);z € E} car v € L(E)

Im(=v(z)) = {v(t);t € E}
Alors Im(—v) = Im(v)

Donc
g((u+v)+(—v)) < rg(u+wv)+rg(v)
rg(u) < rg(u+v)+rg(v)
rg(u) —rg(v) < rg(u+v)(1)
et

< rg(u+v)+rg(u)
rg(v) < rg(u+v)+rg(u)
(u) < rg(u+v)(2)

De (1) et (2) on a: —rg(u+v) < rg(u) —rg(v) < rg(u+ v)
D’ou

| rg(u) —rg(v) |< rg(u+v)

Exercice 5 :
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E est un sous-espace vectoriel de dimension finie n non nulle et f un endomorphisme de E tel
que fo f=—idg

1-Justifions que f est un automorphisme
f étant un endomorphisme

(fof)=—idg< —(fof)=1idg
& (—f)of=1idg

(—f) = f~! alors f est bijective. Donc f est un automorphisme

e Donne la matrice de f en fonction de celle de f dans la base donnée

Soit B une base de E et Matp(f) la matrice de f relative A la base B (—f) o f = idy alors
ona: f'=—falors Matg(f™') = Matg(—f) = —Matg(f)

Donc

Matp(f~) = —Matp(f)

2- Démontrons que la famille (a; f(a)) est libre

Supposons que la famille (a; f(a)) est libre alors 3y € R tel que f(a) = va

fla)=~a= [(f(a)) = f(y
f(f(a)) = ~v[f(a)

(Y2 4+ 1)a =0

v?+1=0 car a # 0 ce qui est absurde

tteee
|
I

Donc la famille (a; f(a)) est libre

e Déduisons que F n’est pas une droite vectoriel

Og #a = E # {0g} alors dim(E) > 1
Soit B = (ey;eq9;...;€,) une base de E or (a; f(a)) est ne famille libre de £ donc dim(E) > 2
car une base est une famille libre maximale . Par conséquent dim(E) # 1 .
Ce qui montre que E n’est pas une droite vectoriel.
3-Justifions que la famille (a; f(a)) est une base de £

FE étant un plan vectoriel alors dim(F) = 2 or (a; f(a)) est une famille libre donc (a; f(a))
est une base

e Matrice de cette base
E étant un plan vectoriel alors
fla) =0xa+1x f(a) & f(a) =(0;1)
f(f(a)) = (fo f)la) = —idp(a) = —a < f(f(a)) = (—1;0)

o)

e}

Matg(f) = (

—_
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4-Prouvons que F, est le plus petit sous-espace vectoriel de E stable par f et contenant a

o ', = vect(af(a)) done F, est un sous-espace vectoriel de E (1)
ea x1+4+0x f(a) =adonca€ F, (2)

eSoity € f(Fy)

yef(Fa)@ EIxGF’a/y:f(l‘)
& A a;8) e R:z=aa+ Bf(a) et y = f(2)
& J(a;p) e R%y = flaa+ Bf(a))
& Ja;p) e Ry =af(a) + Bf(f(a))
& I p) eR%y =af(a) - fa

af(a) — fa € F, alors y € F, . On conclut que f(F,) C F, (3)

e Montrons que aC F,

I )aCEF}’? alors f(a) € f(F,) C donc f(a) € F par conséquent a C F, (4)

De (1); (2); (3) et (4) on a : F, est le plus petit sous-espace vectoriel de E stable par f et
contenant a .

5- (a)Démontrons que les sous-espaces vectoriels F, N Fy, et F, + F}, sont stables par f

® Fa N Fb
Il s’agit de montrer que f(F, N Fy) C F, N Fy
On sait que f(F, N Fy) C f(F,) N f(Fy) or f(F,) C F, et f(F,) C Fy car F, et F, sont stable
par f . Ainsi f(F,NF,) C F,NE,
Alors le sous-espaces vectoriels F, N Fy, est stable par f (1)

L] Fa + Fb
Il s’agit de montrer que f(F, + Fy) C F, + F,
Soit x € F, + Fy , alors il existe (z,;7) € F, X F}, tel que x = x, +

Alors
f(l') = f(xa + xb)
= f(xq) + f(xp) car f linéaire

Comme F, et Fy sont stable par f alors f(z,) € F, et f(z,) € F} .

Ainsi f(x) = f(z.) + f(23) € Fo + Fy

Par conséquent f(F, + F,) C F, + F,

Alors le sous-espaces vectoriels Fj, + Fj, est stable par f (2)

De (1) et (2) les sous-espaces vectoriels F, N Fy, et F, + F}, sont stables par f

(b) Démontrons les deux équivalences (b € F,) & (F, = F,) et (b# F,) < F,NF, ={0g})

e (be F,) & (F,=F,)
(«<)Supposonsque (F, = Fy) et montrons que (b € F,)
On sait que b € Fy or F, = Fy donc b € F, . Alors (b€ F,) < (F, = F,) (1)
(=)Supposonsque (be F,) et montrons que (F, = F)
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(be F,) = f(a) € f(F,) C F, alors f(a) € F,
F, = vect((b; f(b))) C Fp car b € F, alors F, C F, .
D’aprés la question 2- ((a; f(a))) et ((b; f(b))) sont libres car b # Og ainsi elle forment respec-
tivement les sous-espaces Fj, et F}, alors dim(F,) = dim(F,) = F, = Fy, .
Donc (b€ F,) = (F, = F,) (2)
De (1) et (2) on a bien (b # F,) < F,NF, ={0g}

° (b 7é Fa) s F,oNEF, = {OE})
Raisonnons par absurde en supposant que (b € F,) < (F, N F, = {0g})
De ce qui précéde
(beF,)= (F.=F)
= [LNEkE,=F,=F

ce qui contredit F, N F, = {Og} car F, # {Og} par suite (b # F,) < F,NF, = {0g})
6- Déduisons que n n’est pas égal a 3

Raisonnons par absurde en supposant que n = 3 .
On sait que (a; f(a)) est libre alors d’aprés le théoréme de la base incompléte il existe
c € E—{0g} tel que (a; f(a);c) est une base de E . Ainsi ¢ # F, or d’aprés la question 5-(b)
F.NF.={0g} alors (a; f(a);c; f(c)) est une famille libre de E ce qui contredit n =3 .
D’ou n n’est pas égal a 3

Exercice 6 :

E =< M(a;b;c) = i (a;b;c) € R3

o O e
o ot O
< OO0

1-Montrons que E est un sous-espace vectoriel de M3(R)

a 0 c
E = M= (a;b;c)=1| 0 b 0 |;(a;b;c) eR?
c 0
1 00 000 001
—dalooo 4|01 0]|4c|l 000 |;i(@be)ers
0 0 1 0 00 1 00
1 00 0 00 0 01
—weet(f 000 ;010000
0 00 0 00 1 00

Alors E est un sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par une famille de trois vecteurs en
dimension trois .

- stabilité pour la multiplication des matrices

Soit M (a;b;c) € M3(R) et M'(a';V; ) € M3(R)
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a 0 c ad 0 c
M.M = 0 b 0 0 v 0
c 0 a c 0 d

aa' +cc 0 acd +cd
M.M = 0 by 0

ac 0 ad +cd

V(a;b;c) € R3 et V(a';0;¢) € R alors (ad + ca’) € R et b € R car R est stable pour la
multiplication et I'addition .
- Calculons dim(E)

Comme FE est engendré par trois vecteurs en dimension trois alors |dim(E) = 3

2-Déterminons suivant les valeurs des paramétres réels a; b; et ¢ le rang de M (a; b; c)

rg(M(a;b;¢)) = rg

o O 2
o ot O
Q@ O 0

o
S
+
)

o —
(@] =)
QO =
N— ~—— ,

a+c
= rg 0O b 0

= (a+c)rg| 0 b

1 01
= (a+c)rg| ¢ 0 a
0 b 0
10 1
= (a+c)rg| 0 0 a—c
0 b O
1 01
= (a+c)la=—c)rg| 0 0 1
0 b 0
1 01
= blat+c)la—crg| 0 0 1
010
1 01
rg(M(a;b;c)) = bla+c)la—crg| 0 1 1
0 00

Discussion
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at+c=0o0ua—c=0o0ub=0
esia=coua=—-coub=0ona

rg(M(a;b;c)) =0

esia#coua#—coub#0ona

rg(M(a;b;c)) =3

- Calculons Pinverse M~!(a;b;c) de M(a;b;c)

det(M(a;b;c)) = —b(a + c)(a — ¢) = —b(a® — ?)

ab 0 be
com(M (a;b;c)) = 0 a*>—c* 0
be 0 ab
a 0 c
com(M(a;b;c)) = bv*(a®>—-cA) | 0 1 0
c 0 a
M~ (a;b;¢) = ! x com(M (a;b;c))
Y det(M (a; b; c)) o
1 a 0 c
= SR xb(a*—c)| 010
b(a? — ¢?) c 0 a

M~Y(a;b;c) = —b

o O e
O = O
L OO

3-Déterminons une base de E formée de matrices inversible et une autre formée de matrices de rangl
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Exercice 7 :
Blei;eases); dler) =er —2ex;  Plea) =eq —ex; A= Matg(d)

1-Prouvons que T est un endomorphisme de Ms(R)

Soit o € R; (Xl;Xg) S MQ(R) X MQ(R)

T(OéXl + Xg) == A(OéXl + XQ)

AlaXy) + A(Xy)
aA(X;) + A(Xo)
T(aX, + X5) = T(aX;)+T(Xy)

De plus VX € My(R); X € AM,(R) car la multiplication des matrices carrées est interne dans
En somme T est un endomorphisme de My(R)
e Sa matrice relative a la base canonique C et Ms(R)

Posons C = (EH; Elg; EQI; EQQ) avec

X = ( Zr; Zé ) = 2B+ yEuz + 2B + By € Ma(R)

- (4 5)(00)- (50 5
T(X)= (x+2)En+ (y+t)En+ (—2x — 2)Ey + (—2y — t)Fa

Soit B la matrice de T dans C

T+ z 1 0 1 0 T
B y+t _ 0 1 0 1 Y
TX)=BX<=1 o5 . |=| 2 0o -1 o 2
—2y—t 0o -2 0 -1 t
Donc
1 0 1 0
0 1 1
B= -2 0 -1 0
0O -2 0 -1

1 0 1 0 1010
0 1 0 1 010 1

det(B)=1 5 o _1 o0 |=loo 10|~}
0 -2 0 -1 000 1
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det(B) =1 # 0 donc B est inversible et par suite T est un automorphisme .
e Vérifions que 7% = —Idp,(r)

Soit X € My(R)

= T[T(X)]
= A[AX]
TX(X)= A2X
Or
42— 1 1 1 1 _ -1 0 B 1
-2 -1 -2 -1 0 -1 0
A2 = —Idp,m)
Donc T?(X) = A?2X = —Ida,mw)(X)
D’ou
T? = —Idpyw)
Exercice 8 :
1.Prouvons que Tr est linéaire Soit 5 € K; (A; B) € M,,(K) x M,,(K)

Soit A = (aij)i<ij<n €t B = (bij)1<ij<n
BA+ B = (Bai + bij)i<isj<n
T.(BA+ B) = Y (Ba + bi)

i=1

= Z Baii + Z bii
i=1 i=1

T,(BA+ B) = 52% + Zbii
i—1 i—1

T.(BA+ B) = PBT.(A) +T,(B)

Donc T, est une application linéaire .
e Déterminons la matrice 7, relative bases canonique M,,(K) et de K

Soit M = (aj)1<i;j<n? cette matrice avec
; { 1 sij=kn+(k+1);ke|0;n—1]
ij =

0 sinon

car pour tout k € [[0;n — 1]|; T (Er1k41) = Glient (bt 1)
Alors
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T (Erg1ie41) = Qiknt (k41)

2-Déterminons Im(7})

Im(T,) est un sous-espace vectoriel de K et dimK = 1 donc dimIm(T,) € {0;1}

De plus 1 = T,.(Ey1) € Im(T,); alors Im(T,) # {0k} par conséquent dimIm(7T,) = 1 donc
Im(T,) =K

Im(T,) =K

e Déduisons dimker(T,)

Im(T,) € LM, (K);K) et M,,(K) est de dimension finie alors d’aprés la formule du rang
on a : dimM,(K) = dimker(T,) + dimIm(T,)

Ainsi dimker(T,) = dimM,,(K) — dimIm(T,)

On déduit que dimker(T,) = n? — 1 car dimM,,(K) = n? et dimIm(T,) =1

Donc

dimker(T,) =n?* — 1

3-Prouvons que pour tout A € M,,,(K) et pour tout B € M,,.,,(K); T,.(A x B) =T,(B x A)

Soit A = (aij)1§i;j§n et B = (bij)lﬁi;jﬁn

p
Posons A x B = (Cij)lgi;jgn avec C;; = E aikbkj
k=1

n

T.(AxB)= Y ¢

=1

T.(AxB)= Y auwby (1)

i=1 k=1

p
— / /
Posons B x A = (c};)1<ij<p avec ¢j; = E b,
k=1

P
T.(Bx A)= ) ¢
=1
P n
= Z bikk;
=1 k=1
n p
= > biar
k=1 =1
n p
T.(AxB)= Y auby  (2)

&
Il
—
=
Il
—_

De (1) et (2) ona:T,.(Ax B)=T,(B x A)
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T.(Ax B)=T,(B x A)

Exercice 9 :

J:

o O O
S O =
S = O

E ={M(a;b;c) = al +bJ + cJ* € M3(R); (a;b;¢) € R}
1-(a)Déterminons J* pour tout k € N*

010 00 1 000
J=|1001];7°=[ 000 |;72=| 000
000 000 000
000
Alors pour tout k €>3;[ JF=[ 0 0 0
000

(b)Montrons que B = (I;.J; J?) est une base de E

Soit (a; B;7) € R3 tel que (ol + BJ +~J?) =03

1 00 010 0 01 0 00
(al + B +74J*)=03< af 01 0 |+81 001 |+~ 000]=]000
0 0 1 000 0 00 000
a B v 0 00
& 0O a g |=1000
0 0 « 0 00
a=20
& b=
7=0

Alors B = (I; J; J?) est une famille libre engendré par trois vecteurs en dimension trois . Donc
B est une base .
2-(a)

F= {M(1;b;¢) =I+bJ+cJ* € M3(R); (b;c) € R?*}

1 00 010 0 0 1
M= 010 )46l 001 ]+ec|l 00 0]eMR);bBC) R
0 01 0 00 000
1 b ¢
= M(1;b;c)=1 0 1 b | € M3(R);(b;c) € R?
0 01

03 # F alors F' n’est pas un sous espace vectoriel de £



(b)Montrons que F' est stable pour la multiplication des matrices

Soit M(1;b;¢) € M3(R) et M'(1;¥;¢) € M3(R)

1
0
0

1
0
0

b ¢ 1 v
1 b 01 v
0 1 0 0 1
b+b c+

1 b+t

0 1
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(a;c;a;0) € R done (b+0') € Ret (c+bb) € R car R est un corps . Alors M.M'M;3(R) par
conséquent F' est stable pour la multiplication des matrices .
(c)Montrons que toute matrice M (1;b;c) est inversible

M(1;b;¢) =

O O =

b
1
0

= S0

det(M(1;b;¢)) =1 # 0 alors M(1;b;c) est inversible

e Sa matrice inverse dans F

3 f.E—R?

M(a;b;c) — (a+bja —c)
(a)Veérifions que f est une application linéaire

1 b ¢ To Y1
01 b T = Y2
0 01 Z3 Ys
1 b V®—c
Donc |[M~Y(1;0;¢)=| 0 1 —b
0 O 1

Y1 = 21+ bxo + cxs
<~ Yo = T2+ bSL’Q
Ys = I3

To = y1 —bys + (b — ©)ys

& T = Yo — bys
T3 = Y3

Soit a € R; M(a;b;¢c) € E et M(d';V;c) € E
aM (a;b;c) + M(ad';b';¢) = M(aa; ab; ac) + M(a'; V5 )

flaM(a;b;c) + M'(a'; b5 ') =

flaM(a;b;c) + M'(a; b5 ') =

Alors f est une application linéaire .
(b)Déterminons le noyau de f et donnons une dimension puis une base

f(M(aa; ab;ac) + M (a5 V)
aa+a +ab;aa+ad —ac—
(0fa+b)+ (@ + ) a(a— )+ (
ala+bya—c)+ (a +b;d - )
o f (M{a;b;0)) + FOM (a5 )

a —c

)
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kerf ={M(a;b;c) € E/f(M(a;b; c)) = Ogs}

M(a;b;c) € kerf < f(M(a;b;¢)) = Ogz}
& (a+bya—c)=(0;0)
a+b=0
{a—c—O
{ a=c

< b=

Donc
kerf = {M(c;—c;c);c € R}
= {cI—cJ+cJ*ceR}
kerf = wect((cI —cJ + cJ?))

Alors kerf est engendré par le vecteur non nul (cI — ¢J + ¢J?) donc une base de kerf est
(cI — cJ + cJ?) et dimkerf =1
(c)Vérifions si f est surjective

D’aprés la formule du rang on a : dimE = dimker f + dimIm f

Alors
dimImf = dimE — dimkerf
= 3-1
dimImf = 2

Or Imf C R? car I'mf est un sous-espace vectoriel de R?

De plus dimImf = dimR? = 2 donc Imf = R? par conséquent f est surjective
(d)Déterminons la matrice A de f dans la base B de E et B de R?

Dans la base canonique B’ on a :

a
M(a;b;c) = (a+b a—c):(i (1) _01> b

Donc

Dans la base canonique B on a :

1 1 O
Ax[-(l 0 _1)

—_
— O
o O
I

VR

0 01

—_
()
N———

1
AX‘]:<1 0 -1
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Exercice 10 :
f R, [X] — R,[X] n>2
P—P—(X-2)F
1-Prouvons que f est un endomorphisme

Soit o € K et (P;Q) € R,[X] x R, [X]

f(@aP+Q)= aP+Q— (X —2)(
= aP+Q— (X —-2)(aP + Q)
= aP+Q— (X -2)(aP) — (X —2)Q
— aP+0Q—a(X —2)P — (X - 2)Q
— aP-a(X —2)P +Q— (X —2)Q
— alP— (X - 9P + [0 - (X -2
fleP+Q) = af(P)+ f(Q)

Par conséquent f est une application linéaire .
Or f est une application définie de R,,[X] dans R,,[X]
D’ou f est un endomorphisme .

2-Déterminons kerf et donnons une base dans le cas n = 2

kerf = {P € Ry[X]; f(P) = Oryx)}
Posons P = a + bX + cX?; (a;b;c) € R3

Pckerfs P—(X—=2)P =0g,x

& P=(X-2)P

& a+bX +cX?= (X —2)(b+2cX)

& a+bX +cX?=2cX?—4cX — 20+ bX

S a+bX +cX?= -2+ (b—4c)X + 2cX?
a= —2b

& b= b—4c
c= 2c

Pckerf < {CCL: 82[)

Donc
kerf = {-20+0b0X;b e R}

kerf = {b(—2+ X);b e R}

ker f = vect((—2 + X))

ker f engendré par le vecteur non nul (—2 + X)) par conséquent (—2+ X)) est une base de ker f
3-Calculons f(1); f(X) puis f(XP?) pour p <n

f(P)=P (X - 2P
1) =1
f1)=1

F(XP) = XP— (X —2)PXP!
XP — PXP +2pxP!
F(XP) = (1—P)X?+2PXP!
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F(XP) = (1 — P)XP +2PXP]

e Déterminons une base de I'mf puis sa dimension

Ona: Imf={f(P); P e R,[X]}

FOOR P o FO0) 5 F(X0)
— (L (X2t F00 ) PO car £(X) = F(X?)

Soit (a; ;-5 ) € R™ tel que ag + Zaif(Xi) = Or,[x]
=2

o + Z aif(XY) = Op,ix] © 1+ @a(4X — X?) + az(6X? — X?)

+a; 1[2(0 — 1) X772 4 (=) X!
+a;[2i X 4+ (1 —4) X
20+ D)X+ (—i) ] +
tan_1[2(n — 1) X772 4 (— n)X” 1]
o, [2n X" 4+ (1 — n) X™] = O, [x]

& ap +4asX + (—ag + 6a3) X% + - -
+H[(—1) a1 + 2i0;) X1
+[(1 =8y + 200 + Devigr] + - - + [(—n)an_1 + 2na,| X"
+(1 — n)oan” = OR,L[X}

( ap = 0
4042 =0

(—i)ai_l + 22051 =0

(—n)ay_1 + 2na, =0
(. (1-n)a,=0

Ce qui donne oy = ay = -+ -, = 0 Ainsi la famille (1; f(X?%;---; f(X7);---; f(X™)) est libre
par conséquent elle constitue une base de Imf
On a :

’dz’m[mf:n‘

e Déterminons la matrice de f relative a la base canonique de R, [X]

f(1) = (1;0;0;---;0)

f(X) = (2,0;0;---50)

F(X?) = (0;4,=1;--+;0)

X)) = (05 +52(3 — 1); (=4); -+ -5 0)

JXT) = (05265 (1 —i);-- - 0)



FXH) = (0323 + 1); =i+ 5 0)
FX") = (0;-++:2(n — 1); —n3 0)

f(X™)=(0;---;2n;1 —n)

12 0 - 0 0 0 0
00 4 f : : . f
00 —1 : :
Mate(f) = 2((2.__,)1) 5
: (1—14) 2(i+1) :
(=) 2(n —1)

N : : : : . (—n)

00 0 --- 0 0 0

4-Déterminons la dimension de kerf et une base de kerf dans le cas général

Comme R,,[X] est de dimension finie; on a d’aprés le théoréme du rang
dimR,[X] = dimImf + dimker f

alors
dimkerf = dimR,[X] — dimImf
= (n+1)—n
dimkerf = 1

2n
(I—n)

27

On sait que f(X) =2f(1) alors f(X)—2f(1) = Or,[x] donc f(X —2) = Og,[x] car f est linéaire
d’ott (X —2) € kerf et comme dimkerf =1, une base de ker f est (X —2) car (X —2) # Og,[x]

Exercice 11 :
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Exercice 12 :

iR — R ug = (1;0;—1);uz = (1, —1;0) et ug = (13 151)

a b b
Matg(f)=1| b a b |;(a;b) € R?
b b a
1-Prouvons que C = (uy; uy; u3) est une base de R?
1 1 1 1 1 1 1 1 1
det(uy;ug;uz) = 0 -1 1|=]0 -1 1 |=]0 -1 1|=-3
-1 0 1 0 1 2 0 0 3

det(uy; ug;uz) # 0 Alors (uy; ug;uz) est libre dans R3
Comme dimgR? = 3 alors C = (u1; us; u3) est une base de R?

e Déterminons C' la matrice de f dans C

a b b 1 a—2b

flu)= f((L0;-1) = | b a b 0 |=| 0 |=(a—b)
b b a —1 b—a

flur) = (a—Db)uy
a b b 1 a—2b

)= f(t-t0)e [ bab | [ -1 ]=[ 0o |=@-p

S¥
SH
@]
S¥
|
IS

a b b 1 a+2b
flur)= f(L0;=1) = | b a b 1L |= a+2b | =(a+20)
b b a 1 a+ 2b
fluy) = (a+2b)us
Alors
a—b 0 0
C= 0 a—0> 0

e Déterminons C"; Vn € N

(a—b)" 0 0
C= 0 (a—b)" 0
0 0 (a+2b)"

2-Prouvons par récurrence que (PCP~1)" = PC"P~! avec P la matrice de passage de B a C

Pour n=0o0n a:
PC°P~t=pPIP'=PP!'=1donc PC°P 1 =1
Soit k € N*



Supposons (PCP~Y)k = PC*P~! et montrons (PCP~1)! = pCktip-t

(PCP-1)+1 = (PCP-1)e(PCP-1)
= (PC*P~1)(PCP™!) hypothése de récurrence
= (PCH(PP)(CP™)
= PpPCkCpP!

(PCP-1ys+1 = pCr+p-1

Alors Vn € N; | (PCP~1)F1 = pCk+lp-1

3-Déduisons que Vn € N; on a

Y k) S P (a+20)" [ 7
3 1 -1 2 3 11 1
1 1 1 11 -2
P= 0 —1 1 ;P*l:5 1 -2 1
1 0 1 1 1 1
PMP=C« PPMP=PC
& IMPP~' = pcpt
& MI=PCpt
< M= PCP!
& M= (PCP)"
PIMP=C« M"=PC"P
M" = pCnp-!

1 1 1 (@a—b" 0 0 L1 1 =2
= 0 —1 1 0  (a—b)" 0 x| 1 -2 1
-1 0 1 0 0  (a+2b)" 11 1

(a—0b)" (a—0b)" (a+2b)" 1 1 =2
= 0 —(a—=b)" (a+20)" (
(a—0b)" 0 (a+20)"

W

Wl

2@ —=0b)"+ (a+2b)" —(a—0b)"+ (a+2b)" —(a—0)"+ (a+2b)"
( —(a—=b)"+(a+20)" 2(a—b)"~+ (a+20)" —(a—0b)"+ (a+20)" )
—(a=b)"+ (a+2b)" —(a—0)"+ (a+20)" 2(a—0b)"+ (a+2b)"

. 2 -1 -1 . 11
= gla—b"( -1 2 1 |4g(@+2m)| 11
1 -1 2 11

/2 -1 -1 .
Dol M”:@ -1 92 -1 —l—@
-1 -1 2

Exercice 13 :

—_ = =

29
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B(ey;es;e3) une base de F et u=e; + ey +e3;0 =€ + ez et w = —es + €3
1 1
fn(el) = e — —e€y+ —€3
noJ gler)= 0 pler) = u
1 n+ 1
fnle2) = 561 + o €2 — 563 glez) = ez et ples) = v
1 1 gles) = e3 ples) = w
fales) = —ert et ey

1-Déterminons la matrice A, de f, relative a la base B

1 1 1 1
fn(el) = €1 — 562 +27—163 1 ﬁ E
1 n+ 1 1 n+2 1
fn(ez) = —e;+ €y — —€3 = An = —— —
n n n n n n
1 1 1
fn(eg) = —€1 + —€9 -+ €3 — —_ 1
n n n n

-Déduisons pour tout (z;y; 2) € R? écriture de f,(we; + yes + ze3) dans la base B pour tout n € N*

fa(wer +yea + ze3) = fu(wer) + fu(yea) + fulzes)
= xfn(el) + yfn<€2) + an(ei‘l)
1 1 1 n+ 2 1 1 1
= z(e; — ez + —e3) +y(—er + es — —e3) + z(—er + ezt e3)

1" n4h o1
fo(zer +yes + ze3) = (v +—y+ —2)e; + (——x + y+ —)ea+ (—z — —y+ 2)es
n’ n n n n" n

n

1 1 1 n—+2 1 1 1
Done | fu(wer + yes + zes) = (x + ~y + —2)er + (—~a + ——y + ey + (—x — —y + 2)es
n n n n n n

1
2-On pose h, = I[dg + —g¥n € N*
n

(a)Prouvons que C = (u;v;w) est une base de E

Soit U la matrice de v dans la base F

1 1 0
U= 1 1 —1
-1 0 1

det U =1 # 0 alors la famille (u;v; w) est libre engendrée par trois vecteurs en dimension trois
donc C = (u;v;w) est une base de £
(b)Prouvons que la matrice D,, de h,, dans B est celle de f,, dans C pour tout n € N*

]
Vn € N*: h, = Idg + —g
n

1 1
hn(el) = IdE<€1) + ﬁg(el) = €1 + E(0> = €1
1 1 n+1
hn(€2) = IdE<€2) + —9(62) = €9 + —€y = €9
EL EL n?— 1
hn(eg) = IdE<€3) + ﬁg(eg) = €3 + —€3 = 0 €3
Alors
1 0 0
1
Do 0 n+ 0
" " n+1
0
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fa(u) = fler+ e —e3) = fuler) + fulez) — fules)
1 1 1 1 1

n+2 1

€g — —€3 — —€1 — —€9 — €3
n n

= e, — —€y+ —e3+ —e; +

n n n
falu) = e1+ex—e3=u (1)
fn<v) - fn(ell_’_ 62) = fn(ell) + fn(62)

n -+ 2 1
€y — —€3
n

= e — —ex+ —es+ —er +
n n
n+1 n+1
= es + €3
n
(n—l—l

falv) = (

i )(e1 + ey
" @

fa(w) = fo(—e2+e3) = —fule2) + fules)
1 n -+ 2 1 1

— _Hjll_

— () (—er+es)

)= (@)

€9 + —€3+ —e1 + —€9 +63
n n n

Soit F}, la matrice de f,, dans la base C

1 0 0
1
b 0 n -+ 0
" " n+1
0 0
n

D,, = F,, alors la matrice D,, de h,, dans la base B est celle de f,, dans C pour tout n € N*
3- On pose m, = f1o fao fy3o---0 f,;:Vn € N*
(a)Prouvons que 1, =pohjohyohgo---h,op t;¥n € N*

D’apreés la question 2(b) Vn € |[1;n]]; D, = J~'A,J avec J la matrice de p dans C

D, = JflAlj
Dy = JilAQJ
D3 = J_lAgJ
D, = J1'A,J

En faisant le produit membre & membre on a :

Dy X Dy x---x D= (JTAT) x (JFAJ) x - (J 1A, 1) x (J71A,J)
= JMA(Ix T YA (T x J Y (I x JTYHA, (I x JTHA,J
Dy xDyx---xD,= J'A xAy x---xA,J

DiXxDyx---xDp=J A x Ay x - xA,J e Dy XDyx---xDpyxJl=A4xA3x---x A,
& A xAyx - xA, =Dy xDyx---xD,xJ!
& m,=pohjohyohgo---h,op*

Dot m, =pohyohgohso---h,op t;¥n € N*
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(b)Prouvons par récurrence sur n que pour tout n € N*;hy o hgohgo---oh, = Idg + ng

Posons P(n) : hyohyohzo---oh, = Idg+ ng;Vn € N*
Soit GG la matrice de g dans la base B

0 00
G=|010
0 01
100 100 000
Pourn=1;D;= 0 2 0 |]=1010 |+1f 0 1 0 |soitD;=1I3+1G
0 0 2 0 01 0 01

alors hy = Idg + 1g donc P(1) est vraie
Supposons que P(k) est vraie et montrons que P(k + 1) est vraie
P(k):hiohyohzo---ohy=1Idg+ kg

P(k+1):hyohgohgo---0hgyy = hjohyohgo---0hyohg
(Idg + kg) o hyiq
= hpp1 +kgohp

1 1
= [dE—l——g—l—kgo(IdE—ir—g)

le k—+1
hiohgohgo---o0hyiy = IdE+k—-Hg+kg+k——Hgog
0 00 000 0 00
GxG=|1 010 010 ]|=101P0
0 0 1 001 0 01
alors G x G=G donc gog=g
Ainsi
hiohsoh h Idg + ! + kg + i
o le) O-+++0 = e —— ——3go
1 2 3 k41 E k+19 g kzlg g
— Idg+ gt kgt ——
I A A P

hlthOhgo"'Ohk+1: _[dE"_(k“[‘].)g

Donc P(k + 1) est vraie pour tout k > 1
Alors ¥n € N*;P(n) : hyohyohgo---0h, = Idg + ng
(c)En déduisons 7(e1); m(es) et m(es3)

T, = pohiohyohzo---h,op! Vn € N*
po(hiohyohzo---hy)op!

po (Idg +ng)op™?

(p+npog)op™!

= Idg+n(pogop™t) Vn € N*



33

100 1 1 0 1 -1 -1
I;=1010|:J= 1 1 =1 JetJ'=([0 1 1
0 01 -1 0 1 1 -1 0
1 1 0 0 0O 1 -1 -1 0O 1 1
JxGxJ = 1 1 -1 010 0 1 1 =1 -1 2 1
-1 0 1 0 0 1 1 -1 0 1 -1 0
Soit II,, la matrice de 7,
1 00 0O 1 1 1 n n
I,=1010 |+n| -1 2 1 |= —n 2n+1 1
0 01 1 -1 0 n -n 1

Dans la base canonique on a : e; = (1;0;0);e2 = (0;1;0) et e3 = (0;0;1)

1 1 n n 1 1
I, 0 | = —n 2n+1 1 0| =1 —n | &mler) =€ —ney+nes
0 n -n 1 0 n
Alors |, (e1) = €1 — ney + nes
0 1 n n 0 1
I, { 1 | = —n 2n+1 1 L | =1 2n+1 | &mler) =er 4+ (2n+ 1)ey — nes
0 n -n 1 0 -n
Alors |m,(e1) = e1 + (2n + 1)ex — neg
0 1 n n 0 n
I, 0 | = —n 2n+1 1 0 =1 n | ©mler) =ne +ne+e;s
1 n -n 1 1 1

Alors ‘ ma(e1) = ney +nes + e3

4-(a)Prouvons que hy o hy o hg o --- o h, est inversible et son inverse est [dg — 59

hloh2oh30"'ohn:[dE+ng
Soit. M la matrice de Idg + ng

1 00 0 00 1 0 0 1 0 0
M=I+nG=101 0 |4+n| 0 1 0 | = 0 n+1 0 M=10 n+1 0
0 01 0 01 0 0 n+l 0 0 n+l1

det(M) = (n+1)? # 0 alors M est inversible par conséquent hj o hyohzo---oh, est inversible
Son inverse

€1 a 1 0 0

e1= a o 1 b 1
(n+1le= b < T o+l &M= 0 n+1 ’
(n+1l)es= ¢ 65 — 1 . 0 1
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1 0 0
0 1! 0
M~ = n+1 )
0 0
n-+1
Mat(Id " _g)= Mat(ldg) — Mat(——g)
a - —9) = a — Ma
E n+19 E n+1g
- 5L,-"q
3 n-+1
10 ; 00 0
— 1 -——= oo
00 1 ntl\ o001
0 0 0
10 0 , n .
= (010 |- n+1
0 0 1 0 0 n
n—+1
1 0 0
n 0 1t 0
t(Idy — ——¢) =
MQ(E n+19) n+1 )
0

Alors Mat(Idg — nL—i—lg) = M~'; d’ou son inverse est Idp — nL—l—lg

(b)Déduisons que 7, est inversible et déterminons dans B la matrice de (m,)™*

Ty, =pohyohyohgo---h,opt:¥ne N
Tn =po (Idg +ng)op™’

p est inversible alors p~! est inversible . De plus Idy +ng est inversible donc hy o hyo hgo- - -

est inversible . D’ou 7, est inversible .

Son inverse (7,)"!

1 n n
D’aprés la question 3-(¢) ona:Il, = | —n 2n+1 1
n -n 1

1 n n T U1 T1 + nxe +nr3 = Y1

-n 2n+1 1 o | = v | & —nzy + (2n + 1)xs + nxs = yo

n -n 1 T3 Y3 nri —nr + T3 = Y3

T1+nre +nxr3s =
& (n+ 1%z +nn+ Dz = ny + yo

—n(n+1zg +n(l —n)rz = —ny; +y3
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1 n n 71 n T1+Nnxs+nr3 = Y
B _ (n+ 12z +nn+ Drzs = ny + s
- — = nx
3 Ys \ n+13/1 n—i—ly2 Ys 3
( n?+2n + 2 on+1 1
xr1T = _— J— —_
1 (n+1)? "N (n—|—1)2y2 n+1y3
- 1 2n+1 n n
Ty = — _
R PRI PL R N PLC N PRI L
1 +2n+ +1
x_ _ —
(7 n(n+1)y1 nt 12Tt
n?+2n + 2 2n + 1 1
(n+1)2 (n+1)? n+1
(1)1 = 1 2n+1 n
" N n-+1)2 T (n+1)2 (n+1
( 1) ( 1) ( ' )
n(n+1) n(n+1) n
Exercice 14 :
Exercice 15 :
1 1 0
A= 1 1 1
0 -1 1
Calculons (A — I)3
1 1 0 1 00 0 1 0
(A-1)= 1 1 1 —1 01 0 )= 1 0 1
0 -1 1 0 01 0 -1 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
(A—I)3: 1 0 1 1 0 1 1 0 1
0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0
1 00 0 1 0
= 0 01 1 0 1
-1 00 0 -1 0
0 0O
(A-1T1) = 0 0O
0 0O
0 0O
(A—I)S: 0 0O
0 0O
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Déduisons que A est inversible

Comme A et I commutent on a: (A—1)> = A% — 342 +3A — 1 donc A*> =342 +3A—1=03
alors A(A2 —3A+3I)=1.D’ou A est inversible et A=™! = A2 —3A + 31

Calculons inverse A~! de A

A7l =A% —3A+ 31

1 1 0 1 1 0 2 2 1 3 3 0
A2=11 1 1 1 1 1= 2 1 2]1]:34=(3 3 3
0 —1 1 0 -1 1 -1 -2 0 0 -3 3
3 0 0
et 31 = 0 3 0
0 0 3
Alors
2 2 1 3 3 0 3 0 0
Al = 2 1 2 -1 3 3 3|+ 0 3 0
-1 -2 0 0 -3 3 00 3
-1 -1 1 3 00
= -1 -2 -1 +1 0 3 0
-1 1 -3 00 3
2 -1 1
Al = -1 1 -1
-1 1 0
2 -1 1
Al = -1 1 -1
-1 1 0
Exercice 15 :
Exercice 16 :
n—1

1- Prouvons qu’on a la relation A, = H(xn —x;)An_q
i=1

1 1 . 1
T ) . Tn
2 2 2
A, =] T T3 Tn
n—1 n—1 n—1
xy Ty x,

Pour tout ¢ € |[2;n]|; L; + L; — x,L; 1



(_

(_

(-1

1 1 1
X1 — Ty Ty — Tp
T2 — x,m T5 — TpTa 0
n—1 n—2 n—1 n—2
Ty — Tpdy Ty TpTy 0
T1 — Tp Ty — Tp

s (21 — @) @2(T2 — 2y)

o2 (wy — xn) oy lwah

1 1
T To
Dz —xn) (w2 — 2) o (T — ) :
:L”f_2 x§_2
n—1
D ] (@ — ) Ane
)
N H[_@j — ;)| An
i=1
n+1 n 1 H _ %
n—1
1)2n (l'n X )An 1
i=1
H(mn - xz)An 1
n—1
An - (xn xi)An—l
=1

2-Calculons A,

Ainsi A,, = H(xn — ;) X H(mn_l — ) X -

2
Az = H(5173 - xi)AQ

Ay =

n—1 n—2

=1 =1

37
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Or A, = det(1) = 1

n—1 n—2
A, = | |z — ;) X H(azn_l — ;) X -+ X (x3 —xq) (T3 — X)) (T2 — 1) = H (xj; — ;)
i=1 i=1 i<i<j<n
1 1 1
T T Tn
3- Pour que la matrice vandermonde af 3 z

. soit inversible il faut que

r;#xjavect <i<j<n

Exercice 17 :

Déterminons D1; Dy et D3 en présentant les résultats sous forme de produits de facteurs .
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I B B
— KR

— = K] =

— = - K

D, =

r+3 z+3 z+3 x+3

1 111

— o
K~
— K

— — 8

= (z+3)

0 r—1 0

= (x+3)

0O 1—-2 1—2z 1—2x

T
0 1l—ax 1—2 1—2x

0 —1

0

0

r—1 z—1

01—z 1—2 1—2x
0

0

= —(x+3)

= —(z+3)

r—1 z—1

01—z 1—2 1—2x
0

0

= —(z+3)

D= —(z+3)1—-2)(xz—-1)(1-2)=(z+3)(1 —2)3

Di=(z+3)(1—2)?




40

Dy= (b—a)(c—a)(c—=0)

Dy = (b—a)(c—a)(c—0b)

OO 3O

o0 O3

SO O

o I O

a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c

3

)

Q

o

)

D3:

O
S
o | =
ST
3
Q
o &
TS Lo
< o
)
o3 S ) __b
b s _
] Q o3 3
|7 |
3 Q
—_ o8O © S _:w_ Q
l_|
—_ v o I abC Q 3 S
— o OO Qo a__ GC
— 3o I o _Cb _
—~ — —_ —
Q Q Q Q
+ + + +
) ) ) <
+ + + +
3 3 3 3
S~— S~— S~— SN~—
I I I Il

b a—-0>

c—>b

Dy= (a+b+c)la—b—c)(—a—b+c)
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1 1 -1
D3= (a+b+c)la—b—c)(—a—b+c)|c—b =b a
0 1 0
= (atbrola—b-d(-a=b+a| T,
= a cl)la C a C c—b a

Ds= —(a—b—c)(—a—b+c)(a—b+c)

Dy=—(a—b—c)(—a—b+c)(a—b+c)

Exercice 18 :
f K— F
(o1 g} o) Z ;€4
=1

1- (a) Justifions que f est bijective

Soit y € B
Comme (eq;e9;...;€,) constitue une base de E alors il existe un unique (aq;as;...; ;) tel que

n
Yy = E Q€
i=1

1=
Dot y = f(ay; as;...;ap) . Par conséquent f est bijective .
- Déduisons alors que si K est un ensemble fini alors E est fini et déterminons le cardinal de F

K étant fini , alors K™ est fini et comme f est une bijection de K" vers E alors E est fini et
card(E) = card(K™)

card(E) = card(K)"

(b)Déterminons le cardinal de E si K = Z/pZ

Si K = Z/pZ donc card(K") = card(K)" = p"
Ainsi

card(K") = p”

2- Prouvons que si K est un ensemble infini alors £ est infini

Comme K est infini alors K" est infini . Or f une bijection de K" dans F . Alors F est un
ensemble infini .
3- Justifions que G admet au moins un supplémentaire H dans E de base (by;bo; ...; b,,)

G étant un sous-espace vectoriel de dimension finie .
Soit (g1; ga; -.-; gn) une base de G avec p < n car G est un sous-espace vectoriel de F # (0g; E)
D’aprés le théoréme de la base incompléte , il existe (gpi1;gpio;--ign) € EM™ P tel que
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(915 -3 G} Gpr1; Gp+2; -+ gn) €5t une base .

Posons H = vect(gpt1; gpr2; -3 Gn)

H = vect(gpi1; gpr2;---;9n) alors on a : H @ G = E .Lafamille (g1; go; -..; gn) est libre car elle
est extraite d’une famille libre . Par conséquent (g1; gs; ...; gn) est une base de H .

On peut choisir alors

bi = gp1
by = Ip+2
bm = On

En somme G admet un supplémentaire H dans H de base (by;bs; ...; by,)
4-a € G, Hy, =vect((a+ b;)icf1:2;...m}

(a) Prouvons que la famille (a 4 b;)icq1,2,....m} est une base de H,

.....

H, = vect((a + b;)ic1;2,...my donc (a + b;)ief1;2;..;m} est une famille génératrice de H,

-----

e Montrons que (a + b;)icq1;2,....m} est libre

.....

Soit (al;ag; ,Oém) € Km/Zal(a+ bz) = OE

=1

D aila+b) =0p < ai(a+b)+ax(a+by) + ...+ ama+by) = 0p

i=1
S ara + arby + asa + agby + ..+ apa + aby, =0
& (ap+ag+ ...+ ap)a+ (b + aghy + ... + apby) =0
-~ (a1+a2+...—|—am)a: —<Cklbl—|—OéQbQ—|—...—|—Oémbm

Alors (a1by + aghby + ... + apby,) € G car (ag + ag + ... + ayy)a € G done Zaibi € HN H car
i=1

Z%‘bz‘ € H alors a; = ap = ... = o, . Donce ((@ + b;)icq12,...m}) est libre

i=1

(b) Prouvons que £ =G H,

Soit z € E tel que x € GNH

reGNH& zcetxe H,

r€ Hy,= 355 ) e K/ = Z)\i(cH— b;)
1=1
= I A5 Am) €K™z =) " Na+ Y Aiby
=1 =1

= I A5 dm) €K™z =) Na =) Aiby
i=1 i=1

OrzeGet Z/\iaEGalorsx—Z)\iaeGdonc Z)\ibieG

=1 =1 =1
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De plus Y~ \ib; € H done Y _\ib; € HNG
i=1 =1

Or d’aprés la question 3- H et G sont supplémentaires alors Z Abi=0g =X N =X=..=)\,

=1
m

car (b;)1<i<m est une base donc une famille libre alors = = Z Ai(a+b;) =0g
i=1

Ona:GNH, C{0g}or {0g} C GN H, car {0} est un sous-espace vectoriel de E donc
GNH,={0g} (1)
Par ailleurs

dim(E) = dim(G)+dim(H) car E =GP H,

= dim(G) + dim(H,) car dim(H) = dim(H,)
dim(E) = dim(G+ H,) car GNH, = {0g}

donc F =G + H, (2)
De (1) et (2) on a:

E=G®@H,

(c) Prouvons que Y(a;b) € G,H, = H,=a=10

Soit (a;b) € G tel que H, = H,
H, = vect((a + bi)icq12,..;ny donc (a +b;) € Hy, = H,, .
Alors (ag; ag;...; ) € K™ tel que (a+b;) = Zaibi —bpe HNG ={0g}
i=1
Donc

Zaibi — bl = {OE} - albl - bl + Zalbl = {OE}
=1

= = {OE}(Oél — 1)61 + ialbz = {OE}

{ ag—1= 0
@ —

Zaibi—bl = {OE} < a=0b
=1

Alors |V(a;b) €e G,H, = Hy=a=10

(d)Déduisons que G admet une infinité de supplémentaire dans E
D’aprés la question (c¢) on en déduit qu'il 3(a;b) € G tel que a # b= H,H,
Or (H,)aeq est une famille de supplémentaire de G dans G alors G admet un nombre de sup-
plémentaire égal au card(G)
De plus; G est un sous-espace vectoriel de E qui est infini et G # {0} donc G a un nombre
infini de vecteur .
En somme G admet une infinité de supplémentaire dans E

Exercice 19

Prouvons que C = (1; X —1; X2 — 1;(X? — 1)(X + 1)) est une base de R3[X]




1 1;0)
(X?-1)(X+1)=X*+X?-X—-1=(-1;-1;1;1)

1 -1 -1 -1

0 1 0 -1
det(C) = o0 1 1|7 1

0o 0 0 1

det(C') # 0 alors C' est libre dans R3[X] et dimgR3[X] =4
Donc C = (1; X — 1; X% — 1; (X2 — 1)(X + 1)) est une base de R3[X]

2-Prouvons que f est un endomorphisme de R3[X]

f : Rg[X] — Rg[X]
P—R avec P=Q(X*—1)+R
Soit a € R; (Py; Py) € R3[X] x R3[X] et (Ry; Re) € R3[X] x R3[X] les restes respectifs de la
division euclidienne de P, par X2 —1 et P, par X2 — 1
f(P1) =Ry et f(2) =Ry
af(P) + f(P) = aRy + Ry; P = Q1(X? — 1) + Ry avec degR; < 2
Py = Q9(X? — 1) + Ry avec degRy < 2
aPy+ P, = (X?—1)(a@Q1 + Q2) + (aR; + Ry)
deg(aRy + Ry) < max{deg(aRy);deg(R2)} < 2 donc (aR; + R») est le reste de la division
euclidienne de a P, + P, par X? — 1
Alors

f(OéP1+P2>: O(Rl‘f‘RQ
flaPi+ P) = af(P)+ f(R)

Donc f est une application linéaire . De plus f : R3[X] — R3[X] par conséquent [ est un
endomorphisme de R3[X] .
3-Déterminons les matrices Matg(f) et Mate(f) de f relatives aux bases respectives B et C

Soit B = (1; X; X?; X3)
f)=140X+0X>+0.X°=1

F(X)=014+1.X+0.X2+40X3=X
FIX)=01+40X+1.X240X3=1
F(X})=0140X+0X2+1.X3=X

1 010

01 01

MatB(f) - 00 00

0 00O

I

FX —1) = f(X) - f1) =X 1

§§X2—1>=f<x2>—f<1>=1—1=o
1
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1000
010 0
Mate()=| ¢ o 0 o
000 0

4-Calculons rg(f)

rg(f) =2

eDéterminons 'image et le noyau de f

)

= wvect( : X)

Imf = wvect(f(1); f(X); f(X?); f(X?))
1 1; X
Imf = wect(l

; X
; X

I

Imf = wvect(1; X)

kerf ={P € R,[X]/f(P) = Op,[x)}

PeR,[X]= F(a;b;c;d) e RY, P =aX3+bX%2+cX +d

En faisant la division euclidienne de P par X?—1ona: P = (aX +b)(X?—1)+(a+c)X +b+d
deg((a+c)X +b+d) <2alors f(P)=(a+c)X +b+d kerf ={P e R,[X]|/f(P)=0r,[x]}
PeR,[X]= a;b;c;d) e R, P=aX?+ X2+ cX +d

f(P)=0= (a+c)X+b+d=0

P=aX?4+bX?+cX +d

P =a(X?— X)+b(X>— 1)
Donc ker f = vect((X3 — X); (X2 —1))

kerf = vect((X® — X); (X2 —1))

* une base pour kerf et Imf

Il s’agit de montrer que ((1; X)) et ((X? — X); (X? — 1)) sont des familles libres donc ((1; X))
est une base de Imf et ((X® — X); (X% — 1)) est une base de Kerf

* Prouvons kerf @ Imf = R, [X]

Soit P € kerf NImf
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P e kerf

Pekerfnimf < { PeImf

P= a.
And H(Q;/B;W;/\)RL&{ P = ’}/(XB—X)—i—)\(XQ—l)

Donc kerf N Imf = {Or,xpy (1)

dim(kerf + Imf) mker f + dimImf — dim(ker f N Imf)

di
dimFE car dim(kerf N Imf)=0
4

dim(kerf + Imf)

Comme (kerf + Imf) C R3[X] alors kerf + Imf = R3[X] (2)
De (1) et (2) on déduit que R3[X| = kerf @ Imf
D’ou

R3[X| =kerf @ Imf

5-Prouvons que (fo f)=fetVneN; f* = f

P=(X*-1)Q+R; f(P)=R
f(f(P)) = f(P)= R donc (fo f)(P)= f(P)VP € Rs[X]

D’ou

(fof)=1

Soit P(n) : f* = f la propriété

Pourn=1;o0na:

f!' = f alors P(1) est vraie

supposons f¥ = f et montrons forallk € N; f* = f Soit k > 2;k € N

(f(P))
(R)
R) Par hypothése

) = g
(

s

fk+1(P)

=y

fHHUP) = f(P);VP € Ry[X]
Alors f* = f;Vn > 2

Exercice 20
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A € Mn(R) avec A = (aij)lgi;jgn

T.(A) = ai=an+an+ -+ an
=1

1-(a)Prouvons que 'application T, : M,(R) — (R); A — T,.(A) est une application linéaire

Comme R est une corps de scalaire et A € M,,(R) est un espace vectoriel alors il reste a
montrer que 7T, est une application linéaire pour montrer qu’elle a une forme linéaire
Soit (A; B) € M,(R) x M,(R) et a« € R
Posons A = (a;j)1<ijj<n €t B = (bij)i<ij<n
A = (aij)i<ijen alors @A = (a;)1<ij<n done (@A + B) = (aai; + bij)icij<n
En posant (¢;j)1<i;j<n = (€A + B)
Alors
T.(aA+ B) = Ti(ciji<ij<n

Cis

T.(aA + B) _ aT,(A)

Donc on déduit que 7). est une application linéaire
* Déterminons Im(T,.) puis en déduit la dimension de ker (7))

T, : Ma(R) — (R)

i=1
dimR =1 donc 0 < dimIm(T,) < 1or 0# E; C Im(T,) alors dimIm(T,) # 0 par conséquent
dimIm(T,) =1 (2)
De (1) et (2) Im(T,) =R
D’aprés la formule du rang on a : dimM(R) = dimIm(T,) + dimker(T,)

dimker(T,) = dimM(R) — dimIm(T,)
= n?—1 car dimM(R) = n?
dimker(T,) = n*—1

D’ou

dimker(T,) =n? — 1

(b)Prouvons que VA € M,,.,(R) et B € M,,.,(R); T,(A x B) =T,(B x A)

Soit A = (aij)1<icni<i<p €6 B = (bij)1<icni<i<p
n

A X B = (¢ij)1<i<n;1<j<p AVEC Cjj = E Qb
k=1
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T.(Ax B)= T,(c;)

n p

T.(AxB)= >3 auby (1)

=1 k=1

B x A = (cjj)i<imi<j<p avec ¢ § :bzkaky

T.(B x A) = T.(c))

v
n

= ) > apiba

zlkl

T,(B x A) = Z Zazkbm (2)
1=1 k=1
De (1) et (2)ona: T, (Ax B)=T,.(B x A)
Donc VA € M,,.,(R) et B € M,,,(R); | T.(Ax B) =T,(B x A)
2-(a)Justifions que N est bien définie

N:E—R

A JT,(AT x A)

Il s’agit de montrer que T,(AT x A) >0

T X A= Z Q1A
k=1
T, (AT x A) = Z Zalkam Z Zalk or Y(a;j)1 <pi (i) cicnicijcp = 0

Donc T, (AT x A) > 0 ce qui Justlﬁe que T, est bien définie
(b)Prouvons que pour tout A € E;N(A) =0= A =0g

Soit A = (a;;)1<i<ni<j<p Une matrice carrée d’ordre n a coefficient dans R.
Supposons que N(A) = 0 et montrons que A = 0g

NA)=0= T(AT x A) =0
I

i=1 k=1

n n

= ZZafk:O
i=1

=1 k=1
= a; =0 Vi € |[1;n]|; Yk € |[1;n]|

On conclut que Vi € |[1;n]]; V) € |[1;n]];a;; = 0 soit A= 0g
DouVA € E;N(A)=0= A= 0g
(c)Comparons N(A) et N(AT)

On sait que V(A; B) € M,,(R) x M,(R)T, (A x B) =T,(B x A)

En particulier pour deux matrice d’ordre n on a :
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N(AT) = /T,(AT)T x AT)

= 1. (Ax AT) (AT = A

= /T.(AT x A) d’aprés 1 — (b)
N(AT) = N(4)

Doit | N(AT) = N(A)

Exercice 21 :

1-Prouvons que le sous-espace vectoriel ker(f — Idgs) est le sous-espace engendré par
le vecteur u = (1;1;0)
Soit w = (x;y;2) € R?

w € ker(f —Idgs) < f— Idgs(w) =0
x 0
Y 0
z 0
0 1 T 0
& — 1 1 y | =120
-1 0 z 0
Z:
& —x+y+z2=0
rT—y=
=y
<~ {z:O
& w = (z;1;0)
& w=u1x(1;1;0)

Comme w est choisi de maniére quelconque dans ker(f—idgs) donc ker(f—idgs) = vect((1;1;0))
Dot ker(f — Idgs) est le sous-espace engendré par le vecteur u = (1;1;0)
*xProuvons que v = (0;0; 1) est tel que ker(f — idrs)(v) = u

0 0 0 1 0 1
A-nlo|=(-1 1 1 0 |=11
1 1 -1 0 1 0

dans la base canonique de R3
2-Choisissons un vecteur w de 1’espace vectoriel ker(f — 2idgs)
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.,
Soit t = (z;y;2) € R3

T = (119 2) € ker(f — 2ids) & ker(f — 2idgs)(T) = Ogs
x 0
& (A-2D)1y |=10
z 0
-1 0 1 x 0
& -1 0 1 y |=10
1 -1 -1 z 0
—r+z 0
& —r+z =10
rT—y—=z 0
—x+2=0
= —r+z=
rT—y—z=
N —r+z=
r—y—2=0
- r=z
y=0
& 7:(x;0;x):x(1;0;1)

On peut prendre w = (1;0;1) . Alors w est bien un élément de ker(f — 2idgs)
-Prouvons que (u;v;w) est une base de R?

1 01
det(u;v;w)=11 0 0]=1
011

det(u;v;w) # 0 alors (u;v;w) est une famille libre dans R?

Comme R? est un espace vectoriel de dimension 3 et (u;v;w) a trois vecteurs done (u;v;w) est
une base de R3

-Calculons la matrice T' de f dans (u;v;w)

1 1 0 1 1 1
Al 1 | = -1 2 1 1L |=11]=fu=u
0 1 —-11 0 0
0 1 0 1 0 1 1 0
Al 0o )= -1 2 1 O l=11|=(1T]+0]=fv)=ut+v
1 1 -1 1 1 1 0 1



(f —idgs)(v) =u& f(v)—v=u
& fv)=u+w
& f(v) = flutv)
& fA(v) = f(u) + f(v) car f linéaire
& f(v) =u+u+v car flu)=uet flv)=u+v
& fAv)=2u-+v
& fA(v)=f(u+v)
o ) = Tl + f(0)
& fiv)=2f(u)+ f(v)
& flv)=2u+u-+v
& f3v)=3u+v

De proche en proche on a : f¥(v) = ku + v

Posons P(k) : f*(v) = ku +v
Prouvons P(k) par récurrence

Pour k=0 on a: f(v) = idgs(v) = v alors P(0) est vraie

Soit n € N*

Supposons P(n) : f"(v) = nu+ v et montrons P(n+1): f**(v) = (n+ u+v

[T w)

W)

Alors

-Déduisons T* pour tout k € N

flu) =w= f*(u) = f(f(u) =

flw) =2w = f*(w) = f(f(w)) = f(2u) = 2f(w) = 22w; donc Vk € N; f*(w) = 2~w (2)

f(f"(v))
f(nu+v)
flnu) + f(v)
nf(u)+ f(v)
nu—+u-+v
(n+1u+wv

hypothése de récurrence

Vn € N; f¥(v) = ku + v

f(u) = u; donc Vk € N; f¥(u) = u (1)

NB : On pourra aussi démontrer par récurrence (1) et (2)

Donc

o1
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o O

Tk

I
O O =
O =

[\
e

4-Calculons A* pour tout k € N
Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base (u;v;w) alors T = P71AP

1 01
P= 1 00
011
Calculons P!
€1t eé= u erte= u
€3 = vV = es3 = v
e1+es= w €1 = wW—e3
e1+es= u
= e3 = VU
€L = WwW—v
e = —v+w
= €= U+V—W
€3 = U
Alors
0 1 0
Prt=|(-1 1 1
1 -1 0

T=P'AP& A=PTP!
& AF = prRp-!

NB : On pourra démontrer A* par récurrence
Vk € N; Ak = pTkp—!

1 01 1 k0 0 1 0
Ak = 1 00 01 0 -1 1 1 |:VkeN
01 1 0 0 2F 1 -1 0
1 k 2F 0 1 0
= 1 k& 0 -1 1 1 |:VkeN
0 0 2° 1 =10

%k k—2"41 k
AP = —k k+1 k |:VkeN
ok 1  1-92F 1

Donc

ok _k k—2F4+1 k
AF = —k E+1 k |:VkeN
ok 1 1-92F 1




53

Exercice

E un K-espace vectoriel de dimension n . f une endomorphisme de F est dit nilpotent si
Jk € N*; fF = 0; VmeN* f"=fofofo---of

m fois
1-(a)Prouvons qu’il existe un vecteur non nul zo de E tel que fP~(xq) # Og

Sim=1;f =0, absurde car f est un endomorphisme . Ainsi Jxg € E; f(x¢) # 0p
D’ou Vp > 2; 3z € E; fP~ () # Op

(b) Prouvons que la famille (xo; f(zo);---; fP~(zo) est libre dans £

Soit (ai)ie{0;~~-;p—1}; Qoo + Z Oéifi(xo) =
0 PP o) + 02 f72(a0) - gz = O
p—l —|—Oép_2fp_2(ZL’0) + e _'_ PP —|— aoxo frd OE
Qoo + Z a;f'(zg) =0p & :
i=1 +on fPH (o) + o fP?(zg) = Op
a0 fPH(x0) = Op

\

aofPHzo) =04 g =0car fP1(zg) #0p . donc g =1 =g =+ =ap9 = ap_1

Alors la famille (xo; f(zo); - -5 fP (o) est libre dans £

(c)Déduisons que Iindice de nilpotence p vérifie p < n

E un K-espace vectoriel de dimension n; f une endomorphisme de F; f* = 0 or p est le
plus petit entier naturel tel que f =0 donc p < n
2- f une endomorphisme de E d’indice de nilpotence 3 alors f2 = 0

(a)Prouvons les deux séries d’inclusion

{0g} =ImfPCcImf?CImfCFE
{0g} = kerf C kerf? Ckerf3CFE
e {0} =Imf3CImf?CcImfCFE
f3 =0 alors Imf3 = {0g} et {0g} C Imf? donc Imf3 C Imf? (1)
f étant une endomorphisme donc I'mf C E car Imf est sous-espace vecteur de E (2)
De (1) et (2) on a :
Imf*= {0p} (a)
Imf3c Imf? (b)
Imfc E (c)

Il reste & montrer que Imf? C Imf

Soit y € Im f?

y € Imf? alors il existe x € E tel que (fo f)(z) =y = f3(z) = f(z) = {0g}
ainsi dx € F;y = f(x) = f(y) donc y € Imf

Alors Imf? C Imf (d)

De (a); (b); (c) et (d) ona: {0g} =Imf> C Imf*CImfCFE

. o {0p} =kerf Ckerf? Ckerf3CFE

{0g} C kerf (1) car {Og} est un sous-espace vectoriel de F

dimker f3 + dimImf? = dim(E) alors dimker f3 = dim(E) car dimImf3 =0
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Ainsi kerf* = F (2)
Soit x € kerf

r€kerfe f(x)={0g}
& fz) = f({0r}) = {08}

& 1w € kerf?
donc kerf C kerf? (3)

z € kerf? < f*(z) = f({0p})
& i) = fA({0r}) = {0g}

& oz € kerf3

donc ker f? C kerf? (4)
De (1); (2); (3) et (4) on conclut que {Og} = kerf C kerf? C kerf* C F

(b) Prouvons que Imf? C kerf

Soit y € Im f?
yelImf?= dreE;y= f*v)
= fly) = f*(z) = {05}

= y € kerf

donc

Imf? C kerf

x Déduisons que rg(f?) < dimker f?

On sait que Imf? C kerf or kerf C kerf* d’aprés (a)

donc Imf? C ker f? ainsi dimImf? < dimker f? donc rg(f?) < dimker f?
car dimImf? = rg(f?)

Alors

rg(f?) < dimker f?

x Montrons que rg(f?) =1

D’aprés la formule du rang on a : dimker f? + dimImf* = dim(E) = 3

alors rg(f?) = 3+ dimker f* donc rg(f?) < 1 par conséquent rg(f?) = {0;1}

-si rg(f?) = 0 alors dimImf? =0

dimImf? =0« Imf? =0« dr € E; f*(x) = 0 or l'indice de nilpotence est n = 3
donc rg(f?) # 0

D’ou

rg(f?) =1

(c)Prouvons que Imjf? # Imf

Supposons que Imf? = Imf

D’aprés la formule du rang on a : dim(E) = dimker f? + dimIm f?
et dim(E) = dimker f + dimImf
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Alors dimker f? = dimker f or ker f? C kerf donc ker f2 = kerf Soit u € E

u € kerf? < f(u)=0
& f(u) =0car f*(u) = f3(u) = f(u) =0
< [ =0gp ce qui est absurde car I'indice de nilpotence est 3
Alors

Imf? # Imf

* Déduisons que dimgkerf =1

d’aprés la formule du rang on a : dim(FE) = dimker f + dimImf

alors
dimkerf = dim(E) — dimImf
= 3—dimimf

or dimImf? # dimImf alors dimImf = 2 car Imf # 0
donc dimkerf =3—-2=1

’dz’mk‘erle‘
Exercice
B(ey;eq;e3)
2 1 0
M= -3 -1 1
1 0 -1
1-Déterminons le rang de f
2 1 0
rg(f)= rg| -3 -1 1
1 0 -1
1 2 0
=7rg|l -1 -3 1
0o 1 -1
1 2 0
=7rgl 0 =1 1
0o 1 -1
1 2 0
= rg| 0 -1 1
0 0 0
rg(f) = 2
Donc [rg(f) =2
*Montrons si f est bijective
2 1 0 1 2 0
det(M)=|-3 =1 1 [=|0 =1 1|=0

10 -1 0 0 0
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det(M) = 0 donc f n’est pas bijective.

* Déduisons dimker f

D’aprés la formule du rang on a : dimE = dimker f + rg(f)
dimkerf = dimE —rg(f)=3—-2=1

‘dz’mkerf = 1‘
2-Calculons la matrice Mat(f*) de f*
2 1 0
Mat(fy=M=| -3 -1 1
1 0 -1
2 1 0 2 1 0 1 1 1
Mat(f>) =M= -3 -1 1 -3 -1 1 |=] -2 -2 -2
1 0 -1 1 0 -1 1 1 1
1 1 1 2 1 0 0 00
Mat(f)=M?=| -2 -2 -2 -3 -1 1 |=1000]|=
1 1 1 1 0 -1 000
Alors |Vk > Mat(f*) = 03
3- v & ker f?
(a)Prouvons que C = (f?(v); —f(v);v) est une base de F
Soit v = (z;y;2) € R3
ker f> = {v € R3; f2(v) =0} or v ¢ kerf? alors f2(v) #0
x
Soit v = | vy | la matrice de v
z
1 1 1 T r+y+z
MV=| -2 —2 =2 y | = —20—2y—22
1 1 1 z r+y+z
2 1 0 x 2z +y
MV=| -3 -1 1 y | =\ 3z—y+=2
1 0 -1 z T —2

Soit (a; 8;7) € R% af?(v) — Bf(v) +yv =0
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Alors

QM2 — BM.V +V =05 = V(aM? — BM + 1) = 0
= aM?— M +~I3) = 03 car V # 03

1 1 1 2 1 0 1 0 0
= « -2 =2 =2 —p -3 -1 1 + v 01 0
1 1 1 1 0 -1 0 0 1
o « Q 260 B 0 v 0 0
= —20 —2a —2a | —-| =38 -5 +1 0 v 0
« Q@ Q@ 6] 0 - 0 0 ~
a—20+7 a—pf a 000
= —2a+38 —2a+0F+vy —2a+v |=100 0
a—f a a+ B+ 000
([ a—2B8+79=0
at+B+v=0
—2a+pF+v=0
= —2a+7=0
—2a+38=0
a—pF=0
L a=20
a=20
= 6=0
v=0
Alors les vecteurs f2(v); —f(v) et v sont linéairement indépendantes or dimR® = 3 donc

C = (f*(v); —f(v);v) est une base de £
4- On pose N = M + I3 ou I3 est la matrice unité d’ordre 3
(a)Calculons N™ en fonction de M pour € N

N'= (M+I) =Y ChM*I~*

k=0
= COM°Iy + CoM I3~ + CIMPI > + - -+ CpM™ I

(n—1)

N = Iy+nM+ " A

—1
Donc | N" :I;»)—i—nM—l—%M?;Vne N
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(b)Déduisons 'expression de N™ en fonction de n;n € N

—1
N" = ];H—nM—l—MMQ;VnEN

2
100 2 1 0 w1y (L0101
= 010 |+n| -3 -1 1 + T -2 =2 =2
0 01 1 0 -1 1 1 1
1 1
1 00 2n  n 0 En(n —1) 5”(” —-1) Sn(n-1)
= 010+ 3 —m n |+]| —nn-1) —nn-1) —n(n—-1)
001 n 0 -n 1 1
—n(n —1) §n(n —1) §n(n - 1)
1

1 1
§n(n—1)+1 §n(n—1) §n(n—1)
N™ = —n(n + 2) n?+1 n(n + 2)
a1 Za(n—1) san-3)+1
Snn 5nn 5nn

1 1 1
En(n —1)+1 §n(n -1) En(n -1)
Donc | N* = —n(n + 2) n?+1 n(n +2)

1 1 1
- 1) =nn-1) =nn—3)+1
2n(n+ ) 2n(n ) 2n(n 3)+

(b)Ecrivons la matrice M’ de f relativement a la base C

P~IMP = M’ avec P est la matrice de passage de la base B a la base C

r+y+=z 2¢ 4y T
P=| -2z-2y—2z 3z—y+2z vy
r+yt+z Tr—z z





