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TD d'algèbre Linéaire

Exercice 1

On considère l'espace R3 muni de la base canonique B = (e1; e2; e3) et l'endomorphisme f de
R3 dé�nie par f(x; y; z) = (x+ y + 2z; 2x+ y + z; y + 3z)
1- Déterminer kerf et Imf

On donnera pour chacun de ces sous-espaces de R3 une base éventuelle et la dimension
2- L'endomorphisme f est-il bijective ? Justi�er votre réponse

Exercice 2

On considère K-espace vectoriel E muni de la base B = (e1; e2; e3) et l'endomorphisme f de E
dé�nie par f(e1) = e1 + e2 − e3; f(e2) = e1 − e2 + e3 et f(e3) = 2e1 + 2e2 − 2e3
1- Déterminer kerf et Imf

On donnera pour chacun de ces sous-espaces de R3 une base éventuelle et la dimension
2-Prouvons que E = kerf ⊕ Imf

Exercice 3

Soit E un espace vectoriel de dimension n . On considère deux endomorphismes f et g de E
véri�ant.

i. f + g = idE
ii. rg(f) + rg(g) = n
1- Prouvons que ker(f) ⊂ Im(g)
2- Prouvons que ker(f) = Im(g)
3- Prouvons que f ◦ g = 0L(E)

4- Prouvons que f ◦ f = f et g ◦ g = g

Exercice 4

1- Soit E un K-espace vectoriel E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels de E de dimension �nie
(a)Soit l'application ϕ : E1 × E2; (x; y)→ x+ y
Prouvons que ϕ est une application linéaire et déterminer kerϕ et Imϕ
(b)Soit l'application dé�nie par ψ : E1 ∩ E2 → kerϕ ; x 7→ (x;−x)
Prouver que ϕ est un isomorphisme .
(c)En déduire que dim(E1 + E2) = dimE1 + dimE2 − dim(E1 ∩ E2)

2- Soient u et v deux éléments de L(E1;F ) où F est un K-espace vectoriel
(a)Prouvons que rg(u+ v) ≤ rg(u) + rg(v)
(b)Déduire que | rg(u)− rg(v) |≤ rg(u+ v)

Exercice 5

Soit E un espace vectoriel réel de dimension �nie n et a un vecteur non nul de E.
On suppose qu'il existe un endomorphisme f de E tel que f ◦ f = −IdE.
On dit qu'un sous-espace vectoriel F et E est stable par f lorsque f(F ) ⊂ F
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1- Justi�er que f est un automorphisme
2- Démontrer que la famille (a; f(a)) est libre. En déduire que E n'est pas une droite vectorielle
3- On suppose que E est plan vectoriel . Justi�er la famille (a; f(a)) est une base de E .
4- Dans le cas général , soit Fa le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs a et f(a)

Prouver que Fa est plus petit sous-espace vectoriel de E stable par f et contenant a
5- soit b un vecteur non nul de E

(a)Démontrer que les sous-espace vectoriel Fa ∩ Fb et Fa + Fb sont stable par f
(b)Démontrer les deux équivalences suivantes
(b ∈ Fa ⇔ (Fa = Fb))
(b /∈ Fa ⇔ (Fa ∩ Fb) = 0E)

6- En déduire que n n'est pas égal à 3

Exercice 6

Soit E le sous ensemble de M3(R) dé�ni par

E = {M(a; b; c) =

 a 0 c
0 b 0
c 0 a

 ; (a; b; c) ∈ R3}

1- Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R) stable pour la multiplication
des matrices .
Calculer dim(E)

2- Soit M(a; b; c) un élément de E
Déterminer , suivant les valeurs des paramètre réels a, b et c le rang de M(a; b; c)
Calculer (lorsque cela est possible ) l'inverse M(a; b; c)−1 de M(a; b; c)

3- Donner une base de E formée de matrice inversible et une autre formée de matrice de rang1

Exercice 7

Dans R-espace vectoriel R2 muni de sa base canonique B(e1; e2) ;on donne un endomorphisme
φ dé�ni par φ(e1) = e1 − 2e2 et φ(e1) = e1 − e2 et on désigne par A sa matrice relative à B .
On considère l'application T dé�nie surM2(R) par T (X) = AX pour tout X ∈M2(R)
1- Prouver que T est un endomorphisme deM2(R) puis déterminer sa matrice relative à la

base canonique deM2(R).
2- Prouver que T est un automorphisme deM2(R) et que T véri�e T 2 = IdM2(R)

Exercice 8

On appelle trace d'une matrice carrée AMn(K) ; et on note Tr(A) . La somme des éléments de
sa diagonale principale . Autrement dit, si A = (aij)1≤i≤n alors

Tr(A) =
n∑

i=1

aii = a11 + a12 + · · ·+ ann

On considère l'application Tr :Mn(K)→ K
1- Prouver que Tr est linéaire puis déterminer la matrice de T relative aux bases canoniques

deMn(K) et de K.
2- Déterminer Im(Tr) (on en donnera une base et la dimension )

puis on en déduire la dimension de kerf(Tr)
3- Prouver que pour tout A ∈Mn;p(K) et pour tout B ∈Mn;p(K);Tr(A×B) = Tr(B × A)
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Exercice 9

Déterminer le rang de chacun des matrices suivantes :

1)


1

1

2

1

3
1

2

1

3

1

4
1

3

1

4
m

 2)

 1 1 1
b+ c c+ a a+ b
bc ca ab

 3)


1 a 1 b
a 1 b 1
1 b 1 a
b 1 a 1


Exercice 10

Soit l'application f : Rn[X]Rn[X] dé�nie par P 7→ P − (X − 2)P ′;n > 2
1- Prouver que f est un endomorphisme .
2- Dans le cas où n = 2 ; déterminer kerf et en donner une base .
3- Calculer f(1), f(X) puis f(Xp) pour p ≤ n

En déduire une base de Imf puis la dimension de Imf
Déterminer la matrice de f relative à la base canonique de Rn[X]

4- Déterminer la dimension de kerf et une base de kerf dans le cas général.

Exercice 11

Soit I = I3 la matrice identité d'ordre 3 et J =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 . On appelle E le sous-espace

vectoriel deM3(R) engendré par I, J, J2 :

E = {M(a; b; c) = aI + bJ + cJ2 ∈M3(R)/(a; b; c) ∈ R3}

1- (a) Calculer Jk pour tout k de N∗
(b)Montrer que B = (I; J ; J2) est une base de E

2- Soit F le sous ensemble de E formé des matrices de la formes M(1; b; c) (on prend a = 1 )
(a) F est-il un sous espace vectoriel de E
(b) Montrer que F est stable par la multiplication des matrices .
(c) Montrer que toute matrice de la forme M(1; b; c) est inversible et que sa matrice inverse

est dans F .
3- On considère l'application f : E → R2

M(a; b; c) 7→ (a+ b; a− c)
On note B la base canonique de R2

(a) véri�er que f est une application linéaire
(b) Déterminer le noyau de f , en donner sa dimension et une base
(c) f est-elle surjective
(d) Déterminer la matrice A de f dans la base B de E et B′ de R2 : A = MatB,B′(f)
(e) On pose C = (I; I − J ; I − J + J2) et C ′ = ((1; 1); (0; 1))
Montrer que C est une base de E et que C ′ est une base de R2

Déterminer la matrice A′ de f dans les bases C et C ′

Exercice 12
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Soit f un endomorphisme du R-espace vectoriel R3;B la base canonique de R3 etM = MatB(f)
dé�nie par  a b b

b a b
b b a


où a; b sont des réels donnés
On considère les vecteurs de R3 dé�nie par u1 = (1; 0;−1);u2 = (1;−1; 0) et u3 = (1; 1; 1)
1-Prouver que C = (u1;u2;u3) est une base de R3 . Déterminer C la matrice de f dans

la nouvelle base C puis déterminer Cn pour tout entier naturel n.
2-Soit P la matrice de passage de B à C

Prouver par récurrence que (PCP−1)n = PCnP−1 pour tout entier naturel n.
3-En déduire que pour tout entier naturel n on a :

Mn =
(a− b)n

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

+
(a+ 2b)n

3

 1 1 1
1 1 1
1 1 1



Exercice 13

Soient E un R-espace vectoriel et B(e1; e2; e3) une base de E
On pose u = e1 + e2 + e3; v = e1 + e2 et w = −e2 + e3
On dé�nie les endomorphismes fn; g et p de E par :

fn(e1) = e1 −
1

n
e2 +

1

n
e3

fn(e2) =
1

n
e1 +

n+ 2

n
e2 −

1

n
e3

fn(e3) =
1

n
e1 +

1

n
e2 + e3


g(e1) = 0
g(e2) = e2
g(e3) = e3

et


p(e1) = u
p(e2) = v
p(e3) = w

pour n ∈ N∗.
1. Déterminer la matrice An de fn relative à la base B puis en déduire pour tout (x; y; z) ∈ R3

l'écriture de fn(xe1 + ye2 + ze3) dans la base B pour tout n ∈ N∗

2. On pose hn = IdE +
1

n
g∀n ∈ N∗

(a)Prouver que C = (u; v;w) est une base de E
(b)Prouver que la matrice Dn de hn dans B est celle de fn dans C pour tout n ∈ N∗

3. On pose πn = f1 ◦ f2 ◦ f3 ◦ · · · ◦ fn;∀n ∈ N∗
(a)Prouver que πn = p ◦ h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · ·hn ◦ p−1;∀n ∈ N∗
(b)Prouver par récurrence sur n que pour tout n ∈ N∗ on a :

h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hn = IdE + ng

(c)En déduire π(e1); π(e2) et π(e3)
4. Soit n ∈ N∗

(a) Prouver que h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hn est inversible et son inverse est IdE − n
n+1

g

(b) En déduire que πn est inversible et déterminons dans B la matrice de (πn)−1

Exercice 14
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Soient ua;b un endomorphisme d'un R-espace vectoriel E , B = (e1; e2; e3; e4) une base de E
Discuter suivant les valeurs des paramètres réels a et b , de la dimension du noyau et de l'image
de ua;b dont la matrice relative à la base B est dé�nie par

2 1 a 1
−1 1 1 b
0 0 a 1
0 0 1 b


Exercice 15

On considère la matrice

A =

 1 1 0
1 1 1
0 −1 1


Calculer (A− I)3 où I est la matrice identité (unité) d'ordre 3 puis en déduire que A est inver-
sible et calculer son inverse.

Exercice 16

Soit x1;x2; · · ·xn une suite de n complexes. On pose ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x21 x22 . . . x2n
...

... . . .
...

xn−11 xn−12 . . . xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1. Prouver qu'on a la relation ∆n =

n−1∏
i=1

(xn − xi)∆n−1

2. Calculer alors ∆n

3. A quelle condition la matrice vandermonde


1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x21 x22 . . . x2n
...

... . . .
...

xn−11 xn−12 . . . xn−1n

est-elle inversible .

Exercice 17

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 x
1 1 x 1
1 x 1 1
x 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣D2 =

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
a 0 c b
b c 0 a
c b a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
où a; b et c sont des réels
Les résultats seront présentés sous forme de produit de facteurs.

Exercice 18
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Soit E un K-espace vectoriel et (e1, · · · , en) une base de E. On considère l'application.

f : K→ E

(α1, · · · , αn) 7→
n∑

i=1

αiei

1. (a)Justi�er que f est bijective puis en déduire que si K est un ensemble �ni alors E est �ni
et déterminer le cardinal de E.
(b)Application : déterminer le cardinal de E si K = Z/pZ où p est un nombre premier .

2.Prouver que si K a un nombre in�ni d'éléments,il en est de même pour l'ensemble E.
On pose pour la suite que K a un nombre in�ni d'éléments
Soit G un sous-espace vectoriel (s-e-v) de E , di�érent de E et de {0E}

3. Justi�er que admet au moins un supplémentaire H dans E de base (b1, · · · bm)
4.Soient a ∈ G et Ha le s-e-v de E engendré par la famille (a+ bi)i∈{1,··· ,m}

(a)Prouver que la famille (a+ bi)i∈{1,··· ,m} est une base de H .
(b)Prouver que E = G⊕Ha.
(c)Prouver que ∀(a; b) ∈ G2;Ha = Hb ⇒ a = b
(d)Conclure que G admet une in�nité de supplémentaires dans E

Exercice 19

On considère l'application f qui a tout polynôme P du R-espace vectoriel R3[X] associe le reste
de la division euclidienne de P par X2 − 1
1. Prouver que C = (1;X − 1;X2 − 1; (X2 − 1)(X + 1)) est une base de R3[X]
2. Prouver que f est un endomorphisme de R3[X]
3. Déterminer les matrices MatB(f) et MatC(f) de f relatives aux bases respectives B et C
4.Calculer rg(f)

Déterminer l'image et le noyau de f .On donnera pour chacun d'eux une base.
Prouver kerf

⊕
Imf = Rn[X]

5.Prouver que f ◦ f = f .

Exercice 20

On appelle trace d'une matrice carrée A ∈ Mn(R) et on note Tr(A) , la somme des éléments
de sa diagonale principale .Autrement dit ; si A = (aij)16i;j6n alors

Tr(A) =
n∑

i=1

aii = a11 + a22 + · · ·+ ann

1. (a)Prouver que l'application Tr :Mn(R) −→ (R);A 7−→ Tr(A) est
une application linéaire
Déterminer Im(Tr) puis en déduit la dimension de ker(Tr)
(b)Prouver que pour tout A ∈Mn;p(R) et B ∈Mn;p(R) ;

Tr(A×B) = Tr(B × A)

2.On pose E =Mn(R)
On considère l'application

N : E −→ R
A 7−→

√
Tr(AT × A)
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où AT est la transposée de la matrice A
(a)Justi�er que N est bien dé�nie
(b)Prouver que pour tout A ∈ E ;

N(A) = 0⇒ A = 0E

(c)Comparer N(A) et N(AT )

Exercice 21

Soit f l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est donnée par

A =

 1 0 1
−1 2 1
1 −1 1


1.Prouver que le sous-espace vectoriel ker(f − IdR3) est le sous-espace engendré par

le vecteur u = (1; 1; 0)
Prouver que v = (0; 0; 1) est tel que ker(f − idR3)(v) = u

2.Chercher un vecteur w de l'espace vectoriel ker(f − 2idR3)
Prouver que (u; v;w) est une base de R3

Calculer la matrice T de f dans (u; v;w)
3.Calculer fk(v) pour tout k ∈ N.Déduire T k pour tout k ∈ N
4.Calculer Ak pour tout k ∈ N
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PROPOSITION DE CORRIGÉE TYPE

Exercice 1 :

B(e1; e2; e3) f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x+ y + 2z, 2x+ y + z, y + 3z)
1-Détermination de Kerf et Imf

kerf = {(x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) = 0R3

f(x, y, z) = 0R3 ⇐⇒ (x+ y + 2z, 2x+ y + z, y + 3z) = 0R3

⇐⇒


x+ y + 2z = 0
2x+ y + z = 0

y + 3z = 0

⇐⇒


x+ y + 2z = 0
−y − 3z = 0
y + 3z = 0

⇐⇒


x+ y + 2z = 0
2x+ y + z = 0

0z = 0

⇐⇒


x+ y + 2z = 0

y = −3z
z ∈ R

⇐⇒


x = z
y = −3z
z ∈ R

Donc kerf = {(z, 3z, z), z ∈ R} = {z(1;−3; 1), z ∈ R}
kerf est un sous-espace vectoriel engendré par un seul vecteur non nul.Donc (1;−3; 1) est une
base de kerf et dimkerf = 1

Imf = {f(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3}
= {(x+ y + 2z; 2x+ y + z; y + 3z), (x, y, z) ∈ R3}
= {(x; 2x; 0) + (y; y; y) + (2z; z; 3z); (x; y; z) ∈ R3}
= {x(1; 2; 0) + y(1; 1; 1) + z(2; 1; 3); (x; y; z) ∈ R3}

Imf = vet((1; 2; 0), (1; 1; 1; ))

D'après la formule du rang on a :

dimImf = dimR3 − dimkerf
= 3− 1

dimImf = 2

dimImf = 2

. Comme Imf est engendré par deux vecteurs en dimension 2 , alors ((1; 2; 0), (1; 1; 1))
est une base de Imf
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2- véri�ons si l'endomorphisme f de R3 est bijectif

f n'est pas bijective car f est un endomorphisme et kerf 6= 0R3

Exercice 2 :

B = (e1, e2, e3) ; f(e1) = e1 + e2 − e3 ; f(e2) = e1 − e2 + e3 ; f(e3) = 2e1 + 2e2 − 2e3

1- Déterminons kerf et Imf

kerf = {u ∈ E/u = 0E}

Soit u =
3∑

i=1

xiei ∈ E avec xi = (x1;x2;x3) ∈ K3.

On a : u ∈ kerf ⇐⇒ f(x1e1 + x2e2 + x3e3) = 0E

⇐⇒ x1f(e1) + x2f(e2) + x3f(e3) = 0E

⇐⇒ x1(e1 + e2 − e3) + x2(e1 − e2 + e3 + x3(2e1 + 2e2 − 2e3) = 0E

⇐⇒ (x1 + x2 + 2x3)e1 + (x1 − x2 + 2x3)e2 + (−x1 + x2 − 2x3)e3 = 0E

⇐⇒


x1 + x2 + 2x3 = 0
x1 − x2 + 2x3 = 0
−x1 + x2 − 2x3 = 0

⇐⇒


x1 + x2 + 2x3 = 0

−2x2 = 0
x2 = 0

⇐⇒ x1 = −2x3 et x2 = 0

Donc kerf = {(−2x3e1 + 0e2 + x3e3);x3 ∈ K}
= {x3(−2e1 + e3);x3 ∈ K}
= vect((−2e1 + e3))

kerf est engendre par le vecteur non nul (−2e1 + e3). Alors une base de kerf est (−2e1 + e3)
et dimkerf = 1

Imf = vect(f(e1); f(e2); f(e3))
= vect(e1 + e2 − e3; e1 − e2 + e3; 2e1 + 2e2 − 2e3)

Imf = vect((e1 + e2 − e3); (e1 − e2 + e3))

Car 2e1 + 2e2 − 2e3 = 2(e1 + e2 − e3) .Or d'après la formule du rang on a :

dimImf = dimE − dimkerf
= 3− 1

dimImf = 2

Ainsi une base de Imf est (e1 + e2 − e3; e1 − e2 + e3)

2- Prouvons que kerf ∩ Imf = E
Déterminons kerf ∩ Imf
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Soit x ∈ kerf ∩ Imf

x ∈ kerf ∩ Imf ⇔
{
x ∈ kerf
x ∈ Imf

⇔ ∃(α; β; γ) ∈ K3;

{
x = α(−2e1 + e3)
x = β(e1 + e2 − e3) + γ(e1 − e2 + e3)

⇔ ∃(α; β; γ) ∈ K3;

{
α(−2e1 + e3) = x
α(−2e+ e) = (e1 + e2 − e3) + γ(e1 − e2 + e3)

⇔


α(−2e1 + e3) = x
−2α− β − γ = 0

−β + γ = 0
α + β − γ = 0

⇔


α(−2e1 + e3) = x

2α + β + γ = 0
β − 3γ = 0
−2γ = 0

⇔


α(−2e1 + e3) = x

α = 0
β = 0
γ = 0

⇔ x = 0E

Donc kerf ∩ Imf = 0E et dim(E) = dimkerf + dimImf(d'après la formule du rang)

kerf
⊕

Imf = E

Exercice 3 :

dimE = n ; f et g deux endomorphismes véri�ant
. i : f + g = idE
. ii : rg(f) + rg(g) = n
1- Prouvons que kerf(f) ⊂ Im(g)

Soit x ∈ kerf
x ∈ kerf ⇔ f(x) = 0E Or (f + g)(x) = idE(x) c'est-à -dire f(x) + g(x) = idE(x)
Donc g(x) = x⇔ x = g(x) ∈ Imf
Alors

ker(f) ⊂ Im(g)

2-Prouvons que ker(f) = Im(g)
On sait que rg(f) + rg(g) = n ;
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on a :

rg(g) = n− rg(f)
= n− (dimE − dimkerf)

rg(g) = dimkerf car dimE = n

C'est-à-dire que dimIm(g) = dimker(f) or d'après 1 : on a ker(f) ⊂ Im(g)

ker(f) = Im(g)

3- Prouvons que (f ◦ g) = 0EE

Soit x ∈ E
(f ◦ g)(x) = f [g(x)] or g(x) ∈ Img = kerf donc (f ◦ g)(x) = 0E = 0EE(x)

(f ◦ g) = 0EE

4-Prouvons que (f ◦ f) = f et (g ◦ g) = g

∗(f ◦ f) = f

On a : f(x) = (f ◦ idE)(x)
= f(x) ◦ [f(x) + g(x)]
= (f ◦ f)(x) + (f ◦ g)(x) car f(x) est linéaire
= (f ◦ f)(x) + 0EE

f(x) = (f ◦ f)(x)

Alors

f = (f ◦ f)

∗(g ◦ g) = g
Soit x ∈ E
On a : g(x) = (idE ◦ g)(x)

= [f(x) + g(x)] ◦ g(x)
= f [g(x)] + g[(x)]
= g[g(x)] car f [g(x)] = 0EE

g(x) = (g ◦ g)(x)

Alors g = (g ◦ g)

Exercice 4 :

1- (a) ϕ : E1xE2 −→ E
(x; y) 7−→ x+ y

• Prouvons que ϕ est une application linéaire

Soit α ∈ K, (x; y) ∈ E1xE2, (x′; y′) ∈ E1xE2

On a : α(x; y) + (x′; y′) = (αx+ x′;αy + y′) ∈ E1xE2

ϕ[α(x; y) + (x′; y′)] = ϕ(αx+ x′;αy + y′)
= αx+ x′αy + y′

= α(x+ y) + (x′ + y′)
ϕ[α(x; y) + (x′; y′)] = αϕ(x; y) + ϕ(x′ + y′)
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D'où ϕ est une application linéaire
• Déterminons kerf et Imf

kerf = {(x; y) ∈ E1 × E2, ϕ(x; y) = 0E}
Soit (x; y) ∈ E1xE2

(x; y) ∈ kerf ⇔ ϕ(x; y) = 0E

⇔ x+ y = 0E

⇔ y = −x et x ∈ E2 car y ∈ E2

⇔ y = −x et x ∈ E1 ∩ E2 car x ∈ E1

Donc kerϕ = {(x;−x);x ∈ E1 ∩ E2}

Imϕ = {ϕ(x; y), (x; y) ∈ E1 × E2}
= {x+ y; (x; y) ∈ E1 × E2}

Donc Imϕ = E1 + E2

(b) ψ : E1 ∩ E2 −→ kerf
x 7−→ (x;−x)

• Prouvons que ψ est un isomorphisme

∼ Montrons que ψ est linaire

Soit α ∈ K;x ∈ E1 ∩ E2 et y ∈ E1 ∩ E2

ψ(αx+ y) = (αx+ y);−αx− y)
= (αx;−αx) + (y;−y)
= α(x,−x) + (y;−y)

ψ(αx+ y) = ψ(x) + ψ(y)

Par conséquent ψ est linéaire

? Montrons que ψ est bijective

Injectivité : Soit u ∈ (E1 ∩ E2)

u ∈ kerψ ⇔ ψ(u) = 0kerϕ

⇔ (u;−u) = 0E1×E2

⇔ (u;−u) = (0E; 0E)
⇔ u = 0E

Donc kerψ = {0E} par conséquent ψ est injective

Surjectivité : Soit u ∈ kerψ

u ∈ kerψ alors il existe x ∈ E1 ∩ E2 tel que u = (x,−x) = ψ(x) . Alors ψ est surjective .
En somme ψ est un isomorphisme .
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(c) En déduisons que dim(E1 + E2) = dim(E1) + dim(E2)− dim(E1 ∩ E2)

Comme E1 et E2 sont des sous-espaces vectoriels de E de dimension �nie alors E1 ∩E2 est
de dimension �nie et on :

dim(E1 ∩ E2) = dim(kerϕ) ( d'après b)
= dim(E1 × E2)( formule du rang)

dim(E1 ∩ E2) = dim(E1) + dim(E2)− dim(E1 + E2)( car Imϕ = E1 + E2)

Donc dim(E1 + E2 = dim(E1) + dim(E2 − dim(E1 ∩ E2)

2- (u; v) ∈ (L(E1;F ))2 avec F un K-espace vectoriel

(a) Prouvons que rg(u+ v) 6 rg(u) + rg(v)

Soit y ∈ Im(u+ v)
y ∈ Im(u+ v) alors il existe x ∈ E1 tel que y = (u+ v)(x)⇒ y = u(x) + v(x)
alors y ∈ Im(u(x)) + Im(v(x))
Donc Im(u+ v) ⊂ Im(u(x)) + Im(v(x))
On a : dimIm(u+ v) ≤ dim(Im(u(x)) + Im(v(x)) (1).
Or la formule de Grassmann .
dimIm(u(x) + v(x)) = dimIm(u(x)) + dimIm(v(x))− dim(Im(u) ∩ Im(v))
donc dim(Im(u(x)) + Im(v(x)) 6 dimIm(u(x)) + dimIm(v(x)) (2)
De (1) et (2) on a : dim(Im(u) + Im(v)) 6 dimIm(u) + dimIm(v)
d'or

rg(u+ v) 6 rg(u) + rg(v)

(b) Déduisons | rg(u)− rg(v) |6 rg(u+ v)

rg((u+ v) + (−v)) 6 rg(u+ v) + rg(−v) . Or rg(−v) = Im(−v)

Im(−v(x)) = {−v(x);x ∈ E}
= {v(−x);x ∈ E} car v ∈ L(E)

Im(−v(x)) = {v(t); t ∈ E}

Alors Im(−v) = Im(v)
Donc

rg((u+ v) + (−v)) 6 rg(u+ v) + rg(v)
rg(u) 6 rg(u+ v) + rg(v)

rg(u)− rg(v) 6 rg(u+ v)(1)

et
rg((u+ v) + (−u)) 6 rg(u+ v) + rg(u)

rg(v) 6 rg(u+ v) + rg(u)
rg(v)− rg(u) 6 rg(u+ v)(2)

De (1) et (2) on a : −rg(u+ v) 6 rg(u)− rg(v) 6 rg(u+ v)
D'où

| rg(u)− rg(v) |6 rg(u+ v)

Exercice 5 :
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E est un sous-espace vectoriel de dimension �nie n non nulle et f un endomorphisme de E tel
que f ◦ f = −idE

1-Justi�ons que f est un automorphisme
f étant un endomorphisme

(f ◦ f) = −idE ⇔ −(f ◦ f) = idE
⇔ (−f) ◦ f = idE

(−f) = f−1 alors f est bijective. Donc f est un automorphisme

• Donne la matrice de f en fonction de celle de f dans la base donnée

Soit B une base de E etMatB(f) la matrice de f relative Ã la base B (−f) ◦ f = idE alors
on a : f−1 = −f alorsMatB(f−1) =MatB(−f) = −MatB(f)
Donc

MatB(f−1) = −MatB(f)

2- Démontrons que la famille (a; f(a)) est libre

Supposons que la famille (a; f(a)) est libre alors ∃γ ∈ R tel que f(a) = γa

f(a) = γa⇒ f(f(a)) = f(γa)
⇔ f(f(a)) = γf(a)
⇔ −a = γf(a)
⇔ −a = γ(γa)
⇔ −a = γ2a
⇔ (γ2 + 1)a = 0
⇔ γ2 + 1 = 0 car a 6= 0 ce qui est absurde

Donc la famille (a; f(a)) est libre

• Déduisons que E n'est pas une droite vectoriel

0E 6= a ⇒ E 6= {0E} alors dim(E) ≥ 1
Soit B = (e1; e2; ...; en) une base de E or (a; f(a)) est ne famille libre de E donc dim(E) ≥ 2
car une base est une famille libre maximale . Par conséquent dim(E) 6= 1 .
Ce qui montre que E n'est pas une droite vectoriel.
3-Justi�ons que la famille (a; f(a)) est une base de E

E étant un plan vectoriel alors dim(E) = 2 or (a; f(a)) est une famille libre donc (a; f(a))
est une base

• Matrice de cette base
E étant un plan vectoriel alors
f(a) = 0× a+ 1× f(a)⇔ f(a) = (0; 1)
f(f(a)) = (f ◦ f)(a) = −idE(a) = −a⇔ f(f(a)) = (−1; 0)

MatB(f) =

(
0 −1
1 0

)



15

4-Prouvons que Fa est le plus petit sous-espace vectoriel de E stable par f et contenant a

• Fa = vect(af(a)) donc Fa est un sous-espace vectoriel de E (1)

• a ×1 + 0× f(a) = a donc a ∈ Fa (2)

•Soit y ∈ f(Fa)

y ∈ f(Fa)⇔ ∃x ∈ Fa/y = f(x)
⇔ ∃(α; β) ∈ R2;x = αa+ βf(a) et y = f(x)
⇔ ∃(α; β) ∈ R2; y = f(αa+ βf(a))
⇔ ∃(α; β) ∈ R2; y = αf(a) + βf(f(a))
⇔ ∃(α; β) ∈ R2; y = αf(a)− βa

αf(a)− βa ∈ Fa alors y ∈ Fa . On conclut que f(Fa) ⊂ Fa (3)

•Montrons que a⊂ Fa{
a ∈ F

f(Fa) ⊂ Fa
alors f(a) ∈ f(Fa) ⊂ donc f(a) ∈ F par conséquent a ⊂ Fa (4)

De (1) ; (2) ; (3) et (4) on a : Fa est le plus petit sous-espace vectoriel de E stable par f et
contenant a .

5- (a)Démontrons que les sous-espaces vectoriels Fa ∩ Fb et Fa + Fb sont stables par f

• Fa ∩ Fb

Il s'agit de montrer que f(Fa ∩ Fb) ⊂ Fa ∩ Fb

On sait que f(Fa ∩ Fb) ⊂ f(Fa) ∩ f(Fb) or f(Fa) ⊂ Fa et f(Fb) ⊂ Fb car Fa et Fb sont stable
par f . Ainsi f(Fa ∩ Fb) ⊂ Fa ∩ Fb

Alors le sous-espaces vectoriels Fa ∩ Fb est stable par f (1)

• Fa + Fb

Il s'agit de montrer que f(Fa + Fb) ⊂ Fa + Fb

Soit x ∈ Fa + Fb , alors il existe (xa;xb) ∈ Fa × Fb tel que x = xa + xb
Alors

f(x) = f(xa + xb)
= f(xa) + f(xb) car f linéaire

Comme Fa et Fb sont stable par f alors f(xa) ∈ Fa et f(xb) ∈ Fb .
Ainsi f(x) = f(xa) + f(xb) ∈ Fa + Fb

Par conséquent f(Fa + Fb) ⊂ Fa + Fb

Alors le sous-espaces vectoriels Fa + Fb est stable par f (2)
De (1) et (2) les sous-espaces vectoriels Fa ∩ Fb et Fa + Fb sont stables par f

(b) Démontrons les deux équivalences (b ∈ Fa)⇔ (Fa = Fb) et (b 6= Fa)⇔ Fa ∩ Fb = {0E})

• (b∈ Fa)⇔ (Fa = Fb)
(⇐)Supposonsque (Fa = Fb) et montrons que (b ∈ Fa)
On sait que b ∈ Fb or Fa = Fb donc b ∈ Fa . Alors (b ∈ Fa)⇐ (Fa = Fb) (1)
(⇒)Supposonsque (b∈ Fa) et montrons que (Fa = Fb)
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(b ∈ Fa) ⇒ f(a) ∈ f(Fa) ⊂ Fa alors f(a) ∈ Fa

Fb = vect((b; f(b))) ⊂ Fb car b ∈ Fb alors Fb ⊂ Fa .
D'après la question 2- ((a; f(a))) et ((b; f(b))) sont libres car b 6= 0E ainsi elle forment respec-
tivement les sous-espaces Fb et Fb alors dim(Fa) = dim(Fb)⇒ Fa = Fb .
Donc (b ∈ Fa)⇒ (Fa = Fb) (2)
De (1) et (2) on a bien (b 6= Fa)⇔ Fa ∩ Fb = {0E}

• (b 6= Fa)⇔ Fa ∩ Fb = {0E})
Raisonnons par absurde en supposant que (b ∈ Fa)⇔ (Fa ∩ Fb = {0E})
De ce qui précède

(b ∈ Fa)⇒ (Fa = Fb)
⇒ Fa ∩ Fb = Fa = Fb

ce qui contredit Fa ∩ Fb = {0E} car Fa 6= {0E} par suite (b 6= Fa)⇔ Fa ∩ Fb = {0E})
6- Déduisons que n n'est pas égal à 3

Raisonnons par absurde en supposant que n = 3 .
On sait que (a; f(a)) est libre alors d'après le théorème de la base incomplète il existe
c ∈ E − {0E} tel que (a; f(a); c) est une base de E . Ainsi c 6= Fa or d'après la question 5-(b)
Fa ∩ Fc = {0E} alors (a; f(a); c; f(c)) est une famille libre de E ce qui contredit n = 3 .
D'où n n'est pas égal à 3

Exercice 6 :

E =

 M(a; b; c) =

 a 0 c
0 b 0
c 0 a

 ; (a; b; c) ∈ R3


1-Montrons que E est un sous-espace vectoriel deM3(R)

E =

 M = (a; b; c) =

 a 0 c
0 b 0
c 0 a

 ; (a; b; c) ∈ R3


=

 a

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

+ b

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

+ c

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ; (a; b; c) ∈ R3


= vect(

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ;

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ;

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

)

Alors E est un sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par une famille de trois vecteurs en
dimension trois .
- stabilité pour la multiplication des matrices

Soit M(a; b; c) ∈M3(R) et M ′(a′; b′; c′) ∈M3(R)
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M.M =

 a 0 c
0 b 0
c 0 a

 .

 a′ 0 c
0 b′ 0
c 0 a′



M.M =

 aa′ + cc′ 0 ac′ + ca′

0 bb′ 0
ac′ 0 aa′ + cc′


∀(a; b; c) ∈ R3 et ∀(a′; b′; c′) ∈ R3 alors (ac′ + ca′) ∈ R et bb′ ∈ R car R est stable pour la
multiplication et l'addition .
- Calculons dim(E)

Comme E est engendré par trois vecteurs en dimension trois alors dim(E) = 3

2-Déterminons suivant les valeurs des paramètres réels a ; b ; et c le rang de M(a; b; c)

rg(M(a; b; c)) = rg

 a 0 c
0 b 0
c 0 a



= rg

 a+ c 0 a+ c
0 b 0
c 0 a



= (a+ c)rg

 1 0 1
0 b 0
c 0 a



= (a+ c)rg

 1 0 1
c 0 a
0 b 0



= (a+ c)rg

 1 0 1
0 0 a− c
0 b 0



= (a+ c)(a− c)rg

 1 0 1
0 0 1
0 b 0



= b(a+ c)(a− c)rg

 1 0 1
0 0 1
0 1 0



rg(M(a; b; c)) = b(a+ c)(a− c)rg

 1 0 1
0 1 1
0 0 0



Discussion
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a+ c = 0 ou a− c = 0 ou b = 0
• si a = c ou a = −c ou b = 0 on a

rg(M(a; b; c)) = 0

• si a 6= c ou a 6= −c ou b 6= 0 on a

rg(M(a; b; c)) = 3

- Calculons l'inverse M−1(a; b; c) de M(a; b; c)

det(M(a; b; c)) = −b(a+ c)(a− c) = −b(a2 − c2)

com(M(a; b; c)) =

 ab 0 bc
0 a2 − c2 0
bc 0 ab



com(M(a; b; c)) = b2(a2 − c2)

 a 0 c
0 1 0
c 0 a


M−1(a; b; c) =

1

det(M(a; b; c))
× com(M(a; b; c))

=
−1

b(a2 − c2)
× b2(a2 − c2)

 a 0 c
0 1 0
c 0 a



M−1(a; b; c) = b

 a 0 c
0 1 0
c 0 a



M−1(a; b; c) = −b

 a 0 c
0 1 0
c 0 a


3-Déterminons une base de E formée de matrices inversible et une autre formée de matrices de rang1
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Exercice 7 :

B(e1; e2; e3) ; φ(e1) = e1 − 2e2 ; φ(e2) = e1 − e2 ; A =MatB(φ)

1-Prouvons que T est un endomorphisme deM2(R)

Soit α ∈ R ; (X1;X2) ∈M2(R)×M2(R)

T (αX1 +X2) = A(αX1 +X2)
= A(αX1) + A(X2)
= αA(X1) + A(X2)

T (αX1 +X2) = T (αX1) + T (X2)

De plus ∀X ∈M2(R) ; X ∈ AM2(R) car la multiplication des matrices carrées est interne dans
Mn(K) .
En somme T est un endomorphisme deM2(R)
• Sa matrice relative à la base canonique C etM2(R)

Posons C = (E11;E12;E21;E22) avec

E11 =

(
1 0
0 0

)
;E12 =

(
0 1
0 0

)
;E21 =

(
0 0
1 0

)
;E22 =

(
0 0
0 1

)

X =

(
x y
z t

)
= xE11 + yE12 + zE21 + tE22 ∈M2(R)

T (X) =

(
1 1
−2 −1

)(
x y
z t

)
=

(
x+ z y + t
−2x− z −2y − t

)
T (X) = (x+ z)E11 + (y + t)E12 + (−2x− z)E21 + (−2y − t)E22

Soit B la matrice de T dans C

T (X) = BX ⇔


x+ z
y + t
−2x− z
−2y − t

 =


1 0 1 0
0 1 0 1
−2 0 −1 0
0 −2 0 −1




x
y
z
t


Donc

B =


1 0 1 0
0 1 0 1
−2 0 −1 0
0 −2 0 −1


2-Prouvons que T est un automorphisme

det(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
0 1 0 1
−2 0 −1 0
0 −2 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1
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det(B) = 1 6= 0 donc B est inversible et par suite T est un automorphisme .
• Véri�ons que T 2 = −IdM2(R)

Soit X ∈M2(R)

T 2(X) = (T ◦ T )(X)
= T [T (X)]
= A[AX]

T 2(X) = A2X

Or

A2 =

(
1 1
−2 −1

)(
1 1
−2 −1

)
=

(
−1 0
0 −1

)
= −

(
1 0
0 1

)
A2 = −IdM2(R)

Donc T 2(X) = A2X = −IdM2(R)(X)
D'où

T 2 = −IdM2(R)

Exercice 8 :

1.Prouvons que Tr est linéaire Soit β ∈ K ; (A;B) ∈Mn(K)×Mn(K)

Soit A = (aij)1≤i;j≤n et B = (bij)1≤i;j≤n

βA+B = (βaij + bij)1≤i;j≤n

Tr(βA+B) =
n∑

i=1

(βaii + bii)

=
n∑

i=1

βaii +
n∑

i=1

bii

Tr(βA+B) = β

n∑
i=1

aii +
n∑

i=1

bii

Tr(βA+B) = βTr(A) + Tr(B)

Donc Tr est une application linéaire .
• Déterminons la matrice Tr relative bases canoniqueMn(K) et de K{

Tr(Eij) = 0 si i 6= j
Tr(Eij) = 1 si i = j

Soit M = (aij)1≤i;j≤n2 cette matrice avec

aij =

{
1 si j = kn+ (k + 1); k ∈ |[0;n− 1]|
0 sinon

car pour tout k ∈ |[0;n− 1]|;Tr(Ek+1;k+1) = a1;kn+(k+1)

Alors
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Tr(Ek+1;k+1) = a1;kn+(k+1)

2-Déterminons Im(Tr)
Im(Tr) est un sous-espace vectoriel de K et dimK = 1 donc dimIm(Tr) ∈ {0; 1}
De plus 1 = Tr(E11) ∈ Im(Tr) ; alors Im(Tr) 6= {0K} par conséquent dimIm(Tr) = 1 donc
Im(Tr) = K

Im(Tr) = K

• Déduisons dimker(Tr)

Im(Tr) ∈ L(Mn(K);K) etMn(K) est de dimension �nie alors d'après la formule du rang
on a : dimMn(K) = dimker(Tr) + dimIm(Tr)
Ainsi dimker(Tr) = dimMn(K)− dimIm(Tr)
On déduit que dimker(Tr) = n2 − 1 car dimMn(K) = n2 et dimIm(Tr) = 1
Donc

dimker(Tr) = n2 − 1

3-Prouvons que pour tout A ∈Mn;p(K) et pour tout B ∈Mn;p(K) ; Tr(A×B) = Tr(B × A)

Soit A = (aij)1≤i;j≤n et B = (bij)1≤i;j≤n

Posons A×B = (cij)1≤i;j≤n avec cij =

p∑
k=1

aikbkj

Tr(A×B) =
n∑

i=1

cii

Tr(A×B) =
n∑

i=1

p∑
k=1

aikbkj (1)

Posons B × A = (c′ij)1≤i;j≤p avec c
′
ij =

p∑
k=1

bikakj

Tr(B × A) =
P∑
i=1

c′ii

=

p∑
i=1

n∑
k=1

bikakj

=
n∑

k=1

p∑
i=1

bikakj

Tr(A×B) =
n∑

i=1

p∑
k=1

aikbkj (2)

De (1) et (2) on a : Tr(A×B) = Tr(B × A)
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Tr(A×B) = Tr(B × A)

Exercice 9 :

J =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0


E = {M(a; b; c) = aI + bJ + cJ2 ∈M3(R); (a; b; c) ∈ R3}
1-(a)Déterminons Jk pour tout k ∈ N∗

J =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ; J2 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ; J3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0



Alors pour tout k ∈≥ 3 ; Jk =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


(b)Montrons que B = (I; J ; J2) est une base de E

Soit (α; β; γ) ∈ R3 tel que (αI + βJ + γJ2) = 03

(αI + βJ + γJ2) = 03 ⇔ α

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ β

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

+ γ

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0



⇔

 α β γ
0 α β
0 0 α

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0



⇔


α = 0
β = 0
γ = 0

Alors B = (I; J ; J2) est une famille libre engendré par trois vecteurs en dimension trois . Donc
B est une base .
2-(a)

F = {M(1; b; c) = I + bJ + cJ2 ∈M3(R); (b; c) ∈ R2}

=

 M(1; b; c) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ b

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

+ c

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ∈M3(R); (b; c) ∈ R2


=

 M(1; b; c) =

 1 b c
0 1 b
0 0 1

 ∈M3(R); (b; c) ∈ R2


03 6= F alors F n'est pas un sous espace vectoriel de E
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(b)Montrons que F est stable pour la multiplication des matrices

Soit M(1; b; c) ∈M3(R) et M ′(1; b′; c′) ∈M3(R)

M.M ′ =

 1 b c
0 1 b
0 0 1

 1 b′ c′

0 1 b′

0 0 1



M.M ′ =

 1 b+ b′ c+ c′

0 1 b+ b′

0 0 1


(a; c; a′; b′) ∈ R4 donc (b+ b′) ∈ R et (c+ bb′) ∈ R car R est un corps . Alors M.M ′M3(R) par
conséquent F est stable pour la multiplication des matrices .
(c)Montrons que toute matrice M(1; b; c) est inversible

M(1; b; c) =

 1 b c
0 1 b
0 0 1


det(M(1; b; c)) = 1 6= 0 alors M(1; b; c) est inversible

• Sa matrice inverse dans F 1 b c
0 1 b
0 0 1

 x2
x1
x3

 =

 y1
y2
y3

⇔


y1 = x1 + bx2 + cx3
y2 = x2 + bx2
y3 = x3

⇔


x2 = y1 − by2 + (b2 − c)y3
x1 = y2 − by3
x3 = y3

Donc M−1(1; b; c) =

 1 −b b2 − c
0 1 −b
0 0 1


3- f : E −→ R2

M(a; b; c) 7−→ (a+ b; a− c)
(a)Véri�ons que f est une application linéaire

Soit α ∈ R;M(a; b; c) ∈ E et M(a′; b′; c′) ∈ E
αM(a; b; c) +M(a′; b′; c′) = M(αa;αb;αc) +M(a′; b′; c′)

f(αM(a; b; c) +M ′(a′; b′; c′)) = f(M(αa;αb;αc) +M(a′; b′; c′))
= αa+ a′ + αb′;αa+ a′ − αc− c′
= (α(a+ b) + (a′ + b′);α(a− c) + (a′ − c′))
= α(a+ b; a− c) + (a′ + b′; a′ − c′)

f(αM(a; b; c) +M ′(a′; b′; c′)) = αf(M(a; b; c)) + f(M ′(a′; b′; c′))

Alors f est une application linéaire .
(b)Déterminons le noyau de f et donnons une dimension puis une base
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kerf = {M(a; b; c) ∈ E/f(M(a; b; c)) = 0R2}

M(a; b; c) ∈ kerf ⇔ f(M(a; b; c)) = 0R2}
⇔ (a+ b; a− c) = (0; 0)

⇔
{
a+ b = 0
a− c = 0

⇔
{

a = c
b = −c

Donc
kerf = {M(c;−c; c); c ∈ R}

= {cI − cJ + cJ2; c ∈ R}
kerf = vect((cI − cJ + cJ2))

Alors kerf est engendré par le vecteur non nul (cI − cJ + cJ2) donc une base de kerf est
(cI − cJ + cJ2) et dimkerf = 1
(c)Véri�ons si f est surjective

D'après la formule du rang on a : dimE = dimkerf + dimImf
Alors

dimImf = dimE − dimkerf
= 3− 1

dimImf = 2

Or Imf ⊂ R2 car Imf est un sous-espace vectoriel de R2

De plus dimImf = dimR2 = 2 donc Imf = R2 par conséquent f est surjective
(d)Déterminons la matrice A de f dans la base B de E et B′ de R2

Dans la base canonique B′ on a :

M(a; b; c) =
(
a+ b a− c

)
=

(
1 1 0
1 0 −1

) a
b
c


Donc

A =
(

1 1 0
1 0 −1

)
Dans la base canonique B on a :

A× I =

(
1 1 0
1 0 −1

) 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

(
1 1 0
1 0 −1

)
⇔ f(I) = A

A× J =

(
1 1 0
1 0 −1

) 0 1 0
0 0 1
0 0 0


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Exercice 10 :

f : Rn[X] −→ Rn[X] n ≥ 2
P 7−→ P − (X − 2)P ′

1-Prouvons que f est un endomorphisme

Soit α ∈ K et (P ;Q) ∈ Rn[X]× Rn[X]

f(αP +Q) = αP +Q− (X − 2)(αP +Q)′

= αP +Q− (X − 2)(αP ′ +Q′)
= αP +Q− (X − 2)(αP ′)− (X − 2)Q′

= αP +Q− α(X − 2)P ′ − (X − 2)Q′

= αP − α(X − 2)P ′ +Q− (X − 2)Q′

= α[P − (X − 2)P ′] + [Q− (X − 2)Q′]
f(αP +Q) = αf(P ) + f(Q)

Par conséquent f est une application linéaire .
Or f est une application dé�nie de Rn[X] dans Rn[X]
D'où f est un endomorphisme .

2-Déterminons kerf et donnons une base dans le cas n = 2

kerf = {P ∈ R2[X]; f(P ) = 0R2[X]}
Posons P = a+ bX + cX2; (a; b; c) ∈ R3

P ∈ kerf ⇔ P − (X − 2)P ′ = 0R2[X]

⇔ P = (X − 2)P ′

⇔ a+ bX + cX2 = (X − 2)(b+ 2cX)
⇔ a+ bX + cX2 = 2cX2 − 4cX − 2b+ bX
⇔ a+ bX + cX2 = −2b+ (b− 4c)X + 2cX2

⇔


a = −2b
b = b− 4c
c = 2c

P ∈ kerf ⇔
{
a = −2b
c = 0

Donc
kerf = {−2b+ bX; b ∈ R}
kerf = {b(−2 +X); b ∈ R}

kerf = vect((−2 +X))

kerf engendré par le vecteur non nul (−2 +X) par conséquent (−2 +X) est une base de kerf
3-Calculons f(1) ; f(X) puis f(Xp) pour p ≤ n

f(P ) = P − (X − 2)P ′

f(1) = 1

f(1) = 1

f(Xp) = Xp − (X − 2)PXp−1

= Xp − PXP + 2PXp−1

f(Xp) = (1− P )Xp + 2PXp−1
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f(Xp) = (1− P )Xp + 2PXp−1

• Déterminons une base de Imf puis sa dimension

On a : Imf = {f(P );P ∈ Rn[X]}

Imf = vect(1; f(X); f(X2; · · · ; f(Xj); · · · ; f(Xn))
= vect(1; f(X2; · · · ; f(Xj); · · · ; f(Xn) car f(X) = f(X2)

Soit (α1;α2; · · · ;αn) ∈ Rn tel que α1 +
n∑

i=2

αif(X i) = 0Rn[X]

α1 +
n∑

i=2

αif(X i) = 0Rn[X] ⇔ α1 + α2(4X −X2) + α3(6X
2 −X3)

+αi−1[2(i− 1)X i−2 + (−i)X i−1

+αi[2iX
i−1 + (1− i)X i]

+αi+1[2(i+ 1)X i + (−i)i+1] + · · ·
+αn−1[2(n− 1)Xn−2 + (−n)Xn−1]
+αn[2nXn−1 + (1− n)Xn] = 0Rn[X]

⇔ α1 + 4α2X + (−α2 + 6α3)X
2 + · · ·

+[(−i)αi−1 + 2iαi]X
i−1]

+[(1− i)αi + 2(i+ 1)αi+1] + · · ·+ [(−n)αn−1 + 2nαn]Xn−1

+(1− n)αnX
n = 0Rn[X]

⇔



α1 = 0
4α2 = 0
...
(−i)αi−1 + 2iαi = 0
(1− i)αi + 2(i+ 1)αi+1 = 0
...
(−n)αn−1 + 2nαn = 0
(1− n)αn = 0

Ce qui donne α1 = α2 = · · ·αn = 0 Ainsi la famille (1; f(X2; · · · ; f(Xj); · · · ; f(Xn)) est libre
par conséquent elle constitue une base de Imf
On a :

dimImf = n

• Déterminons la matrice de f relative à la base canonique de Rn[X]

f(1) = (1; 0; 0; · · · ; 0)

f(X) = (2; 0; 0; · · · ; 0)

f(X2) = (0; 4;−1; · · · ; 0)

f(X i−1) = (0; · · · ; 2(i− 1); (−i); · · · ; 0)

f(X i) = (0; 2i; (1− i); · · · ; 0)
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f(X i+1) = (0; · · · ; 2(i+ 1);−i; · · · ; 0)

f(Xn−1) = (0; · · · ; 2(n− 1);−n; 0)

f(Xn) = (0; · · · ; 2n; 1− n)

MatC(f) =



1 2 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0

0 0 4
...

...
...

...
...

...
...

0 0 −1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
... 2(i− 1)

...
...

...
...

...
...

...
...

... (−i) 2i
...

...
...

...
...

...
...

...
... (1− i) 2(i+ 1)

...
...

...
...

...
...

...
...

... (−i) ... 2(n− 1)
...

...
...

...
...

...
...

...
... (−n) 2n

0 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 (1− n)


4-Déterminons la dimension de kerf et une base de kerf dans le cas général

Comme Rn[X] est de dimension �nie ; on a d'après le théorème du rang
dimRn[X] = dimImf + dimkerf
alors

dimkerf = dimRn[X]− dimImf
= (n+ 1)− n

dimkerf = 1

On sait que f(X) = 2f(1) alors f(X)−2f(1) = 0Rn[X] donc f(X−2) = 0Rn[X] car f est linéaire
d'où (X−2) ∈ kerf et comme dimkerf = 1 , une base de kerf est (X−2) car (X−2) 6= 0Rn[X]

Exercice 11 :
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Exercice 12 :

f : R3 −→ R3 ; u1 = (1; 0;−1);u2 = (1;−1; 0) ;et u3 = (1; 1; 1)

MatB(f) =

 a b b
b a b
b b a

 ; (a; b) ∈ R2

1-Prouvons que C = (u1;u2;u3) est une base de R2

det(u1;u2;u3) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 −1 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 −1 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 −1 1
0 0 3

∣∣∣∣∣∣ = −3

det(u1;u2;u3) 6= 0 Alors (u1;u2;u3) est libre dans R3

Comme dimRR3 = 3 alors C = (u1;u2;u3) est une base de R2

• Déterminons C la matrice de f dans C

f(u1) = f((1; 0;−1))⇔

 a b b
b a b
b b a

 1
0
−1

 =

 a− b
0

b− a

 = (a− b)

 1
0
−1


f(u1) = (a− b)u1

f(u2) = f((1;−1; 0))⇔

 a b b
b a b
b b a

 1
−1
0

 =

 a− b
0

b− a

 = (a− b)

 1
−1
0


f(u1) = (a− b)u2

f(u1) = f((1; 0;−1))⇔

 a b b
b a b
b b a

 1
1
1

 =

 a+ 2b
a+ 2b
a+ 2b

 = (a+ 2b)

 1
1
1


f(u1) = (a+ 2b)u3

Alors

C =

 a− b 0 0
0 a− b 0
0 0 a+ 2b


• Déterminons Cn ; ∀n ∈ N

C =

 (a− b)n 0 0
0 (a− b)n 0
0 0 (a+ 2b)n


2-Prouvons par récurrence que (PCP−1)n = PCnP−1 avec P la matrice de passage de B à C

Pour n = 0 on a :
PC0P−1 = PIP−1 = PP−1 = I donc PC0P−1 = I
Soit k ∈ N∗
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Supposons (PCP−1)k = PCkP−1 et montrons (PCP−1)k+1 = PCk+1P−1

(PCP−1)k+1 = (PCP−1)k(PCP−1)
= (PCkP−1)(PCP−1) hypothèse de récurrence
= (PCk)(P−1P )(CP−1)
= PCkCP−1

(PCP−1)k+1 = PCk+1P−1

Alors ∀n ∈ N ; (PCP−1)k+1 = PCk+1P−1

3-Déduisons que ∀n ∈ N ; on a

Mn =
(a− b)n

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

+
(a+ 2b)n

3

 1 1 1
1 1 1
1 1 1



P =

 1 1 1
0 −1 1
−1 0 1

 ;P−1 =
1

3

 1 1 −2
1 −2 1
1 1 1



P−1MP = C ⇔ PP−1MP = PC
⇔ IMPP−1 = PCP−1

⇔ MI = PCP−1

⇔ M = PCP−1

⇔ Mn = (PCP−1)n

P−1MP = C ⇔ Mn = PCnP−1

Mn = PCnP−1

=

 1 1 1
0 −1 1
−1 0 1

 (a− b)n 0 0
0 (a− b)n 0
0 0 (a+ 2b)n

× 1

3

 1 1 −2
1 −2 1
1 1 1



=
1

3

 (a− b)n (a− b)n (a+ 2b)n

0 −(a− b)n (a+ 2b)n

(a− b)n 0 (a+ 2b)n

 1 1 −2
1 −2 1
1 1 1



=
1

3

 2(a− b)n + (a+ 2b)n −(a− b)n + (a+ 2b)n −(a− b)n + (a+ 2b)n

−(a− b)n + (a+ 2b)n 2(a− b)n + (a+ 2b)n −(a− b)n + (a+ 2b)n

−(a− b)n + (a+ 2b)n −(a− b)n + (a+ 2b)n 2(a− b)n + (a+ 2b)n



=
1

3
(a− b)n

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

+
1

3
(a+ 2b)n

 1 1 1
1 1 1
1 1 1



D'où Mn =
(a− b)n

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

+
(a+ 2b)n

3

 1 1 1
1 1 1
1 1 1


Exercice 13 :
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B(e1; e2; e3) une base de E et u = e1 + e2 + e3; v = e1 + e2 et w = −e2 + e3
fn(e1) = e1 −

1

n
e2 +

1

n
e3

fn(e2) =
1

n
e1 +

n+ 2

n
e2 −

1

n
e3

fn(e3) =
1

n
e1 +

1

n
e2 + e3


g(e1) = 0
g(e2) = e2
g(e3) = e3

et


p(e1) = u
p(e2) = v
p(e3) = w

1-Déterminons la matrice An de fn relative à la base B
fn(e1) = e1 −

1

n
e2 +

1

n
e3

fn(e2) =
1

n
e1 +

n+ 2

n
e2 −

1

n
e3

fn(e3) =
1

n
e1 +

1

n
e2 + e3

⇒ An =


1

1

n

1

n

− 1

n

n+ 2

n

1

n
1

n
− 1

n
1


-Déduisons pour tout (x; y; z) ∈ R3 l'écriture de fn(xe1 + ye2 + ze3) dans la base B pour tout n ∈ N∗

fn(xe1 + ye2 + ze3) = fn(xe1) + fn(ye2) + fn(ze3)
= xfn(e1) + yfn(e2) + zfn(e3)

= x(e1 −
1

n
e2 +

1

n
e3) + y(

1

n
e1 +

n+ 2

n
e2 −

1

n
e3) + z(

1

n
e1 +

1

n
e2 + e3)

fn(xe1 + ye2 + ze3) = (x+
1

n
y +

1

n
z)e1 + (− 1

n
x+

n+ 2

n
y +

1

n
)e2 + (

1

n
x− 1

n
y + z)e3

Donc fn(xe1 + ye2 + ze3) = (x+
1

n
y +

1

n
z)e1 + (− 1

n
x+

n+ 2

n
y +

1

n
)e2 + (

1

n
x− 1

n
y + z)e3

2-On pose hn = IdE +
1

n
g∀n ∈ N∗

(a)Prouvons que C = (u; v;w) est une base de E

Soit U la matrice de u dans la base E

U =

 1 1 0
1 1 −1
−1 0 1


detU = 1 6= 0 alors la famille (u; v;w) est libre engendrée par trois vecteurs en dimension trois
donc C = (u; v;w) est une base de E
(b)Prouvons que la matrice Dn de hn dans B est celle de fn dans C pour tout n ∈ N∗

∀n ∈ N∗;hn = IdE +
1

n
g

hn(e1) = IdE(e1) +
1

n
g(e1) = e1 +

1

n
(0) = e1

hn(e2) = IdE(e2) +
1

n
g(e2) = e2 +

1

n
e2 =

n+ 1

n
e2

hn(e3) = IdE(e3) +
1

n
g(e3) = e3 +

1

n
e3 =

n+ 1

n
e3

Alors

Dn =


1 0 0

0
n+ 1

n
0

0 0
n+ 1

n


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fn(u) = f(e1 + e2 − e3) = fn(e1) + fn(e2)− fn(e3)

= e1 −
1

n
e2 +

1

n
e3 +

1

n
e1 +

n+ 2

n
e2 −

1

n
e3 −

1

n
e1 −

1

n
e2 − e3

fn(u) = e1 + e2 − e3 = u (1)

fn(v) = fn(e1 + e2) = fn(e1) + fn(e2)

= e1 −
1

n
e2 +

1

n
e3 +

1

n
e1 +

n+ 2

n
e2 −

1

n
e3

=
n+ 1

n
e2 +

n+ 1

n
e3

= (
n+ 1

n
)(e1 + e2

fn(v) = (
n+ 1

n
)v (2)

fn(w) = fn(−e2 + e3) = −fn(e2) + fn(e3)

= − 1

n
e1 −

n+ 2

n
e2 +

1

n
e3 +

1

n
e1 +

1

n
e2 + e3

= (
n+ 1

n
)(−e2 + e3)

fn(w) = (
n+ 1

n
)w (3)

Soit Fn la matrice de fn dans la base C

Fn =


1 0 0

0
n+ 1

n
0

0 0
n+ 1

n


Dn = Fn alors la matrice Dn de hn dans la base B est celle de fn dans C pour tout n ∈ N∗
3- On pose πn = f1 ◦ f2 ◦ f3 ◦ · · · ◦ fn;∀n ∈ N∗
(a)Prouvons que πn = p ◦ h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · ·hn ◦ p−1;∀n ∈ N∗

D'après la question 2(b) ∀n ∈ |[1;n]|;Dn = J−1AnJ avec J la matrice de p dans C

D1 = J−1A1J
D2 = J−1A2J
D3 = J−1A3J

...
Dn = J−1AnJ

En faisant le produit membre à membre on a :

D1 ×D2 × · · · ×Dn = (J−1A1J)× (J−1A2J)× · · · (J−1An−1J)× (J−1AnJ)
= J−1A1(J × J−1)A2(J × J−1) · · · (J × J−1)An−1(J × J−1)AnJ

D1 ×D2 × · · · ×Dn = J−1A1 × A2 × · · · × AnJ

D1 ×D2 × · · · ×Dn = J−1A1 × A2 × · · · × AnJ ⇔ D1 ×D2 × · · · ×Dn × J−1 = A1 × A2 × · · · × An

⇔ A1 × A2 × · · · × An = D1 ×D2 × · · · ×Dn × J−1
⇔ πn = p ◦ h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · ·hn ◦ p−1

D'où πn = p ◦ h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · ·hn ◦ p−1;∀n ∈ N∗
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(b)Prouvons par récurrence sur n que pour tout n ∈ N∗;h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hn = IdE + ng

Posons P(n) : h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hn = IdE + ng;∀n ∈ N∗
Soit G la matrice de g dans la base B

G =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1



Pour n = 1;D1 =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ 1

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

soit D1 = I3 + 1G

alors h1 = IdE + 1g donc P(1) est vraie
Supposons que P(k) est vraie et montrons que P(k + 1) est vraie
P(k) : h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hk = IdE + kg

P(k + 1) : h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hk+1 = h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hk ◦ hk+1

= (IdE + kg) ◦ hk+1

= hk+1 + kg ◦ hk+1

= IdE +
1

k + 1
g + kg ◦ (IdE +

1

k + 1
g)

h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hk+1 = IdE +
1

k + 1
g + kg +

k

k + 1
g ◦ g

G×G =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1


alors G×G = G donc g ◦ g = g
Ainsi

h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hk+1 = IdE +
1

k + 1
g + kg +

k

k + 1
g ◦ g

= IdE +
1

k + 1
g + kg +

k

k + 1
g

h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hk+1 = IdE + (k + 1)g

Donc P(k + 1) est vraie pour tout k > 1
Alors ∀n ∈ N∗;P(n) : h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hn = IdE + ng
(c)En déduisons π(e1);π(e2) et π(e3)

πn = p ◦ h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · ·hn ◦ p−1 ∀n ∈ N∗
= p ◦ (h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · ·hn) ◦ p−1
= p ◦ (IdE + ng) ◦ p−1
= (p+ np ◦ g) ◦ p−1

πn = IdE + n(p ◦ g ◦ p−1) ∀n ∈ N∗
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I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ; J =

 1 1 0
1 1 −1
−1 0 1

 et J−1 =

 1 −1 −1
0 1 1
1 −1 0



J ×G× J−1 =

 1 1 0
1 1 −1
−1 0 1

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 1 −1 −1
0 1 1
1 −1 0

 =

 0 1 1
−1 2 1
1 −1 0


Soit Πn la matrice de πn

Πn =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ n

 0 1 1
−1 2 1
1 −1 0

 =

 1 n n
−n 2n+ 1 1
n −n 1


Dans la base canonique on a : e1 = (1; 0; 0); e2 = (0; 1; 0) et e3 = (0; 0; 1)

Πn

 1
0
0

 =

 1 n n
−n 2n+ 1 1
n −n 1

 1
0
0

 =

 1
−n
n

⇔ πn(e1) = e1 − ne2 + ne3

Alors πn(e1) = e1 − ne2 + ne3

Πn

 0
1
0

 =

 1 n n
−n 2n+ 1 1
n −n 1

 0
1
0

 =

 1
2n+ 1
−n

⇔ πn(e1) = e1 + (2n+ 1)e2 − ne3

Alors πn(e1) = e1 + (2n+ 1)e2 − ne3

Πn

 0
0
1

 =

 1 n n
−n 2n+ 1 1
n −n 1

 0
0
1

 =

 n
n
1

⇔ πn(e1) = ne1 + ne2 + e3

Alors πn(e1) = ne1 + ne2 + e3
4-(a)Prouvons que h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hn est inversible et son inverse est IdE − n

n+1
g

h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · · ◦ hn = IdE + ng
Soit M la matrice de IdE + ng

M = I3+nG =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+n

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

 1 0 0
0 n+ 1 0
0 0 n+ 1

M =

 1 0 0
0 n+ 1 0
0 0 n+ 1


det(M) = (n+ 1)2 6= 0 alors M est inversible par conséquent h1 ◦h2 ◦h3 ◦ · · · ◦hn est inversible
Son inverse


e1 = a

(n+ 1)e2 = b
(n+ 1)e3 = c

⇔


e1 = a

e2 =
1

(n+ 1)
b

e3 =
1

(n+ 1)
c

⇔M−1 =


1 0 0

0
1

n+ 1
0

0 0
1

n+ 1


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M−1 =


1 0 0

0
1

n+ 1
0

0 0
1

n+ 1


Mat(IdE −

n

n+ 1
g) = Mat(IdE)−Mat(

n

n+ 1
g)

= I3 −
n

n+ 1
G

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

− n

n+ 1

 0 0 0
0 1 0
0 0 1



=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

−


0 0 0

0
n

n+ 1
0

0 0
n

n+ 1



Mat(IdE −
n

n+ 1
g) =


1 0 0

0
1

n+ 1
0

0 0
1

n+ 1
.


AlorsMat(IdE −

n

n+ 1
g) = M−1 ; d'où son inverse est IdE −

n

n+ 1
g

(b)Déduisons que πn est inversible et déterminons dans B la matrice de (πn)−1

πn = p ◦ h1 ◦ h2 ◦ h3 ◦ · · ·hn ◦ p−1;∀n ∈ N∗
πn = p ◦ (IdE + ng) ◦ p−1
p est inversible alors p−1 est inversible . De plus IdE +ng est inversible donc h1 ◦h2 ◦h3 ◦ · · ·hn
est inversible . D'où πn est inversible .

Son inverse (πn)−1

D'après la question 3-(c) on a :Πn =

 1 n n
−n 2n+ 1 1
n −n 1


 1 n n
−n 2n+ 1 1
n −n 1

 x1
x2
x3

 =

 y1
y2
y3

⇔


x1 + nx2 + nx3 = y1
−nx1 + (2n+ 1)x2 + nx3 = y2

nx1 − nx2 + x3 = y3

⇔


x1 + nx2 + nx3 = y1

(n+ 1)2x2 + n(n+ 1)x3 = ny1 + y2
−n(n+ 1)x2 + n(1− n)x3 = −ny1 + y3
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 1 n n
−n 2n+ 1 1
n −n 1

 x1
x2
x3

 =

 y1
y2
y3

⇔


x1 + nx2 + nx3 = y1
(n+ 1)2x2 + n(n+ 1)x3 = ny1 + y2

− 1

n+ 1
y1 +

2n+ 1

n+ 1
y2 + y3 = nx3

⇔


x1 =

n2 + 2n+ 2

(n+ 1)2
y1 −

2n+ 1

(n+ 1)2
y2 −

1

n+ 1
y3

x2 =
1

(n+ 1)2
y1 −

2n+ 1

(n+ 1)2
y2 +

n

(n+ 1)
y3

x3 = − 1

n(n+ 1)
y1 +

2n+ 1

n+ 1
y2 +

1

n
y3

(Πn)−1 =


n2 + 2n+ 2

(n+ 1)2
− 2n+ 1

(n+ 1)2
− 1

n+ 1
1

(n+ 1)2
− 2n+ 1

(n+ 1)2
n

(n+ 1)

− 1

n(n+ 1)
− 1

n(n+ 1)

1

n


Exercice 14 :

Exercice 15 :

A =

 1 1 0
1 1 1
0 −1 1


Calculons (A− I)3

(A− I) =

 1 1 0
1 1 1
0 −1 1

−
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

 =

 0 1 0
1 0 1
0 −1 0



(A− I)3 =

 0 1 0
1 0 1
0 −1 0

 0 1 0
1 0 1
0 −1 0

 0 1 0
1 0 1
0 −1 0



=

 1 0 0
0 0 1
−1 0 0

 0 1 0
1 0 1
0 −1 0



(A− I)3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0



(A− I)3 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


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Déduisons que A est inversible

Comme A et I commutent on a : (A− I)3 = A3 − 3A2 + 3A− I donc A3 − 3A2 + 3A− I = 03

alors A(A2 − 3A+ 3I) = I . D'où A est inversible et A−1 = A2 − 3A+ 3I

Calculons l'inverse A−1 de A

A−1 = A2 − 3A+ 3I

A2 =

 1 1 0
1 1 1
0 −1 1

 1 1 0
1 1 1
0 −1 1

 =

 2 2 1
2 1 2
−1 −2 0

 ; 3A =

 3 3 0
3 3 3
0 −3 3


et 3I =

 3 0 0
0 3 0
0 0 3


Alors

A−1 =

 2 2 1
2 1 2
−1 −2 0

−
 3 3 0

3 3 3
0 −3 3

+

 3 0 0
0 3 0
0 0 3



=

 −1 −1 1
−1 −2 −1
−1 1 −3

+

 3 0 0
0 3 0
0 0 3



A−1 =

 2 −1 1
−1 1 −1
−1 1 0



A−1 =

 2 −1 1
−1 1 −1
−1 1 0


Exercice 15 :

Exercice 16 :

1- Prouvons qu'on a la relation ∆n =
n−1∏
i=1

(xn − xi)∆n−1

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x21 x22 . . . x2n
...

... . . .
...

xn−11 xn−12 . . . xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pour tout i ∈ |[2;n]| ; Li ← Li − xnLi−1
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∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 − xn x2 − xn . . . 0
x21 − xnx1 x22 − xnx2 . . . 0

...
... . . .

...
xn−11 − xnxn−21 xn−12 xnx

n−2
2 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − xn x2 − xn . . . xn−1 − xn

x1(x1 − xn) x2(x2 − xn) . . . xn−1(xn−1 − xn)
...

... . . .
...

xn−21 (x1 − xn) xn−12 xnx
n−2
2 . . . xn−2n−1(xn−1 − xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n+1(x1 − xn)(x2 − xn) . . . (xn−1 − xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn−1
...

... . . .
...

xn−21 xn−22 . . . xn−2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1

n−1∏
i=1

(xi − xn)∆n−1

= (−1)n+1

n−1∏
i=1

[−(xn − xi)]∆n−1

= (−1)n+1(−1)n−1
n−1∏
i=1

(xn − xi)∆n−1

= (−1)2n
n−1∏
i=1

(xn − xi)∆n−1

∆n =
n−1∏
i=1

(xn − xi)∆n−1

D'où

∆n =
n−1∏
i=1

(xn − xi)∆n−1

2-Calculons ∆n

∆n =
n−1∏
i=1

(xn − xi)∆n−1

∆n−1 =
n−2∏
i=1

(xn−1 − xi)∆n−2

.

.

.

∆3 =
2∏

i=1

(x3 − xi)∆2

= (x3 − x1)(x3 − x2)∆2

∆2 = (x2 − x1)∆1

Ainsi ∆n =
n−1∏
i=1

(xn − xi)×
n−2∏
i=1

(xn−1 − xi)× · · · × (x2 − x1)∆1
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Or ∆1 = det(1) = 1

∆n =
n−1∏
i=1

(xn − xi)×
n−2∏
i=1

(xn−1 − xi)× · · · × (x3 − x1)(x3 − x2)(x2 − x1) =
∏

i≤i<j≤n

(xj − xi)

3- Pour que la matrice vandermonde


1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x21 x22 . . . x2n
...

... . . .
...

xn−11 xn−12 . . . xn−1n

soit inversible il faut que

xi 6= xj avec i ≤ i < j ≤ n

Exercice 17 :

Déterminons D1;D2 et D3 en présentant les résultats sous forme de produits de facteurs .
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D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 x
1 1 x 1
1 x 1 1
x 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 3 x+ 3 x+ 3 x+ 3

1 1 x 1
1 x 1 1
x 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x+ 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 1 x 1
1 x 1 1
x 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x+ 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 0 x− 1 0
0 x− 1 0 0
0 1− x 1− x 1− x

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −(x+ 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 x
0 1− x 1− x 1− x
0 x− 1 0 0
0 0 x− 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −(x+ 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 x
0 1− x 1− x 1− x
0 0 x− 1 x− 1
0 0 x− 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −(x+ 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 x
0 1− x 1− x 1− x
0 0 x− 1 x− 1
0 0 0 1− x

∣∣∣∣∣∣∣∣
D1 = −(x+ 3)(1− x)(x− 1)(1− x) = (x+ 3)(1− x)3

D1 = (x+ 3)(1− x)3
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D2 =

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

0 b− a b2 − a2
0 c− a c2 − a2

∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

0 1 b+ a
0 1 c+ a

∣∣∣∣∣∣
= (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

0 1 b+ a
0 0 c− b

∣∣∣∣∣∣
D2 = (b− a)(c− a)(c− b)

D2 = (b− a)(c− a)(c− b)

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
a 0 c b
b c 0 a
c b a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b+ c a+ b+ c a+ b+ c a+ b+ c

a 0 c b
b c 0 a
c b a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
a 0 c b
b c 0 a
c b a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
a −a c− a b− a
b c− b −b a− b
c b− c a− c −c

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣
−a c− a b− a
c− b −b a− b
b− c a− c −c

∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣
−a− b+ c −a− b+ c 0
c− b −b a− b

0 a− b− c a− b− c

∣∣∣∣∣∣
D3 = (a+ b+ c)(a− b− c)(−a− b+ c)

∣∣∣∣∣∣
1 1 0

c− b −b a− b
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
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D3 = (a+ b+ c)(a− b− c)(−a− b+ c)

∣∣∣∣∣∣
1 1 −1

c− b −b a
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c)(a− b− c)(−a− b+ c)

∣∣∣∣ 1 −1
c− b a

∣∣∣∣
D3 = −(a− b− c)(−a− b+ c)(a− b+ c)

D3 = −(a− b− c)(−a− b+ c)(a− b+ c)

Exercice 18 :

f : K −→ E

(α1;α2; ...;αn) 7−→
n∑

i=1

αiei

1- (a) Justi�ons que f est bijective

Soit y ∈ E
Comme (e1; e2; ...; en) constitue une base de E alors il existe un unique (α1;α2; ...;αn) tel que

y =
n∑

i=1

αiei

D'où y = f(α1;α2; ...;αn) . Par conséquent f est bijective .
- Déduisons alors que si K est un ensemble �ni alors E est �ni et déterminons le cardinal de E

K étant �ni , alors Kn est �ni et comme f est une bijection de Kn vers E alors E est �ni et
card(E) = card(Kn)

card(E) = card(K)n

(b)Déterminons le cardinal de E si K = Z/pZ

Si K = Z/pZ donc card(Kn) = card(K)n = pn

Ainsi

card(Kn) = pn

2- Prouvons que si K est un ensemble in�ni alors E est in�ni

Comme K est in�ni alors Kn est in�ni . Or f une bijection de Kn dans E . Alors E est un
ensemble in�ni .
3- Justi�ons que G admet au moins un supplémentaire H dans E de base (b1; b2; ...; bn)

G étant un sous-espace vectoriel de dimension �nie .
Soit (g1; g2; ...; gn) une base de G avec p < n car G est un sous-espace vectoriel de E 6= (0E;E)
D'après le théorème de la base incomplète , il existe (gp+1; gp+2; ...; gn) ∈ E(n−p) tel que



42

(g1; ...; gp; gp+1; gp+2; ...; gn) est une base .
Posons H = vect(gp+1; gp+2; ...; gn)
H = vect(gp+1; gp+2; ...; gn) alors on a : H

⊕
G = E .Lafamille (g1; g2; ...; gn) est libre car elle

est extraite d'une famille libre . Par conséquent (g1; g2; ...; gn) est une base de H .
On peut choisir alors

b1 = gp+1

b2 = gp+2

.

.

.
bm = gn

En somme G admet un supplémentaire H dans H de base (b1; b2; ...; bn)

4- a ∈ G , Ha = vect((a+ bi)i∈{1;2;...;m}

(a) Prouvons que la famille (a+ bi)i∈{1;2;...;m} est une base de Ha

Ha = vect((a+ bi)i∈{1;2;...;m} donc (a+ bi)i∈{1;2;...;m} est une famille génératrice de Ha

• Montrons que (a+ bi)i∈{1;2;...;m} est libre

Soit (α1;α2; ...;αm) ∈ Km/
m∑
i=1

αi(a+ bi) = 0E

m∑
i=1

αi(a+ bi) = 0E ⇔ α1(a+ b1) + α2(a+ b2) + ...+ αm(a+ bm) = 0E

⇔ α1a+ α1b1 + α2a+ α2b2 + ...+ αma+ αmbm = 0
⇔ (α1 + α2 + ...+ αm)a+ (α1b1 + α2b2 + ...+ αmbm) = 0
⇔ (α1 + α2 + ...+ αm)a = −(α1b1 + α2b2 + ...+ αmbm)

Alors (α1b1 + α2b2 + ...+ αmbm) ∈ G car (α1 + α2 + ...+ αm)a ∈ G donc
m∑
i=1

αibi ∈ H ∩H car

m∑
i=1

αibi ∈ H alors α1 = α2 = ... = αm . Donc ((a+ bi)i∈{1;2;...;m}) est libre

(b) Prouvons que E = G
⊕

Ha

Soit x ∈ E tel que x ∈ G ∩H

x ∈ G ∩H ⇔ x ∈ et x ∈ Ha

x ∈ Ha ⇒ ∃(λ1;λ2; ...;λm) ∈ Km/x =
m∑
i=1

λi(a+ bi)

⇒ ∃(λ1;λ2; ...;λm) ∈ Km/x =
m∑
i=1

λia+
m∑
i=1

λibi

⇒ ∃(λ1;λ2; ...;λm) ∈ Km/x−
m∑
i=1

λia =
m∑
i=1

λibi

Or x ∈ G et
m∑
i=1

λia ∈ G alors x−
m∑
i=1

λia ∈ G donc
m∑
i=1

λibi ∈ G



43

De plus
m∑
i=1

λibi ∈ H donc
m∑
i=1

λibi ∈ H ∩G

Or d'après la question 3- H et G sont supplémentaires alors
m∑
i=1

λibi = 0E ⇒ λ1 = λ2 = ... = λm

car (bi)1≤i≤m est une base donc une famille libre alors x =
m∑
i=1

λi(a+ bi) = 0E

On a : G ∩ Ha ⊂ {0E} or {0E} ⊂ G ∩ Ha car {0E} est un sous-espace vectoriel de E donc
G ∩Ha = {0E} (1)
Par ailleurs

dim(E) = dim(G) + dim(H) car E = G
⊕

Ha

= dim(G) + dim(Ha) car dim(H) = dim(Ha)
dim(E) = dim(G+Ha) car G ∩Ha = {0E}

donc E = G+Ha (2)
De (1) et (2) on a :

E = G
⊕

Ha

(c) Prouvons que ∀(a; b) ∈ G,Ha = Hb ⇒ a = b

Soit (a; b) ∈ G tel que Ha = Hb

Ha = vect((a+ bi)i∈{1;2;...;n} donc (a+ bi) ∈ Ha = Hb .

Alors (α1;α2; ...;αm) ∈ Km tel que (a+ bi) =
m∑
i=1

αibi − b1 ∈ H ∩G = {0E}

Donc
m∑
i=1

αibi − b1 = {0E} ⇔ α1b1 − b1 +
m∑
i=2

αibi = {0E}

⇔ = {0E}(α1 − 1)b1 +
m∑
i=2

αibi = {0E}

⇔
{

α1 − 1 = 0
α2 = α3 = ... = αn = 0

m∑
i=1

αibi − b1 = {0E} ⇔ a = b

Alors ∀(a; b) ∈ G,Ha = Hb ⇒ a = b

(d)Déduisons que G admet une in�nité de supplémentaire dans E
D'après la question (c) on en déduit qu'il ∃(a; b) ∈ G tel que a 6= b⇒ HaHb

Or (Ha)a∈G est une famille de supplémentaire de G dans G alors G admet un nombre de sup-
plémentaire égal au card(G)
De plus ; G est un sous-espace vectoriel de E qui est in�ni et G 6= {0E} donc G a un nombre
in�ni de vecteur .
En somme G admet une in�nité de supplémentaire dans E

Exercice 19

Prouvons que C = (1;X − 1;X2 − 1; (X2 − 1)(X + 1)) est une base de R3[X]
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C = (1;X − 1;X2 − 1; (X2 − 1)(X + 1))
1 = (1; 0; 0; 0)
X − 1 = (−1; 1; 0; 0)
X2 − 1 = (−1; 0; 1; 0)
(X2 − 1)(X + 1) = X3 +X2 −X − 1 = (−1;−1; 1; 1)

det(C) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1 −1
0 1 0 −1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

det(C) 6= 0 alors C est libre dans R3[X] et dimRR3[X] = 4
Donc C = (1;X − 1;X2 − 1; (X2 − 1)(X + 1)) est une base de R3[X]

2-Prouvons que f est un endomorphisme de R3[X]

f : R3[X] −→ R3[X]
P 7−→ R avec P = Q(X2 − 1) +R

Soit α ∈ R; (P1;P2) ∈ R3[X] × R3[X] et (R1;R2) ∈ R3[X] × R3[X] les restes respectifs de la
division euclidienne de P1 par X2 − 1 et P2 par X2 − 1
f(P1) = R1 et f(P2) = R2

αf(P1) + f(P2) = αR1 +R2;P1 = Q1(X
2 − 1) +R1 avec degR1 < 2

P2 = Q2(X
2 − 1) +R2 avec degR2 < 2

αP1 + P2 = (X2 − 1)(αQ1 +Q2) + (αR1 +R2)
deg(αR1 + R2) < max{deg(αR1); deg(R2)} < 2 donc (αR1 + R2) est le reste de la division
euclidienne de αP1 + P2 par X2 − 1
Alors

f(αP1 + P2) = αR1 +R2

f(αP1 + P2) = αf(P1) + f(P2)

Donc f est une application linéaire . De plus f : R3[X] −→ R3[X] par conséquent f est un
endomorphisme de R3[X] .
3-Déterminons les matricesMatB(f) etMatC(f) de f relatives aux bases respectives B et C

Soit B = (1;X;X2;X3)
f(1) = 1 + 0.X + 0.X2 + 0.X3 = 1
f(X) = 0.1 + 1.X + 0.X2 + 0.X3 = X
f(X2) = 0.1 + 0.X + 1.X2 + 0.X3 = 1
f(X3) = 0.1 + 0.X + 0.X2 + 1.X3 = X

MatB(f) =


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


f(1) = 1
f(X − 1) = f(X)− f(1) = X − 1
f(X2 − 1) = f(X2)− f(1) = 1− 1 = 0
f((X2 − 1)(X + 1)) = f(X3 +X2 −X − 1) = f(X3) + f(X2)− f(X)− f(1) = 0
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MatC(f) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



4-Calculons rg(f)

rg(f) = 2

•Déterminons l'image et le noyau de f

Imf = vect(f(1); f(X); f(X2); f(X3))
= vect(1;X; 1;X)

Imf = vect(1;X)

Imf = vect(1;X)

kerf = {P ∈ Rn[X]/f(P ) = 0Rn[X]}
P ∈ Rn[X]⇒ ∃(a; b; c; d) ∈ R4;P = aX3 + bX2 + cX + d
En faisant la division euclidienne de P par X2−1 on a : P = (aX+b)(X2−1)+(a+c)X+b+d
deg((a+ c)X + b+ d) < 2 alors f(P ) = (a+ c)X + b+ d kerf = {P ∈ Rn[X]/f(P ) = 0Rn[X]}
P ∈ Rn[X]⇒ ∃(a; b; c; d) ∈ R4;P = aX3 + bX2 + cX + d

f(P ) = 0⇒ (a+ c)X + b+ d = 0

⇒
{
a+ b = 0
b+ d = 0

⇒
{
c = −a
d = −b

P = aX3 + bX2 + cX + d
P = a(X3 −X) + b(X2 − 1)
Donc kerf = vect((X3 −X); (X2 − 1))

kerf = vect((X3 −X); (X2 − 1))

? une base pour kerf et Imf
Il s'agit de montrer que ((1;X)) et ((X3 −X); (X2 − 1)) sont des familles libres donc ((1;X))
est une base de Imf et ((X3 −X); (X2 − 1)) est une base de Kerf
? Prouvons kerf

⊕
Imf = Rn[X]

Soit P ∈ kerf ∩ Imf
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P ∈ kerf ∩ Imf ⇔
{
P ∈ kerf
P ∈ Imf

⇔ ∃(α; β; γ;λ)R4;

{
P = α.1 + βX
P = γ(X3 −X) + λ(X2 − 1)

⇔
{
α + βX = P
α + βX = γ(X3 −X) + λ(X2 − 1)

⇔


α = 0
β = 0
γ = 0
λ = 0
P = α + βX

⇔ P = 0R3[X]

Donc kerf ∩ Imf = {0R3[X]} (1)

dim(kerf + Imf) = dimkerf + dimImf − dim(kerf ∩ Imf)
= dimE car dim(kerf ∩ Imf) = 0

dim(kerf + Imf) = 4

Comme (kerf + Imf) ⊂ R3[X] alors kerf + Imf = R3[X] (2)
De (1) et (2) on déduit que R3[X] = kerf

⊕
Imf

D'où

R3[X] = kerf
⊕

Imf

5-Prouvons que (f ◦ f) = f et ∀n ∈ N; fn = f

P = (X2 − 1)Q+R; f(P ) = R
f(f(P )) = f(P ) = R donc (f ◦ f)(P ) = f(P )∀P ∈ R3[X]
D'où

(f ◦ f) = f

Soit P(n) : fn = f la propriété
Pour n = 1 ; on a :
f 1 = f alors P(1) est vraie
supposons fk = f et montrons forallk ∈ N; fk = f Soit k > 2; k ∈ N

fk+1(P ) = fk(f(P ))
= fk(R)
= f(R) Par hypothèse

fk+1(P ) = R

fk+1(P ) = f(P );∀P ∈ R3[X]
Alors fn = f ;∀n > 2

Exercice 20
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A ∈Mn(R) avec A = (aij)16i;j6n

Tr(A) =
n∑

i=1

aii = a11 + a22 + · · ·+ ann

1-(a)Prouvons que l'application Tr :Mn(R) −→ (R);A 7−→ Tr(A) est une application linéaire

Comme R est une corps de scalaire et A ∈ Mn(R) est un espace vectoriel alors il reste à
montrer que Tr est une application linéaire pour montrer qu'elle a une forme linéaire
Soit (A;B) ∈Mn(R)×Mn(R) et α ∈ R
Posons A = (aij)16i;j6n et B = (bij)16i;j6n

A = (aij)16i;j6n alors αA = (αaij)16i;j6n donc (αA+B) = (αaij + bij)16i;j6n

En posant (cij)16i;j6n = (αA+B)
Alors

Tr(αA+B) = Tr(cij)16i;j6n

=
n∑

i=1

cii

=
n∑

i=1

(αaii + bii)

=
n∑

i=1

(αaii) +
n∑

i=1

(bii)

= αTr(A) + Tr(B)
Tr(αA+B) = αTr(A) + Tr(B)

Donc on déduit que Tr est une application linéaire
? Déterminons Im(Tr) puis en déduit la dimension de ker(Tr)

Tr :Mn(R) −→ (R)

7−→
n∑

i=1

(aii)

Tr(Eii) = 1 et Im(Tr) ⊂ R (1)
dimR = 1 donc 0 6 dimIm(Tr) 6 1 or 0 6= Eii ⊂ Im(Tr) alors dimIm(Tr) 6= 0 par conséquent
dimIm(Tr) = 1 (2)
De (1) et (2) Im(Tr) = R
D'après la formule du rang on a : dimM(R) = dimIm(Tr) + dimker(Tr)

dimker(Tr) = dimM(R)− dimIm(Tr)
= n2 − 1 car dimM(R) = n2

dimker(Tr) = n2 − 1

D'où

dimker(Tr) = n2 − 1

(b)Prouvons que ∀A ∈Mn;p(R) et B ∈Mn;p(R) ; Tr(A×B) = Tr(B × A)

Soit A = (aij)16i6n;16j6p et B = (bij)16i6n;16j6p

A×B = (cij)16i6n;16j6p avec cij =
n∑

k=1

aikbkj
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Tr(A×B) = Tr(cij)

Tr(A×B) =
n∑

i=1

p∑
k=1

aikbkj (1)

B × A = (c′ij)16i6n;16j6p avec c′ij =
n∑

k=1

bikakj

Tr(B × A) = Tr(c
′
ij)

=

p∑
i=1

n∑
k=1

akibik

Tr(B × A) =
n∑

i=1

p∑
k=1

aikbkj (2)

De (1) et (2) on a : Tr(A×B) = Tr(B × A)

Donc ∀A ∈Mn;p(R) et B ∈Mn;p(R) ; Tr(A×B) = Tr(B × A)

2-(a)Justi�ons que N est bien dé�nie

N : E −→ R
A 7−→

√
Tr(AT × A)

Il s'agit de montrer que Tr(AT × A) > 0

AT × A =
n∑

k=1

ajkaki

Tr(A
T × A) =

n∑
i=1

n∑
k=1

aikaki =
n∑

i=1

n∑
k=1

a2ik or ∀(aij)16i6n;16j6p; (aij)
2
16i6n;16j6p > 0

Donc Tr(AT × A) > 0 ce qui justi�e que Tr est bien dé�nie
(b)Prouvons que pour tout A ∈ E;N(A) = 0⇒ A = 0E

Soit A = (aij)16i6n;16j6p une matrice carrée d'ordre n à coe�cient dans R.
Supposons que N(A) = 0 et montrons que A = 0E

N(A) = 0⇒
√
Tr(AT × A) = 0

⇒

√√√√ n∑
i=1

n∑
k=1

a2ik = 0

⇒
n∑

i=1

n∑
k=1

a2ik = 0

⇒ aik = 0 ∀i ∈ |[1;n]|;∀k ∈ |[1;n]|

On conclut que ∀i ∈ |[1;n]|;∀j ∈ |[1;n]|; aij = 0 soit A = 0E

D'où ∀A ∈ E;N(A) = 0⇒ A = 0E

(c)Comparons N(A) et N(AT )

On sait que ∀(A;B) ∈Mn(R)×Mn(R)Tr(A×B) = Tr(B × A)
En particulier pour deux matrice d'ordre n on a :



49

N(AT ) =
√
Tr(AT )T × AT )

=
√
Tr(A× AT ) (AT )T = A

=
√
Tr(AT × A) d'après 1− (b)

N(AT ) = N(A)

D'où N(AT ) = N(A)

Exercice 21 :

A =

 1 0 1
−1 2 1
1 −1 1


1-Prouvons que le sous-espace vectoriel ker(f − IdR3) est le sous-espace engendré par
le vecteur u = (1; 1; 0)

Soit w = (x; y; z) ∈ R3

w ∈ ker(f − IdR3)⇔ f − IdR3(w) = 0R3

⇔ (A− I)

 x
y
z

 =

 0
0
0


⇔

 0 0 1
−1 1 1
1 −1 0

 x
y
z

 =

 0
0
0


⇔


z = 0

−x+ y + z = 0
x− y = 0

⇔
{
x = y
z = 0

⇔ w = (x;x; 0)
⇔ w = x(1; 1; 0)

Comme w est choisi de manière quelconque dans ker(f−idR3) donc ker(f−idR3) = vect((1; 1; 0))
D'où ker(f − IdR3) est le sous-espace engendré par le vecteur u = (1; 1; 0)
?Prouvons que v = (0; 0; 1) est tel que ker(f − idR3)(v) = u

(A− I)

 0
0
1

 =

 0 0 1
−1 1 1
1 −1 0

 0
0
1

 =

 1
1
0


Donc ker(f − idR3)(v) = u car la matrice de ker(f − idR3)(v) = u est exactement 0 0 1

−1 1 1
1 −1 0


dans la base canonique de R3

2-Choisissons un vecteur w de l'espace vectoriel ker(f − 2idR3)
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Soit
−→
t = (x; y; z) ∈ R3

−→
t = (x; y; z) ∈ ker(f − 2idR3)⇔ ker(f − 2idR3)(

−→
t ) = 0R3

⇔ (A− 2I)

 x
y
z

 =

 0
0
0



⇔

 −1 0 1
−1 0 1
1 −1 −1

 x
y
z

 =

 0
0
0



⇔

 −x+ z
−x+ z
x− y − z

 =

 0
0
0



⇔


−x+ z = 0
−x+ z = 0
x− y − z = 0

⇔
{
−x+ z = 0
x− y − z = 0

⇔
{
x = z
y = 0

⇔ −→
t = (x; 0;x) = x(1; 0; 1)

On peut prendre w = (1; 0; 1) . Alors w est bien un élément de ker(f − 2idR3)
-Prouvons que (u; v;w) est une base de R3

det(u; v;w) =

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 0 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

det(u; v;w) 6= 0 alors (u; v;w) est une famille libre dans R3

Comme R3 est un espace vectoriel de dimension 3 et (u; v;w) a trois vecteurs donc (u; v;w) est
une base de R3

-Calculons la matrice T de f dans (u; v;w)

A

 1
1
0

 =

 1 0 1
−1 2 1
1 −1 1

 1
1
0

 =

 1
1
0

⇒ f(u) = u

A

 0
0
1

 =

 1 0 1
−1 2 1
1 −1 1

 0
0
1

 =

 1
1
1

 =

 1
1
0

+

 0
0
1

⇒ f(v) = u+ v
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A

 1
0
1

 =

 1 0 1
−1 2 1
1 −1 1

 1
0
1

 =

 2
0
2

⇒ f(w) = 2w

Alors f(u) = u ; f(v) = u+ v et f(w) = 2w
Donc

T =

 1 1 0
0 1 1
0 0 2


3-Calculons fk(v) pour tout k ∈ N

(f − idR3)(v) = u⇔ f(v)− v = u
⇔ f(v) = u+ v
⇔ f 2(v) = f(u+ v)
⇔ f 2(v) = f(u) + f(v) car f linéaire
⇔ f 2(v) = u+ u+ v car f(u) = u et f(v) = u+ v
⇔ f 2(v) = 2u+ v
⇔ f 3(v) = f(2u+ v)
⇔ f 3(v) = f(2u) + f(v)
⇔ f 3(v) = 2f(u) + f(v)
⇔ f 3(v) = 2u+ u+ v
⇔ f 3(v) = 3u+ v

De proche en proche on a : fk(v) = ku+ v
Posons P(k) : fk(v) = ku+ v
Prouvons P(k) par récurrence
Pour k = 0 on a : f 0(v) = idR3(v) = v alors P(0) est vraie
Soit n ∈ N∗
Supposons P(n) : fn(v) = nu+ v et montrons P(n+ 1) : fn+1(v) = (n+ 1)u+ v

fn+1(v) = f(fn(v))
= f(nu+ v) hypothèse de récurrence
= f(nu) + f(v)
= nf(u) + f(v)
= nu+ u+ v

fn+1(v) = (n+ 1)u+ v

Alors

∀n ∈ N; fk(v) = ku+ v

-Déduisons T k pour tout k ∈ N

f(u) = u⇒ f 2(u) = f(f(u)) = f(u) = u ; donc ∀k ∈ N; fk(u) = u (1)
f(w) = 2w ⇒ f 2(w) = f(f(w)) = f(2u) = 2f(w) = 22w ; donc ∀k ∈ N; fk(w) = 2kw (2)
NB : On pourra aussi démontrer par récurrence (1) et (2)
Donc
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Tk =

 1 k 0
0 1 0
0 0 2k


4-Calculons Ak pour tout k ∈ N
Soit P la matrice de passage de la base canonique à la base (u; v;w) alors T = P−1AP

P =

 1 0 1
1 0 0
0 1 1


Calculons P−1 

e1 + e2 = u
e3 = v

e1 + e3 = w
⇒


e1 + e2 = u

e3 = v
e1 = w − e3

⇒


e1 + e2 = u

e3 = v
e1 = w − v

⇒


e1 = −v + w
e2 = u+ v − w
e3 = v

Alors

P−1 =

 0 1 0
−1 1 1
1 −1 0


T = P−1AP ⇔ A = PTP−1

⇔ Ak = PT kP−1

NB : On pourra démontrer Ak par récurrence
∀k ∈ N;Ak = PT kP−1

Ak =

 1 0 1
1 0 0
0 1 1

 1 k 0
0 1 0
0 0 2k

 0 1 0
−1 1 1
1 −1 0

 ;∀k ∈ N

=

 1 k 2k

1 k 0
0 0 2k

 0 1 0
−1 1 1
1 −1 0

 ;∀k ∈ N

Ak =

 2k − k k − 2k + 1 k
−k k + 1 k

2k − 1 1− 2k 1

 ; ∀k ∈ N

Donc

Ak =

 2k − k k − 2k + 1 k
−k k + 1 k

2k − 1 1− 2k 1

 ;∀k ∈ N
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Exercice

E un K-espace vectoriel de dimension n . f une endomorphisme de E est dit nilpotent si
∃k ∈ N∗; fk = 0 ; ∀m ∈ N∗; fm = f ◦ f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

m fois
1-(a)Prouvons qu'il existe un vecteur non nul x0 de E tel que fp−1(x0) 6= 0E

Si m = 1; f = 0 , absurde car f est un endomorphisme . Ainsi ∃x0 ∈ E; f(x0) 6= 0E

D'où ∀p > 2;∃x0 ∈ E; fp−1(x0) 6= 0E

(b) Prouvons que la famille (x0; f(x0); · · · ; fp−1(x0) est libre dans E

Soit (αi)i∈{0;···;p−1}; α0x0 +

p−1∑
i=1

αif
i(x0) = 0E

α0x0 +

p−1∑
i=1

αif
i(x0) = 0E ⇔



αp−1f
p−1(x0) + αp−2f

p−2(x0) + · · ·+ · · ·+ α0x0 = 0E

+αp−2f
p−2(x0) + · · ·+ · · ·+ α0x0 = 0E

...
+α1f

p−1(x0) + α0f
p−2(x0) = 0E

+α0f
p−1(x0) = 0E

α0f
p−1(x0) = 0⇔ α0 = 0 car fp−1(x0) 6= 0E . donc α0 = α1 = α2 = · · · = αp−2 = αp−1

Alors la famille (x0; f(x0); · · · ; fp−1(x0) est libre dans E

(c)Déduisons que l'indice de nilpotence p véri�e p 6 n

E un K-espace vectoriel de dimension n ; f une endomorphisme de E; fn = 0 or p est le
plus petit entier naturel tel que fp = 0 donc p 6 n
2- f une endomorphisme de E d'indice de nilpotence 3 alors f 3 = 0

(a)Prouvons les deux séries d'inclusion

{0E} = Imf 3 ⊂ Imf 2 ⊂ Imf ⊂ E
{0E} = kerf ⊂ kerf 2 ⊂ kerf 3 ⊂ E
. • {0E} = Imf 3 ⊂ Imf 2 ⊂ Imf ⊂ E
f 3 = 0 alors Imf 3 = {0E} et {0E} ⊂ Imf 2 donc Imf 3 ⊂ Imf 2 (1)
f étant une endomorphisme donc Imf ⊂ E car Imf est sous-espace vecteur de E (2)
De (1) et (2) on a : 

Imf 3 = {0E} (a)
Imf 3 ⊂ Imf 2 (b)
Imf ⊂ E (c)

Il reste à montrer que Imf 2 ⊂ Imf
Soit y ∈ Imf 2

y ∈ Imf 2 alors il existe x ∈ E tel que (f ◦ f)(x) = y ⇒ f 3(x) = f(x) = {0E}
ainsi ∃x ∈ E; y = f(x) = f(y) donc y ∈ Imf
Alors Imf 2 ⊂ Imf (d)
De (a) ; (b) ; (c) et (d) on a : {0E} = Imf 3 ⊂ Imf 2 ⊂ Imf ⊂ E
. • {0E} = kerf ⊂ kerf 2 ⊂ kerf 3 ⊂ E
{0E} ⊂ kerf (1) car {0E} est un sous-espace vectoriel de E
dimkerf 3 + dimImf 3 = dim(E) alors dimkerf 3 = dim(E) car dimImf 3 = 0
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Ainsi kerf 3 = E (2)
Soit x ∈ kerf

x ∈ kerf ⇔ f(x) = {0E}
⇔ f 2(x) = f({0E}) = {0E}
⇔ x ∈ kerf 2

donc kerf ⊂ kerf 2 (3)

x ∈ kerf 2 ⇔ f 2(x) = f({0E})
⇔ f 3(x) = f 2({0E}) = {0E}
⇔ x ∈ kerf 3

donc kerf 2 ⊂ kerf 3 (4)
De (1) ; (2) ; (3) et (4) on conclut que {0E} = kerf ⊂ kerf 2 ⊂ kerf 3 ⊂ E

(b) Prouvons que Imf 2 ⊂ kerf

Soit y ∈ Imf 2

y ∈ Imf 2 ⇒ ∃x ∈ E; y = f 2(x)
⇒ f(y) = f 3(x) = {0E}
⇒ y ∈ kerf

donc

Imf 2 ⊂ kerf

? Déduisons que rg(f 2) 6 dimkerf 2

On sait que Imf 2 ⊂ kerf or kerf ⊂ kerf 2 d'après (a)
donc Imf 2 ⊂ kerf 2 ainsi dimImf 2 6 dimkerf 2 donc rg(f 2) 6 dimkerf 2

car dimImf 2 = rg(f 2)
Alors

rg(f 2) 6 dimkerf 2

? Montrons que rg(f 2) = 1

D'après la formule du rang on a : dimkerf 2 + dimImf 2 = dim(E) = 3
alors rg(f 2) = 3 + dimkerf 2 donc rg(f 2) 6 1 par conséquent rg(f 2) = {0; 1}
-si rg(f 2) = 0 alors dimImf 2 = 0
dimImf 2 = 0⇔ Imf 2 = 0⇔ ∃x ∈ E; f 2(x) = 0 or l'indice de nilpotence est n = 3
donc rg(f 2) 6= 0
D'où

rg(f 2) = 1

(c)Prouvons que Imf 2 6= Imf
Supposons que Imf 2 = Imf
D'après la formule du rang on a : dim(E) = dimkerf 2 + dimImf 2

et dim(E) = dimkerf + dimImf

AGBOVOUN
Note
faire par Mr AGBOVOUN  Fataï

AGBOVOUN
Note
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Alors dimkerf 2 = dimkerf or kerf 2 ⊂ kerf donc kerf 2 = kerf Soit u ∈ E

u ∈ kerf 2 ⇔ f 2(u) = 0
⇔ f(u) = 0 car f 2(u) = f 3(u) = f(u) = 0
⇔ f = 0L(E) ce qui est absurde car l'indice de nilpotence est 3

Alors

Imf 2 6= Imf

? Déduisons que dimKkerf = 1

d'après la formule du rang on a : dim(E) = dimkerf + dimImf
alors

dimkerf = dim(E)− dimImf
= 3− dimImf

or dimImf 2 6= dimImf alors dimImf = 2 car Imf 6= 0
donc dimkerf = 3− 2 = 1

dimkerf = 1

Exercice

B(e1; e2; e3)

M =

 2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1


1-Déterminons le rang de f

rg(f) = rg

 2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1



= rg

 1 2 0
−1 −3 1
0 1 −1



= rg

 1 2 0
0 −1 1
0 1 −1



= rg

 1 2 0
0 −1 1
0 0 0


rg(f) = 2

Donc rg(f) = 2

?Montrons si f est bijective

det(M) =

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
0 −1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0
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det(M) = 0 donc f n'est pas bijective.
? Déduisons dimkerf
D'après la formule du rang on a : dimE = dimkerf + rg(f)
dimkerf = dimE − rg(f) = 3− 2 = 1

dimkerf = 1

2-Calculons la matriceMat(fk) de fk

Mat(f 1) = M =

 2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1



Mat(f 2) = M2 =

 2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1

 2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1

 =

 1 1 1
−2 −2 −2
1 1 1



Mat(f 2) = M2 =

 1 1 1
−2 −2 −2
1 1 1

 2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 03

Alors ∀k >Mat(fk) = 03

3- v /∈ kerf 2

(a)Prouvons que C = (f 2(v);−f(v); v) est une base de E

Soit v = (x; y; z) ∈ R3

kerf 2 = {v ∈ R3; f 2(v) = 0} or v /∈ kerf 2 alors f 2(v) 6= 0

Soit v =

 x
y
z

 la matrice de v

M2.V =

 1 1 1
−2 −2 −2
1 1 1

 x
y
z

 =

 x+ y + z
−2x− 2y − 2z
x+ y + z



M.V =

 2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1

 x
y
z

 =

 2x+ y
3x− y + z
x− z


Soit (α; β; γ) ∈ R3;αf 2(v)− βf(v) + γv = 0
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Alors

αM2.V − βM.V + γV = 03 ⇒ V (αM2 − βM + γI3) = 03

⇒ αM2 − βM + γI3) = 03 car V 6= 03

⇒ α

 1 1 1
−2 −2 −2
1 1 1

− β
 2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1

+ γ

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = 03

⇒

 α α α
−2α −2α −2α
α α α

−
 2β β 0
−3β −β β
β 0 −β

+

 γ 0 0
0 γ 0
0 0 γ

 = 03

⇒

 α− 2β + γ α− β α
−2α + 3β −2α + β + γ −2α + γ
α− β α α + β + γ

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0



⇒



α− 2β + γ = 0
α + β + γ = 0

−2α + β + γ = 0
−2α + γ = 0
−2α + 3β = 0

α− β = 0
α = 0

⇒


α = 0
β = 0
γ = 0

Alors les vecteurs f 2(v);−f(v) et v sont linéairement indépendantes or dimR3 = 3 donc
C = (f 2(v);−f(v); v) est une base de E
4- On pose N = M + I3 où I3 est la matrice unité d'ordre 3
(a)Calculons Nn en fonction de M pour ∈ N

Nn = (M + I3)
n =

n∑
k=0

Ck
nM

kIn−k3

= C0
nM

0In3 + C1
nMIn−13 + C2

nM
2In−23 + · · ·+ Cn

nM
nI03

Nn = I3 + nM +
n(n− 1)

2
M2

Donc Nn = I3 + nM +
n(n− 1)

2
M2;∀n ∈ N
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(b)Déduisons l'expression de Nn en fonction de n;n ∈ N

Nn = I3 + nM +
n(n− 1)

2
M2;∀n ∈ N

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ n

 2 1 0
−3 −1 1
1 0 −1

+
n(n− 1)

2

 1 1 1
−2 −2 −2
1 1 1



=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

 2n n 0
−3n −n n
n 0 −n

+


1

2
n(n− 1)

1

2
n(n− 1)

1

2
n(n− 1)

−n(n− 1) −n(n− 1) −n(n− 1)
1

2
n(n− 1)

1

2
n(n− 1)

1

2
n(n− 1)



Nn =


1

2
n(n− 1) + 1

1

2
n(n− 1)

1

2
n(n− 1)

−n(n+ 2) n2 + 1 n(n+ 2)
1

2
n(n+ 1)

1

2
n(n− 1)

1

2
n(n− 3) + 1



Donc Nn =


1

2
n(n− 1) + 1

1

2
n(n− 1)

1

2
n(n− 1)

−n(n+ 2) n2 + 1 n(n+ 2)
1

2
n(n+ 1)

1

2
n(n− 1)

1

2
n(n− 3) + 1


(b)Ecrivons la matrice M ′ de f relativement à la base C

P−1MP = M ′ avec P est la matrice de passage de la base B à la base C

P =

 x+ y + z 2x+ y x
−2x− 2y − 2z −3x− y + z y
x+ y + z x− z z






