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I CoapiTRE Un

Les nombres réels

1.1 Opérations et ordre dans R

1.1.1 Quelques ensembles usuels

On désigne par N ’ensemble des entiers naturels
N=1{0,1,2,3,---}.

Comme chaque entier naturel n admet un successeur qui est n + 1, on se convaint sans peine que
N est un ensemble infini. On note N* I'ensemble N\{0}, ¢’est-a-dire I'ensemble des entiers naturels
non nuls.

Etant donnés deux entiers naturels z et y on sait définir les nombres

x
r+y,x—y,xxyet —siy#DO0.
)

On remarque que 'addition et la multiplication sont des opérations qui ont leur résultat dans N.
(On dit alors que N est stable pour 'addition et la multiplication). Par contre le résultat d’une
soustraction ou d’une division n’est pas toujours un entier naurel. On crée ainsi de nouveaux
nombres (ou de nouveaux ensembles)

Z:{ 7_37_27_17071727374'”}7

’ensemble des entiers relatifs, on notera Z* = Z\ {0}, et

Q:{%,aEZ et beZ}

a a.n
I’ensemble des nombres rationnels dans lequel on identifie la fraction 7 avec " pour tout a € Z
n

et by,n € Z*.
On a bien entendu les inclusions suivantes :

NCcZcQ

et les quatres opérations élémentaires 4+, —, X et / peuvent s’étendre a ’ensmeble QQ des nombres
rationnels.

Les grecs classiques ont cru longtemps que toutes les quantités s’exprimaient par des nombres
rationnels. Ils se sont apercu que ce n’est pas toujours les cas. En effet on peut construire des
nombres qui ne sont pas rationnels. Considérons par exemple un triangle ABC' restangle en A. Si
on note a la longueur du segment [BCY, b celle de [AC] et ¢ celle de [AB], alors d’apres le théoreme
de Pythagore on a la relation :

a® = b* + 2.

Ainsi on obtient que la longueur de la diagonale du traingle lorsque b = ¢ = 1 est égale & a = /2.

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015
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L’ensemble des nombres réels 6

Exemple 1.1. Le nombre V2 nlest pas un nombre rationnel.
Démonstration. A faire en exercice O

Voici d’autres exemples de nombres irrationnels.

1. Le nombre m = 3, 1415 -- défini comme étant la circonférence d’'un cercle de diametre 1.

2. le nombre e d’Euler : ¢ = 2,718 - - -, la base de '’exponentielle, défini comme somme infinie
11 11 1 < 1
e—1+ﬁ+5++§+1+---+g+---—;ﬂ
=0

3. Les racines carrées /n si n est un entier naturel qui n’est pas un carré d’un autre entier
naturel.

Preuve de Uirrationnalité du nombre d’Euler. Supposons par I'absurde qu’il existe deux entiers
a,b € N* tels que

a 1 1 1 1 1 =<
= —=1 — — — — e — e — —
e TR TR I TI R Xl kz_okl

bl bl b
Alorseb!:a(b—l)!GNetonas:%><b!—(b!+b!+§+§+---+y> € N. De plus on a :

1 1 1 1
T T o0 0 001 20+3) T oI n0+2) (bt

Par ailleurs, pour tout kK € N*, (b+1)(b+2)---(b+ k) > (b+ 1)* et on obtient I'encadrement
suivant de s :

+o00
0<s< g b 1 > !
b+1 (b+1)2 (b+1)3 (b+1)n —~ (b+ 1)k
Or
*i (N SV S
= — =,
k:1(6+1)k b+1 1—455 b
donc ]
O<s< -<1.
b
Ce qui contredit le fait que s € N. n

1.2 L’ensemble des nombres réels

Nous introduisons 'ensemble des nombres réels en donnant un certain nombre de résultats
(axiomes). Ces résultats mettent en évidence les propriétés élémentaires des réels.

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015
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Relations binaires 7

1.2.1 Addition et multiplication dans R

L’ensemble des nombres réels est un ensemble o1 ’on a deux lois internes, une loi dite somme

MM

et notée 47, une autre loi dite produit notée ”.”. Ces lois satisfont les propriétés suivantes.

Proposition 1.2. L’addition dans l’ensemble R des nombres réels vérifie les relations suivantes :
1. Associativité : Vx,y,z éléments de R, on a (x+y)+2z=x+ (y + 2).
2. Elément neutre : Y € R,onax+0=0+2z=uz.
3. Opposé (ou symétrique) : Yx € R, on a x + (—z) = (—x) + = = 0.
4. Commutativité : Va,y éléments de R, on a x +y =1y + x.

On dit donc que l’ensemble R des nombres réels muni de [’addition est un groupe commutatif.

Proposition 1.3. La multiplication dans l’ensemble R des nombres réels vérifie les relations
suvantes :

1. Associativité : Vx,y, z éléments de R, on a (xy)z = x(yz).
2. Elément neutre : Y € R,onax-1=1-z=n=x.

3. inverse : Pour tout nombre réel x tel que x # 0, il existe un nombre noté x=+ € R tel que
rlax=xa2"!=1. On note aussi x7 = % Ains on a :Vr € R*, on a x - % = % cx = 1.
4. Commutativité : Y,y éléments de R, on a x-y=1y-x.
On dit donc que l’ensemble R* des nombres réels non nuls muni de la multiplication est un groupe
commutatif.

On dit alors que I'ensemble R muni des deux lois (I’addition et la multiplication), (R, +,.), est
un corps commutatif. Dans la suite on note pour tous nombres réels x et y, x — y le nombre réel
z + (—y) et par § = vy = xi lorsque y # 0.

1.3 Relation d’ordre

Dans tout ce qui suit, £ désigne un ensemble quelconque mais non vide.

1.3.1 Relations binaires

Une relation binaire définie sur E est une propriété que chaque couple (z,y) d’éléments de FE
est susceptible d’avoir ou non.

Si R est une relation binaire sur F, on note xRy pour signifier que x et y sont en relation par
R. Ainsi se donner une relation binaire sur F, c¢’est se donner la partie G de E x E constituée des
couples (x,y) tels que zRy.

Exemples

e Sur I’ensemble R des nombres réels, on connait les relations usuelles :

TRy < (z —y) € Ry, c’est la relation notée >
TRy < (r —y) € R_, c’est la relation notée <
TRy < (x —y) € R}, c’est la relation notée >
TRy < (r —y) € R*, c’est la relation notée <

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015
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L’ordre dans R 8

e Sur I’ensemble Z des entiers relatifs, on peut penser a la relation de divisibilité :
xRy < 3k € Z tel que y = kx.

e Sur 7Z, on peut aussi imaginer la relation R == définie par : x = y < = — y est pair.

e sur I'ensemble P(£2) des parties d'un ensemble non vide €2, on connait
® la relation d’inclusion : ARB < A C B.
® on peut aussi imaginer la relation définie par : A0B < AN B = ().

1.3.2 Propriétés d’une relation binaire

Soit R une relation binaire sur un ensemble non vide E.

e On dit que R est réflexive si : Vx € E on a : xRz.

e On dit que R est symétrique si : Vx € E, Vy € E on a : 2Ry — yRuz.

e On dit que R est antisymétrique si : Vo € E, Vy € F on a: (xRy et yRx) = = = y.
e On dit que R est transitive si: Vo € E, Vy € E,Vz € E on a: (xRy et yRz) = 2Rz.

1.3.3 Relation d’ordre

Soit R une relation binaire sur un ensemble non vide E. On dit que R est une relation d’ordre
sur F/ si R est a la fois réflexive, antisymétrique et transitive.

Soit R une relation d’ordre sur un ensemble non vide E. On dit que R définit un ordre total
sur F lorsque deux éléments quelconques de E sont toujours comparables pour la relation R,
c’est-a-dire :

Ve e E,Vy € E, on a: xRy ou yRx.

Dans le cas contraire, on parle d’ordre partiel.

Exemples

e La relation ”< 7 définit un ordre total sur R ( et sur N, Z, Q).
e La relation 2Ry < dJk € Z tel que y = kx. définit un ordre partiel sur Z.

e La relation d’inclusion définit un ordre partiel sur P(€2).

1.3.4 L’ordre dans R

L’ensemble R est un corps commutatif ordonné, c¢’est-a-dire il existe une relation notée ”<”
vérifiant les propriétés suivantes.

Proposition 1.4. La relation d’ordre est compatible avec [’addition par un réel quelconque, et
avec la multiplication entre réels positifs.
1. Ve,y,zeRo<y=—ax+2<y-+=z.
Ve,y,ze Rie<y=—=2x+2<y+z
Ve,y e RVz e Rt 2 <y = 2z < yz.
Vo,y,z e R, o <y = w2z < yz.
Ve,y,z e R* jz <y = 22 > y=z.
Vx,yE]R*,O<x§y<:>O<%§%.

S S e o
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Les intervalles de R 9

7. Vr,y e R, x <y <0<+

8= <=

8. Vr,ye R,z <0< y<~=
9. Vr,y,z,t eRix<yetz<t=ax+2z<y+t
10. Ve,y,z,teRx <yetz<t—uc+z2<y+t.
11. Ve,ye RTVz,t e Rt o <y et 2 <t = zz < yt.
12.Ve,y e RT et Vn eN, ona : x <y <= 2" < y".
13. Vr e R etVn,m €N, on a :

r<letn<m=— z">z2™
14.Vr e R etVn,meN, ona :
z>1letn<m=—z" <z™

15. Vz,y e RT et Vn e N*, on a :

(a) Formule du bméme de Newton

33“‘3/ Zﬂkknk

(b) ™ —y" = (x —y) (Z x”‘l"“y’“) :

16. Inégalité de Cauchy-Schwarz
Vn € N* Vay,x9--- ,x, et Yy1,ys -+ ,yn des nombres réels, on a :

(&) =) (£0)

Remarque 1.5. 1. On note y > x pour signifier que x < y.
2.x<y<=x<yetxFy.
Jr=y<=z<yetx>y.

1.4 Topologie de R

1.4.1 Les intervalles de R

Définition 1.6. On appelle intervalle de R, toute partie I de R qui contient tout élément compris
entre deux quelconques de ses éléments. Autrement dit, un ensemble non vide I est un intervalle

de R s :
(rel,yeletx<z<y —z€l.
Exemple 1.7.

& Intervalles bornés de R
Soient a et b deux nombres réels tels que a < b.

e () est un intervalle.

e Ja,b[={z € R/a < x < b} = intervalle ouvert d’origine a et d’extrémité b.

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015
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o [a,b] = {zr € R/a <z < b}=intervalle fermé d’origine a et d’extrémité b.

e |a,b| ={z € R/a < x < b}=intervalle semi-ouvert a gauche ou semi-fermé a droite.
o [a,b[={z € R/a < x < b}=intervalle semi-ouvert a droite ou semi-fermé a gauche.
e {a} est un intervalle fermé.

St I est un intervalle d’origine a et d’extrémité b, le réel b — a est appelé longeur de
l’intervalle.

& Intervalles non bornés de R
la,+oo[={z € R/x > a}.
00 a]—{xGR/x<a}

I -

| —o00,a[={r e R/z < a}.
la, + [ {r eR/z > a}.
la,+oo[={z € R/x > a}.
| — 00, +0[=R.

1.4.2 Owuverts-Fermés

Définition 1.8. On dit qu’un sous-ensemble V de R est un voisinage d’un réel xy lorsque V
contient un intervalle ouvert de centre xo. C’est-a-dire que :

Ja > 0 tel que Jxg — ;29 + a[C V.
Exemple 1.9. 1. [—1;4] est un voisinage de 0.
2. [—1;4] n’est pas un voisinage de —1.

Définition 1.10. On appelle ouvert de R toute partie de R qui est voisinage de chacun de ses
points.
L’ensemble de tous les ouverts de R est appelée la topologie de R.
Une partie F' de R est dite fermée si son complémentaire est un ouvert.
Exemple 1.11. 1. Tout intervalle ouvert |a,b] avec a < b est un ouvert de R.
2. R est un ouvert R.

3. 0 est un ouvert de R.
Remarque 1.12. () et R sont les seuls ensembles ouverts et fermés de R.

Proposition 1.13. 1. Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

2. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Corollaire 1.14. Une intersection quelconque de fermés est un fermé.

Une réunion finie de fermés est un fermé.

de R

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015
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Borne supérieure et borne inférieure 11

1.4.3 Intérieur et adhérence d’un ensemble

Définition 1.15. Soit A une partie non vide de R et xo uwun nombre réel. On dit que xo est

intérieur a A si A est un voisinage de xy. L’ensemble de tous les points intérieurs a A, se note A.
est appelé intérieur

Remarque 1.16. A est le plus grand ouvert contenu dans A. On a donc ACA. deA
Exemple 1.17. Déterminer A dans chacun des cas suivants : [—3;6] ; | — 3;6].

Définition 1.18. Soit A une partie non vide de R et xg un nombre réel. On dit que xo est un
point adhérent a A si tout ouvert centré en xq contient au moins un €lément de A. L’ensemble de
tous les points adhérents de A est noté A et est appelé adhérence de A.

Remarque 1.19. A est le plus petit fermé contenant A. On a donc A C A.

Exemple 1.20. Déterminer A dans chacun des cas suivants : [—3;6] ;] — 3;6].

1.4.4 Représentation géométrique de R

On représente les nombres réels comme les points d’une droite, la droite réelle : on choisit un
point pour représenter le réel 0 et un autre pour représenter le réel 1. Chaque point de la droite
réelle représente un réel et un seul.

1.5 Borne supérieure et borne inférieure

Définition 1.21 (Majorant-Minorant). .
Soit A une partie non vide de R.

e On dit qu’un nombre réel M est un majorant de A lorsque : Vx € A, on ax < M.

e On dit que A est majoré si I’ensemble des majorants de A est non vide. Autrement dit, A
est magoré si il eriste M € R tel que pour tout v € A on a : x < M.

Dans ce cas le réel M est alors un majorant de A.
e On dit qu’un nombre réel m est un minorant de A lorsque : Vx € A, on a x > m.

e On dit que A est minoré si [’ensemble des minorants de A est non vide. Autrement dit, A
est minoré si il existe m € R tel que pour tout x € A on a : x > m.

Dans ce cas le réel m est alors un minorant de A.
e On dit que A est borné si A est a la fois majoré et minoré.
Définition 1.22 (Elément maximal-Elément minimal). .
Soient A une partie non vide de R, M et m deux réels donnés.

e On dit que M est le plus grand élément ou mazimum (ou élément mazimal ) de A si M € A
et M est un magjorant de A. On note alors M = max A ou M = max(A).

e On dit que m est le plus petit élémentou minimum (ou élément minimal ) de A sim € A et
m est un minorant de A. On note alors m = min A ou m = min(A).

Remarque 1.23. Pour une partie non vide A de R on a les équivalences suivantes :
z=max(A) <= (z€ AetVr € A, v <2)

z=min(A) <= (z€ AetVx € A, z<1x)
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Borne supérieure et borne inférieure 12

Proposition 1.24 (Unicité de ’élément maximal (resp. minimal)). .
Si A posséde un mazximum (resp. minimum), alors il est unique.

Démonstration. Soient M et M, deux réels qui sont maximums d’'un méme sous-ensemble A de
R.

1. Comme M; est un majorant de A et My € A, alors My < M;.
2. De méme M, est un majorant de A et My € A, alors My < M.
Par la propriété d’antisymétrie de la relation “<”, on déduit que M; = M. n

Proposition 1.25. Tout ensemble fini non vide posseéde un élément mazimal (resp. minimal),
c’est-a-dire un mazximum (resp. ¢’est-a-dire un minimum,)

Démonstration. Soit A un ensemble a n éléments ( avec n € N*). Nous allons montrer, par
récurrence sur n, que A possede un maximum.

& Pour n =1, A est un singleton {a} et a est le maximum de A.

& Pour n > 1, supposons que le résultat est vrai jusqu’a 'ordre (n — 1) et montrons que c’est
aussi vrai a l'ordre n. On fixe un élément = de A et on considere I'ensemble B = A\{z}.
Alors B est un sous-ensemble de A (donc de R) possédant (n — 1) élément. Par conséquent,
d’apres 'hypothese de récurrence, B possede un maximum M € B. Si x < M alors M est
aussi un maximum pour A, sinon alors z est le maximum de A.

m
Exemple 1.26. .

n

1
1. L’ensemble A, = {xn = " € N} est majoré par 3. En effet
« k!

k=

0 1
1 1

(a)a:ozg H:1§3etm1=§ HZQS?)'
k=0 k=0

(b) Pour toutn > 2, on a :

IN
[\
+
=
o
|>—t
=

= 241——
< 3

n

T =

2. L’ensemble Ay = { ;o nE N} n’est pas majoré. En effet, de I'inégalité

k

Il
—

In(l+z) <z, pourtout x> -1 ( facile a justifier),
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on déduit que pour tout n > 1,

3

1« 1
> - > > In(1+ =) =2 (n(k+1) —In(k)) = In(n +1)
k=1 k=1 k=1

3. Si A3 = N, min Az = 0 tandis que max Az n’existe pas.

4. Si Ay = 7Z, min Ay et max Ay n’existent pas.
Définition 1.27 (Borne supérieure et borne inférieure). .

Soit A une partie non vide de R. On désigne par #(A) Uensemble des majorants (resp. des
minorants ) de A. Si M (A) posséde un minimum (resp. maximum), alors on appelle ce réel la

borne supérieure (resp. inférieure) de A et on le note sup(A) (resp. inf(A)).
Autrement dit, on dit que

o a € R est la borne supérieure de A si o est un majorant de A et « est le plus petit des
magorants de A. On note alors o = sup A

e 3 € R est la borne inférieure de A si B est un minorant de A et [ est le plus grand des
minorants de A. On note alors = inf A

1.6 Proporiétés de la borne supérieure sur R

Théoréme 1.28 (Axiome de la borne supérieure). .
Toute partie A non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

Autrement dit, si A est une partie non vide et majorée de R alors sup(A) € R.

Théoréme 1.29 (Axiome de la borne inférieure). .
Toute partie A non vide et minorée de R admet une borne inférieure. De plus on a :

inf(A) = —sup(—A). (1.6.1)
ot l'ensemble —A est défini par : —A ={—a, a€ A}.
Autrement dit, si A est une partie non vide et minorée de R alors inf(A) € R.

Théoréme 1.30 (Caractérisation des bornes supérieure et inférieure). .
Soit A une partie non vide de R.

e Si A est majorée alors 'ensemble de ses majorants admet un plus petit élément ( un mini-
mum) appelé borne supérieure ou supremum de A. Il est caractérisé par la propriété
suivante appelée propriété de la borne supérieure :

v est un majorant de A et
v = supA (1.6.2)
Ve>0,dv € Atel quey—e<ax <7

e Si A est minorée alors l’ensemble de ses minorants admet un plus grand élément appelé
borne inférieure ou infimum de A. Il est caractérisé par la propriété suivante appelée
propriété de la borne inférieure :

p est un minorant de A et
p=infA (1.6.3)
Ve>0,dr € Atelque p<x<p-+e

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015



mail@ideal®Le savoir rien que le savoir

Exercice 14

Remarque 1.31. .

& La deuzieme assertion dans ’accolade (1.6.2) est un réécriture de “aucun nombre stric-
tement inférieur a v = sup(A) ne majore A. Autrement dit v = sup(A) est le plus
petit des majorants de A.

v=sup(4) <= (Vz€R, z<a= Jz € A tel que z <z < a) (1.6.4)

& De méme la deuziéme assertion dans l'accolade (1.6.3) est un réécriture de “auwcun nombre
strictement supérieur a p = inf(A) ne minore A. Autrement dit p = inf(A) est le
plus grand des minorants de A.

p=inf(A) <= (Vz€R, p<z=3Jx € A tel que p <z < 2) (1.6.5)

Remarque 1.32. .
1. Si A est une partie bornée de R, alors sup A et inf A sont des éléments de A.
2. St max A existe, alors sup A existe et on a max A = sup A.

3. Si min A existe, alors inf A existe et on a min A = inf A.

1.6.1 Exercice

On considere les parties de R suivantes :

A=]-3,10], B= {l,nEN*}, C = {(—1)”+l,n€N*},
n n

1
D={G¢Wﬂ+—%neNﬁ, E={(1-e")sin(z); x>0}
n
Déterminer s’ils existent le maximum, le minimum, les bornes supérieure et inférieure de chacun
de ces ensembles.
1.6.2 Exercice

Soit y € R% . Pour chacun des ensembles suivants déterminer s’ils existent : la borne supérieure,
la borne inférieure, I’élément minimal et 1’élément maximal.

qu%eK n e N, m:«am+%eR neNY, Ay =N,
Ai={-1)"~"€R neN} A ={(-]) (1+E)E]R, neNY,

1%:{pnn@—%)eR neND.

1.6.3 Exercice
Soit @ € R, on note A, = {r € Q, r < a}. Montrer que sup(A4,) = a.

Proposition 1.33. On considére l'ensemble F = {a € Q| a* < 2}. Alors F n’a pas de borne
supérieure dans Q.

Démonstration. .
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1
e [’ensemble F' est non vide car 3 cF.

e [ est majoré (par exemple 3 est un majorant de F').

Par conséquent F' admet une borne supérieure, c’est-a-dire sup(F') € R. Nous allons montrer que
sup(F') ¢ Q. Pour cela, on désigne par M un majorant rationnel quelconque de F et on pose
_ M?42

M = i € Q.

Nous allons montrer que M’ est un autre majorant de F' et que M’ < M, ce qui prouve qu’il n’y
a pas de plus petit majorant.

» Montrons que M’ est un majorant de F'. Pour cela il suffit de montrer que M”? > 2. On a :

M? + 2)? (M? —2)?
]\/[’2_2:(—_2:—>0
4M? 4M?
car M? +# 2.
. . M?*—2 _ '
» Par ailleurs M — M’ = 5N > (0 car M est un majorant rationnel de F'.

En prenant le cas particulier M = sup(F’), on obtient une absurdité, car M’ devient un majorant
de F plus petit que sup(F). ]

1.7 Application : intervalles de R

Définition 1.34. .
Soit I un sous-ensemble de R. On dit que I est un intervalle de R si :

pour tous x,y,z E R tels quex <y<zona :x,z€l —=yel.

Théoréme 1.35 (Classification des intervalles de R). .
Soit I un sous-ensemble de R. Alors I est un intervalle de R si et seulement si il est de ['un
des dix types suivants :

o =0

& /=R

®=[0b={reR; a<z<b} (aveca,beR eta<bh).
d=[ab={reR, a<z<b} (aweca,beR eta<b).
a,bj={reR; a<z<b} (aveca,beR eta<b).
a,b={r €R; a<z<b} (aveca,beR eta<b).
{r €R; x<b} (avecbeR).

{r eR; x<b} (avecbeR).

O =[a,+o={reR;, a<z} (aveca€R).

O =la,+o={r€eR; a<zx} (avecaeR ).

o=
o=
o]
o]

00,b] =
00, b[=
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1.8 Axiome d’Archimede

La propriété suivante repond a la question de situer les nombres rationnels par rapport aux
nombres réels.

Théoréme 1.36 (Axiome d’Archimede). .
Pour tout nombre réel x, il existe un entier naturel n non nul tel que r < n.

On dira alors que R est un corps commutatif ordonné archimédien.

Démonstration. On discutera suivant le signe de x.
e Six <0 on peut prendren =1 .

e Supposons que x > 0. L’ensemble A = {k € N: k < z} est majoré par x et contient 0. Donc
A admet une borne supérieure o € R. En utilisant la propriété de caractérisation de la borne

1
supérieure (avec € = % ), on déduit Pexistence d’un certain kg € A tel que o — 3 < ko < a.

1
Donc a < o + 3 < ko + 1 et par conséquent (kg + 1) ¢ A. Ainsi ky + 1 > z et on prend

]
Corollaire 1.37. Pour tous x,y € R satisfaisant 0 < y, il existe n € N tel que x < ny.
Démonstration. On applique le principe d’Archimede a L n

Y

Théoréme 1.38 (Principe d’Archimede pour la loi + dans R). Soit 2,y € R tels que y > 0. Alors
il existe un et un seuln € Z tel que ny <z < (n+ 1)y.

Démonstration. On considere 'ensemble A = {py € R; p € Z}.
e Pourp=1,onaly=yec Adonc A#0.

e Supposons que A est majoré. Alors d’apres 'axiome de la borne supérieure o« = sup(A) € R
etona:a—y<a(cary > 0). Par conséquent il existe py € Z tel que a —y < poy < «,
c’est-a-dire a = sup(A) < (po+ 1)y et (po + 1)y € A. Ce qui est absurde. Donc A n’est pas
majoré et alors pour tout x € R il existe ¢ € Z tels que qy > .

e Montrons de méme que A n’est pas minoré. Supposons par ’absurde que A est minoré. Alors
B =inf(A) e Retona:f < f+y (car y > 0). D’apres la caractérisation de la borne
inféreure il existe p; € Z tel que 5 < p1y < B + x. Par conséquent a = inf(A) > (p1 — 1)y
et (p1 — 1)y € A, ce qui est absurde.

Ainsi A n’est pas minoré et il existe [ € Z tel que ly < x. On déduit alors que ly < =z < qy
et on a :
z € [ly, qyl= UL [iy, (i + Dy

D’ou il existe de fagon unique n € Z tel que ny <z < (n+ 1)y.

Proposition 1.39. Quel que soit le réel x, il existe un unique entier relatif p satisfaisant
p<z<p+L1l (1.8.1)

L’entier p est appelé partie entiére de x et on note p = E(x) = [x].
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Démonstration. On applique le principe d’Archimede pour la loi 4+ dans R, en prenant y = 1. [

Remarque 1.40. 1. F(z) =max({n € Z; n < x}).
2. Pour tout nombre réel x, on a : E(x) € Z et E(x) <z < E(z) + 1.

3. Pour tous nombres réels x et y, on a : x <y = E(x) < E(y).
4. Pour tous nombres réels x ety, on a : v <y = E(zx) < E(y).

5. Le réel m(z) = x — E(x) est appelé mantisse de x et on a : Vr € R, m(zx) =z — E(x) €
[0, 1].

Théoreme 1.41 (Principe d’Archimede pour la loi x dans R%). Soit x,y € RY tel que v > 1.
Alors il existe un et un seul n € Z tel que 2" < y < x"*!

1.9 Racine n-ieme d’un nombre réel positif

Théoréme 1.42 (Racine ni®™® d’un réel positif). Pour tout nombre réel strictement positif x et
pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique réel positif y tel que y™ = x. Le réel y est
appelé racine n'*™ de x. On note

yz%oubieny:x%.

Démonstration. Soit A = {a € RY tel que " < x}. On va montrer que A est non vide et admet
une borne supérieure.

— Six < 1lalorsz € A, car 2" < x < 1, par conséquent A est non vide.

— Siz>1alorsona: 1" <z <z" donc 1€ A et par conséquent A est non vide.

— Si z € A alors 2™ < x, ce qui implique que z < z. Donc A est majoré par x.
On déduit alors que A est une partie non vide et majorée de R, donc il existe y € R tel que
y = sup(A). Nous allons montrer quel y" = z.

e Supposons par 'absurde que y" < x et posons € = x — 3™ > 0. On va chercher h €]0, 1] tel
que (y+h) € A. On a:

-1
hn n n 1h ( 5 ) n 2h2 hn
-1
_ yn+h[nyn—1+n(n2 )yn—2h++hn—1]
-1
< y"+h[ny”‘l+%”‘2+---+1]=y”+h[(y+1>”—y"]
On choisit h €]0, 1] tel queh<;et ainsi on a :
(y+1)" —y"
(y+h)" = y"+hlly+1)"—y"| <y"+e

<x

Par conséquent (y 4+ h) € A et y +h >y =sup(A), ce qui est absurde.

n

—x
e Supposons maintenant que y™ > x et posons h = y—l, alorson a: 0 < h <y. Soit t >0
ny™—
tel que ¢t > y — h. En utilisant I'identité

a — b = (a _ b)(an—l + an—2b+ an—SbQ et bn—l)
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valable pour tout réels a et b, et le fait que y —h <y on a:
Y =y =" =hly" Ty Ty =)+ (= AT < hny T =yt -
Ainsi
Y-t <y = (y—h)" <y —x

et par conséquent x < t", d’out on conclut que ¢t ¢ A. En d’autres termes (y — h) est un
majorant de A et y—h < y, en contradiction avec le fait que y soit le plus petit des majorants
de A.

On conclut alors que y™ = z et y est unique.

O]
Proposition 1.43. Pour tous a,b € R, et pour tout n € N* on a :
Vab=fax Vb {¥a=/Va="a Va=a.
Démonstration. A montrer en exercice O

Remarque 1.44. .
1. Soit n € N* tel que n est pair. Alors pour touty € R on a : y* = (—y)" > 0.

(a) Ainsi pour v € RY et pour n € N* pair, l"équation y" = x admet deuz solutions dans R :
Y1 =z etya = 7.

(b) Par contre pour x € R* et pour n € N* pair, ’équation y" = x n’admet pas de solution
dans R.

2. Pour n € N impair on a : pour tout y € R* on a : (—y)" = —y™ > 0. Ainsi pour x € R et
n € N impair, [’équation y"* = = admet une solution unique dans R : y = signe(z) {/|x|.

1.10 Densité des nombres rationnels et des irrationnels

1.10.1 Définition

Un nombre réel est dit irrationnel lorsqu’il n’appartient pas a l’ensemble Q des nombres ra-
tionnels. L’ensemble des nombres irrationnels est donc R — Q ou R\Q.
1.10.2 Définition

Soit A une partie non vide de R. On dit que A est dense dans R si A rencontre tout intervalle
ouvert |a, b[, avec a < b. Autrement dit A est dense dans R lorsque pour tous a et b réels, on a :

a<b=dx €A a<xz<b.

Par contraposée A est une partie non dense dans R s’il existe au moins deux réels x et y tels
que
r<yetVae A zx>aouy<a.

Exemple 1.45. Z n’est pas dense dans R.
Proposition 1.46. .
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e Pour tous a,b € R avec a < b, il existe un rationnel ¢ € Q tel que a < ¢ < b. On dit alors
que Q est dense dans R.

e Pour tous a,b € R avec a < b, il existe un irrationnel ¢ € R\Q tel que a < ¢ < b. On dit
alors que R\Q est dense dans R.

' 1
e Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, on pose x = - > (. Soit ¢ un entier
—a

strictement supérieur a x (un tel entier existe d’apres le théoreme d’Archimede) et soit p le
plus petit entier strictement supérieur a aq (p existe d’apres le théoreme d’Archimede). On

a donc :
p 1 P,
p—1<ag<pet=——<a<=(puisque g > 0).
qa 4 q
D’ou 1
a<2§a+—<b, et]—)e(@.
q q q
. . . a b . . :
e De méme en considérant les réels A = — et B = ——, il existe un rationel r tel que

V2 V2’

A <r < B, cest-a-dire a < rv2 < b.
(a) Sir # 0 alors 7v/2 est un irrationnel et on a : a < rv/2 < b.
(b) Sir = 0 on prend U'intervall ]\%, 0[ qui est inclus dans I'intervalle ]\%7 \%[7 ]\%, 0[ contient
un rationel r; # 0. Dans ce cas on a rV2 e R\Qet a < V2 < b.
]

Une conséquence de cette proposition est le résultat suivant

Corollaire 1.47. Dans tout intervalle de R, différent d’un singleton, il y a une infinité de nombres
rationnels (et de nombres irrationnels).

Proposition 1.48. Tout intervalle de R, différent d’un singleton, et R lut méme sont non dénombrables.
Dés lors ils contiennent une infinité non dénombrable de nombres irrationnels.

Théoreme 1.49. Aziome de Cantor
Soit I,, = [an,b,] une suite décroissante d’intervalles fermés (c’est-a-dire I,y C I, pour tout
n € N). Alors l'intersection Npen|an, b,] est un intervalle non vide.

On dira alors que R est un corps commutatif ordonné archimédien et complet. On
connait également l'axiome de Cantor sous le nom de la propriété des intervalles embottés.

Démonstration. A démontrer plus tard. m

1.11 Approximation d’un réel

1.11.1 Notion de valeur absolue

Définition 1.50. On appelle valeur absolue d’un nombre réel x, le réel noté |x| défini par :
|z| = max{x, —x}.

Remarque 1.51. Il résulte de cette définition de la valeur absolue d’un nombre réel x que :
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1. Pour tout v € R, |z| = | — z|.

—x st <0

2. PourtoutIER,|x|:{ v s 23>0

3. Pour tout x € R, |z| > 0 et |x| =0 <= 2 = 0.

Proposition 1.52. Soient x et y des nombres réels. On a :

1. |zy| = |z|y|.
2. |2 :m sty # 0.
yl |yl

8 lzl = [yl <z +yl < faf + [yl

4o lal =yl = 2* =y,

5. o] < |yl <= a® < .

6. Pour tout e > 0,|x —a| <e<=a—e<z <a-+e.
7. Pour tout e > 0,|z —a|<e<=a—e<zx<a+e.

1.11.2 Distance sur R

Définition 1.53. On appelle distance sur R toute application d définie de R? dans R vérifiant
pour tous x ety :

1. d(z,y) > 0;

2. d(x,y) =0<=z=y;

3. d(z,y) = d(y, x);

4. d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

d(x,y) est appelé distance entre les réels x et y.
Exemple 1.54. Considérons 'application d définie par :

d : R — R
(z,y) — [z —y

Montrer que d est une distance sur R. C’est la distance usuelle sur R.

1.11.3 Approximation d’un nombre réel

Soit x un nombre réel, p un entier naturel. On a :
E(z-10°) <z-10° < E(xz-107) + 1.

Dot 107PE(z - 10P) < x < 107PE(z - 10P) 4+ 1077, Ainsi, 107PE(z - 107) est un nombre décimal
approchant x a 107P pres par défaut et 107PE(x - 10P) + 107 est un nombre décimal approchant
x a 1077 pres par exces.

Exemple 1.55. Donner une approzimation de w & 10° pres, a 1071 prés, a 1072 prés et a 1073
pres.
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1.12 La droite réelle achevée (11)

L’ensemble R n’a ni plus grand ni plus petit élément. On lui ajoute les deux éléments —oo et
+00 de facon & obtenir l'ensemble noté R appelé la droire réelle achevée. Ainsi la droite numérique
achevée R est l'ensemble obtenu par adjonction a R des deux nouveaux éléments +oo et —oo, muni
de la relation d’ordre total obtenue en prolongeant [’ordre de R par les conditions

VreR, —oo<ax<4o00.
On a alors _
R =RU{—00,+o0}.

On peut prolonger partiellement ¢ R la structure algébrique en posant :

1.VxeR, on a —o00 < x < 400.

2. Vo € R tel que x # —00, on a x + (+00) = +00.

3. Vo € R tel que v # 400, on a x + (—00) = —o0.

4. Vx €R tel que x >0, on a x-(—00) = —o0.

5. ¥r € R tel que x <0, on a - (—00) = +00.
Il est impossible de définir (+00) + (—00) et 0.(f00).
Remarque 1.56. . Soit A une partie non vide de R.

e 5i A n’est pas minoré, on pose inf A = —oo.

e 5i A n’est pas majoré on pose sup A = 400

1.12.1 Voisinage de 400, —00

On appelle voisinage de +00, toute partie de R contenant un intervalle de la forme Ja,+o00| avec
acR.

On appelle voisinage de —oo, toute partie de R contenant un intervalle de la forme | — 0o, a| avec
a € R.

1.13 Exercices

Exercice 1

1
Soit A une partie non vide de R telle que A C|0;+oc[. Démontrer que inf{—, a € A} =0 si et
a

seulement si sup A = +00.
Ezercice 2

Démontrer les relations suivantes ot a et b désignent deux réels quelconques.
1. 2+ |ab| < a®+b?.

2. Va2 + b2 < |a| + b < V2va® + 2.
1
3. max{a, b} = §(a +b+ |a—bl).

4. min{a, b} = %(a—i— b—la—b|).
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Exercice 8
Montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz : St a;,b; avec i € {1,2,--- ,n}, sont des nombres réels
arbitraires alors )
(o) = (3] (324)
k=1 k=1 k=1
Ezercice 4
Montrer l'inégalité de Minkowski : Si a;, b; aveci € {1,2,--- ,n}, sont des nombres réels arbitraires
alors
PSP BUENDIL-
k=1 k=1 k=1
Exercice 5
Soient a; avec i € {1,2,--- ,n}, des nombres réels positifs non nuls. Montrer que
1 & 1< 1]
= ar > | = -
DWEIL W
k=1 k=1
Exercice 6

Déterminer les bornes inférieure et supérieure, lorsqu’elles existent, des ensembles suivants :

1.
n
A:{ ;mGN*etnEN*}.
mn + 1

B:{l+(—1)”; nEN*}.

n

Exercice 7

Soit { Aa}aezr une famille quelconque de parties non vides de l’ensemble R des nombres réels.

1. Montrer que, si pour tout o € I, A« est majorée et si l’ensemble
U = {sup Aa tels que a €L}
est majoré, alors User Ao est majoré et on a :
sup (UaerAa) = sup (sup Ao tels que a € I).

2. Par un contre exemple, montrer que ce résultat n’est pas vraie si ’hypothese ‘U majoré”
n’est pas vérifiée.

FExercice 8

1. Soient A et B deux parties non vides et magjorées de l’ensemble R des nombres réels. On
note
A+B={zeR;dJx € AJye Betz=a+y}.

Montrer que sup(A 4+ B) = sup(A) + sup(B).
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2. Sotent A et B deux parties non vides de l’ensemble R des nombres réels telles que
Vere A, Vye Bonax<y.

(a) Prouver lexistence de supA et de infB et montrer que supA < infB
(b) Montrer que

supA =infB <= Ve > 0,3z € A Jy € B tels que |x — y| < e.
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I CoapriTRE Deux I

Suites numériques

Nous débutons ce chapitre par le raisonnement par récurrence qui est un raisonnement souvent
utilisé pour ’étude d’une suite.

2.1 Le raisonnement par récurrence

2.1.1 Principe

Le raisonnement par récurrence est une belle machine permettant de démonttrer qu’une pro-
position est vraie quelque soit 'entier naturel n. Le principe est le suivant : soit P(n) une pro-
position dépendant d’un entier naturel n. Si P(0) est vraie et si, pour tout n € N implication
“P(n) = P(n+1)” est vraie, alors la proposition P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

2.1.2 Point de la méthode

Dans une démonstration par récurrence, procéder de la maniére suivante :

1. Exprimer clairement la proposition P(n) que l’'on veut prouver vraie pour tout entier naturel
n.

2. Vérifier que P(ng) est vraie. Bien entendu que si c¢’est ng la petite valeur que peut prendre
n.

3. Faire U’hypothse de récurrence : “P(n) vraie pour un entier naturel n. Utiliser cette hypothse
pour prouver (par des calculs, des raisonnements, de l'intuition) que "P(n + 1) est vraie.

Exemple 2.1. Démontrons par récurrence que :

1)(2 1
Vin>1, 12+22+32+...+n2:”(”+ )(2n + )

6
Résolution
(1+1)2x1+1 6
1. Pourn =1 on a : (1+ )(6 +1) =5 = 1 = 12. Donc la propriété est vraie pour
n = 1.

2. Supposons que la propriété est vraie jusqu’a un ordre k (avec k > 1), c’est-a-dire supposons
que :
E(k+1)2k+1
124924032 4. . L p2— (k+ )6( + )
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Montrons que la propriété est aussi vraie a l'ordre (k + 1), ¢’est-a-dire montrons qu’on a :

2 _ (k:+1)[(k:+1)+1][2(k:+1)+1]'

P+22+3+- -+ (k+1) c

P+224+37 4+ 4+ (k+1)>2= 12422432+ +k+ (k+1)
(P+22 43+ + k) + (k4 1)
k(k + 1)(2k + 1)

= 5 + (k4 1)

_ k(k+1)(2k+ 1)+ 6(k + 1)?

ke 1)[l<;(2k+61) +6(k -+ 1)]

_ (k+1)[2kg+7k+6]

_ (k+ 1)[(kf2)(2k+3)]

_ (k+1)[(k+1)f1][2(k+1)+1]
6

La propriété est donc vraie a l'ordre (k4 1). On conclut alors que :

1)(2n +1
Wn>1 1242142 = F )6(n+ )

Exemple 2.2. Montrer que pour tout entier naturel n, on a

1
O+1+2+---+n=%.

Exemple 2.3. Soit f une application strictement croissante définie de N dans N. Montrer que

pour tout n € N, on a : f(n) > n.

Exemple 2.4. Démontrer par récurrence que : ¥ n € N, 52" — 3" est divisible par 11.

2.2 Généralités sur les suites numériques

Les suites numériques sont utilisées pour modéliser des phénomenes discrets, c’est-a-dire que
l’on observe a intervalles de temps réquliers.

2.2.1 Définition et Notation

Définition 2.5. On appelle suite numérique, toute application u définie d’une partie I de N dans

R.
u: I — R

La suite se notera (up),.;, (un), ou tout simplement (uy). L’image u(n) de l'entier naturel n
sera notée uy; u, est le terme général de la suite (u), .
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2.2.2 Mode de détermination d’une suite

Une suite peut étre déterminée de deux manieres :

e par la donnée de son terme général u, en fonction de n. On dit dans ce cas que la suite est
donnée sous sa forme explicite.

e par la donnée de ses p premiers termes et une relation de récurrence entre (p + 1) termes
consécutifs.

Exemple 2.6. .

1. Déterminer les 4 premiers termes de chacune des suites :

n = 2
2—(—1) Yo
(Un) pen  Un = —2i3 : (Vn)pen 1§ V1 = -1
Un+2 = 3'Un+1 + 4Un -2

2. La suite (a,)nen de Fibonacci est définie par :

ag=0, a;=1c¢et
Ap = Ap_1 + Ap_a, pour tout n > 2.

Calculer as, as, a4 et as.

Remarque 2.7. Une suite complexe est une suite a valeurs dans [’ensemble des nombres com-
plezes. c’est donc une application définie d’une partie de N dans [’ensemble C des nombres com-
plezes. D’une maniére générale une suite complexe (z,)nen se met sous la forme :

Zp = Qp + 1b,.

2.3 Propriétés éventuelles d’une suite

2.3.1 Monotonie d’une suite

1. Une suite (uy),c; est croissante si u, < upy1 pour tout n € I.

2. Une suite (Un)nel est strictement croissante St U, < Uyy1 pour tout n € I.

8. Une suite (uy), o, est décroissante siu, > tUn11 pour tout n € I.

4. Une suite (un)nel est strictement décroissante si U, > Upi1 pour tout n € 1.

5. Une suite (uy), o, est constante si u, = Uupi1 pour tout n € I.

6. Une suite (uy),c; est monotone si elle est croissante ou décroissante.

7. Une suite (uy),c; est strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement
décroissante.

Exemple 2.8. .

1. Soit (up)nen+ la suite de terme général : u, = m Etudions le sens de variation de

cette suite :
1 1 —2

VneN, u—u, = — —

(n+1)(n+2) nn+1) nn+1)(n+2)

Donc pour tout n € N*, w1 —u, <0, la suite (u,) est donc décroissante.

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015



mail@ideal®Le savoir rien que le savoir

Suite majorée-Suite minorée et Suite bornée 27

2. Soit (up)nen la suite définie par la relation de récurrence :

UOZ—]_
VneNuv,=v2+0v,+1

Pour tout entier naturel non nul on a : v, —v, = vi—l—l. Par conséquent, on a : v, 1 —v, >
0; la suite (v,) est donc croissante.

3. Soit (t,)nen la suite définie par : t, = f(n) =n—+vn?>+1. On a :
VneNty1—t,=[n+1)—/(n+1)2+1]=[n—vVn2+1]=1—+y/(n+1)2 + 1+Vn2 + 1.

Le signe de cette expression est difficile a étudier. Par conséquent nous allons étuider une
autre méthode. En étuidant les variations de la fonction : x — f(x) = x — Va2 +1, on
montre que f est croissante sur |0, +oo[. On en déduite que, pour tout entier naturel, on a :
f(n+1) > f(n), c’est a dire t,41 > t,. Par conséquent la suite (t,) est croissante.

Remarque
Si la suite (up)ner est a termes strictement positifs (c’est-a-dire, pour tout n € I, u, > 0),

. . .. Un+1
alors pour étudier le sens de variation de (un)ner, on peut comparer —— et 1.
U,

. Up+1
o Si It
Up,
. unJrl

o 57
Up,

> 1 alors la suite (u,) est croissante.

< 1 alors sera dite décroissante.

2.3.2 Suite majorée-Suite minorée et Suite bornée

1. Une suite (uy),; est dite majorée si il eviste un nombre réel M tel que u, < M pour tout
n € I; c’est-a-dire que l’ensemble {u,;n € 1} est majorée.
2. Une suite (Un),; est dite minorée si il existe un nombre réel m tel que u, > m pour tout
n € I ; c’est-a-dire que l’ensemble {u,;n € I} est minorée.
8. Une suite (un),c; est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée; c’est-a-dire qu’il
existe deux nombres réels m et M tels que m < u,, < M pour tout n € I.
4. Une suite (Un)nel est dite stationnaire s’il existe un entier Ny € N tel que : u,, = un, pour
tout n > Ny. Dans ce cas, on dit que la suite (uy,), ., est stationnaire a partir du rang Ny.
5. Une suite (uy),,c; est dite périodique de période p si p est le plus petit entier naturel non nul
tel que
Vn €1, Upip = Up.
Exemple 2.9. .
— Soit (up)nen la suite de terme général : u, = n?—2n—2.0Ona :
VneNu,=(mn-1)2%*-3, et (n—1)?2>0.
Par conséquent, pour tout n € N, u,, > —3 et donc la suite (uy,) e;t minorée par —3.
n

n+1
e La suite est positive, c’est a dire que : ¥ n € N v, > 0. La suite est donc minorée par 0.
e De plus (v,) est majorée par 3. En effet, pour tout entier naturel n, on a :

— On considére la suite numérique (v, )nen de terme général v, =

Uy —3 = — <0
n+1

Au total on a :V neN, 0<wv, <3 et par conséquent la suite (v,) est bornée.
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Exemple 2.10. Considérons la suite (uy)nen+ définie par : u, =

Montrer que (up)nent
. eN
est une suite strictement monotone et bornée.

Proposition 2.11. Une suite (u,)ner est bornée si et seulement si la suite (|u,|)ner est bornée.

Démonstration. Supposons que (uy,)ner est bornée. Alors (u,)ner est majorée et minorée. Il existe
donc deux constantes K et L telles que L < 0 < K et pour tout n € I, L < u, < K. Soit
M = max(K,—L), alors pour tout n € Tona: —M < L <wu, < K <M, cest-a-dire |u,| < M.
Réciproquement supposons que (|u,|)ner est majorée. Il existe une constante réelle M > 0 telle
que, pour tout n € I, |u,| < M. Ce qui est équivalent & —M < u,, < M ; M est donc un majorant
et —M un minorant de la suite (uy,)ner- O

2.4 Suite arithmétique-Suite géométrique

2.4.1 Suite arithmétique
Définition

Soit (Un)ner une suite numérique. On dit que la suite (u,) est arithmétique s’il existe une
constante réelle r telle que, pour tout n € I, on a : Upyq — Uy = 1.
Le nombre réel r est appelé la raison de la suite (uy,).

Propriétés

Soit (up)nerune suite arithmétique de premier terme u, (ot a est le plus petit élément de I) et
de raison r. Alors on les propriétés suivantes :

o Le terme général de (uy,) est : u, = u, + (n — a)r pour tout n € I.
En particulier si le premier terme de la suite est ug alors son terme général est : u,, = ug+nr;
si uy est le premier terme alors le terme général est u, = u; + (n — 1)r.
Pour tous entiers p et q éléments de I, on a :u, = u, + (p — q)r.
St a,b et ¢ sont dans cet ordre trois termes consécutifs d’une suite arithmétique, alors on
a:a+c=2b.
Sir >0 alors la suite (u,) est croissante; si r < 0 la suite (u,) est décroissante.
Somme des termes consécutifs
Soit S = ug + Ugr1 + Ugyo + - + Uy, alors on a :

[(n —a) + 1][u, + u,]
5 .

D’une maniéere générale, si S est la somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique,
alors on a :

S =

[Nombre de termes dans la somme||Premier terme+Dernier termel
2
Nombre de termes dans la somme = Indice du dernier terme - Indice du premier terme+1

Ainsi ( D )
n—+ 1)(u, +u
Si=wugtu+--+u, = (2 =
n(u, +u
Sl_u1+u2+"'+un_¥
Exemple
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a®) Soit a calculer la somme S; =142+ --- 4+ n. Pour cela, on pose u, =n. La suite (u,) est
une suite arithmétique de raison 1 et de premier terme uy = 1 car pour tout entier on a :
Upr1 — Uy = (n+ 1) —n = 1. Par conséquent,

n(u, +u nn+1
Si=142+ - +n=u+up+--+u, = ( 5 D _ 5 ),
b°) Soit a calculer la somme Sy =14+3+5+T7+---+ (2n+1). On pose v, = 2n+ 1. La suite
(vn) est arithmétique de premier terme vy = 1 et de raison r = 2. On a alors :
(n+1)(v, +v9) (n+1)[(2n+1) + 1]

Se=vg+vi+v9t+vs+--tu, = 5 = 5 = (n+1)>

2.4.2 Suite géométrique
Définition

Soit (up)ner une suite numérique. On dit que la suite (u,) est géométrique s’il existe une
constante réelle q telle que, pour tout n € I, u,y1 = qu,. Le nombre réel q est appelé raison de la
suite (Uy).

Propriétés

Soit (up)ner une suite géométrique de raison q et de premier terme u, (ot a est le plus petit
élément de I). On suppose ¢ # 0 et ¢ # 1. On a alors les propriétés suivantes :
e Le terme général est : u, = u,q" " *.
En particuler si ug est le premier terme alors le terme général est de la forme : u, = ugq™ ;
si up est le premier terme alors u, = u1q" *.
e Sim et n sont deux éléments quelconques de I, alors on a : Uy, = u,q™ ",
— Sia, b et ¢ sont dans cet ordre trois termes consécutifs d’une suite géométrique, alors on a :
b = ac.
— Somme des termes consécutifs
Soit S = ug + ugr1 + -+ - + uy, alors on a :

1— qn—zz—i-l
S=u————
l—gq
D’une maniére générale si S est la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique,

alors on a :
q

1 — Nombre de termes dans la somme
S = Premier terme ( )

1—gq

2.4.3 Exercice

1
e2n+1 :

On considére la suite numérique (un)nen définie par : u, =

1. Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont on donnera la raison et le premier
terme.

2. On pose S, = ug + uy + - - - u,. Exprimer S, en fonction de n puis calculer lir+n Sy,
n—-+0oo

3.(a) On pose v, = Inw, pour tout n € N. Montrer que (v,) est une suite arithmétique dont
on précisera la raison et le premier terme.

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015



mail@ideal®Le savoir rien que le savoir

Exercice 30

(b) Calculer en fonction de n la somme S/, = vo+ vy + -+ + vy.
(c) Calculer le produit P, = ug.uy.us - - - u, et la limite lirf P,.
n—-+0oo

2.4.4 Exercice

Trois nombre complexes 2y, zo et z3 sont tels que leurs modules sont dans cet ordre trois termes
conséculifs d’une suite géométrique de raison 2 et leurs arguments dans cet ordre trois termes

, . . . - . T . .
consécutifs d’une suite arithmétique de raison —. Déterminer ces nombres complexes sachant que

leurs arguments sont tous des éléments de |0, 7| et que zy.29.23 = —64i.

2.4.5 Exercice
Soit P un plan euclidien orienté rapporté a un repére orthonormé direct R = (O,
T
u=re 4 , ou r est un nombre réel strictement positif fixé.
1. On définit les points A,, de P de la maniére suivante :
o Aq est l'origine du repére R.
o Ay est le point d’affize i.

e Pour tout entier n > 2, le point A,, est l'image du point A,_o par la similitude directe de

o1
centre A,_1, de rapport r et dont une mesure de l’angle est « = —.

On note z, Uaffixe du point A,,.
(a) Ecrire, pour tout entier n > 2, une relation entre z,, z,_1 €t Z,_a.
(b) Démontrer que pour tout entier n > 2, on a : 2, — Zp_1 = i(—u)"" 1.
(¢) Exprimer z, en fonction de n et de u.

2. Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe S telle que S(Ay) = A et

S(A)) = As,.

2.4.6 Exercice

Une boite contient six jetons indiscernables au toucher. Deux de ces jetons sont numérotés 1,
trois jetons portent le numéro 2, un des six jetons porte le numéro 0.

1. On tire au hasard et sstmultanément deux jetons de cette boite. on désigne par X la variable
aléatoire prenant pour valeur la somme des nombre marqués sur ces deux jetons tirés.

Détermaner la loi de probabilité de X et calculer [’écar-type o de X.

2. On joue maintenant au jeu suivznt : on tire au hasard un jeton de la boite puis on note le
numMEro marqué :
e Si le jeton tiré porte le numero 0, alors on est éliminé.
e Si le jeton tiré me porte pas le numero 0, alors on le remet dans la boite, puis on effectue
un deuzieem tirage.
On procéde ainsi de suite. On continue les tirages tant qu’on est pas éliminé.
Pour tout entier naturel non nul, on désigne par p, la probabilité d’étre éliminé lors du
nieme tirage.
(a) Calculer py, ps, ps et plus généralement, p,,.

(b) Calculer la somme S =p1 +p2+ps+ -+ Dn-
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ok

2.4.7 Suite arithmético-géométrique

2.4.8 Exercice

Soit (un)nen la suite définie par : { VU:L c ;’ Uy — lun L
2
1. Le plan est muni du repére orthonormé (O, ?, 7) Tracer les droites (D) et (A) d’équations
respectives y = %ZE +4 ety =z, puis construire les 4 premiers termes de la suite (u,) sur
l'axes des abscisses.
2. Soit (Vp)nen la suite définie par : ¥ n € N v, = u, — 8.

(a) Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on on donnera la raison et le
premier terme vg.

(b) Ezprimer v,, puis u, en fonction de n.

(c) Calculer les sommes S; = vy + vy + -+ + v, et So = uj +ug + - - - 4+ u, en fonction de n.

2.4.9 Exercice

Uy = 0
' te défing : 2u, + 3
Soit (up)nen la suite définie par { VneN wu,, =
U, + 4
1. Montrer par récurrence que : ¥ n € N0 <wu, < 1.
2. Montrer que la suite (u,) est croissante.
Uy — 1
3. On considére la suite (v,) définie par : v, = :
Uy, + 3
(a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier

terme.
(b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

(¢) Calculer la somme S = vy +vs+--- + v, en fonction de n.

2.4.10 Exercice

1. Soit (up)nen la suite numérique définie par : ug = 20.000 et u,+1 = 1,05u, + 1000.

(a) Pour toutn € N, on pose v, = u,~+a, ot a est une constante réelle. Déterminer le nombre
réel a sachant que la suite (vy,) est géométrique. Déterminer la raison et le premier terme
de la suite (vy,).

(b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

2. Au premier Janvier 1990, une wville possede 20.000 habitants. A partir de cette année la
population augmente de 5% ’an. De plus durant la méme période, 1000 personnes viennent

s’établir dans cette ville chaque année. Quelle sera la population de la ville le 1" Januvier
2000 ?

3. Dans cette ville, 'ensemble des éléves de l’enseignement primaire représente 20% de la
population totale. On estime qu’il faut un instituteur pour 40 éléves.

Quel devra étre le nombre d’instituteurs au 1" Janvier 2000.
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2.4.11 Exercice

On définit les nombres complexes z, de la maniere suivante : zg = 1 et pour tout n entier

1 2.
naturel non nul, 2,1 = gZ” + —1.

3

1. Pour tout entier naturel n, on pose u, = z, — .
(a) Exprimer u,.1 en fonction de u,,.
(b) En déduire u,, en fonction de n.

2.(a) Exprimer en fonction de n, la partie réelle x,, et la partie imaginaire y, de u,. Calculer
les limites des suites (x,,) et (yn) lorsque n tend vers +oo.

(b) On note A, le point du plan complexe d’affize u,. Calculer le module et un argument de
Uy,. Prouver que les points A,, appartiennet a une méme droite (A) dont on donnera une
équation cartésienne.

2.4.12 Comportement a I’infini d’une suite

Définition 2.12. Une suite (uy,), ., est convergente ou qu’elle tend vers un réel I lorsque
Ve>0,AN e N¥Wn e N, (n > N) = (Ju, — | < ¢).

Ce qui veut dire que [’on peut rendre u,, assez proche de | autant que [’on veut pour les valeurs de
plus en plus grandes de n. On note

lim wu, = 1.
n—-+oo

1

Exemple 2.13. Considérons la suite (uy)nen< par u, = —. Montrer que cette suite converge vers
n

0.

Définition 2.14. 1. Une suite (uy),; tend vers +00 si
VB >0,dN e N;Vne N, (n > N) = (u, > B).

Ce qui veut dire que ’on peut rendre u, assez grand autant que [’on veut pour les valeurs de
plus en plus grandes de n. On note

lim wu, = +o0.
n—-4o0o

2. Une suite (uy),c; tend vers —oo si la suite (—uy)ner tend vers +00. On note

lim u, = —oc.
n—4oo

Définition 2.15. Lorsque la suite (u,),.; n'a pas de limite ou bien si

lim w, = +00 ou bien — oo,
n—-+o0o

on dit que la suite (uy), ., est divergente.
Exemple 2.16. Montrer que la suite (u,)nen de terme général u, = n* est divergente.

Théoreme 2.17. Lorsqu’une suite admet une limite, cette limite est unique.
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Démonstration. Nous faisons la preuve pour le cas ou cette limite est finie. Supposons alors par
absurde 'existence de deux nombres réels distincts [ et [y qui sont tous deux limites de la suite

(un)nel .
Posons € = %|l1 — ly|. D’apres la définition de la convergence de la suite, on aura :

E'Nl S N,Vn € N, (n > Nl) — |un — l1| <e.
dN, € N,Vn S N, (n > NQ) — |’LLn — l2’ <e.
Posons N = max{Ny, N2}. On a :
|ll — l2| = |l1 —UunN +uUy — 12| S |ll — UN| + |UN — lg|

Ainsi, on a :

2
‘ll - l2| S 2e¢ = g’ll - 12|

2
Ce qui signifie que 1 < 3 D’ou I'absurdité. O

Remarque 2.18. On ne modifie pas la nature d’une suite en modifiant un nombre fini de ses
termes.

Théoreme 2.19. Soit f une fonction définie sur [p,+oo| avec p € N. Considérons la suite (un)ner

telle que pour toutn € I, on au, = f(n). Alors si liIJP f(z) =1 (l fini ou non), alors lir+n Uy =
T—>+00 n—-+0oo
L.

Démonstration. Admise O]

2.5 Propriétés de la limite

Proposition 2.20. Si (u,) est une suite bornée et si (v,) est une suite qui converge vers 0, alors
la suite (unvy,) converge vers 0.

Démonstration. Par hypothese (u,,) est bornée, alors la suite (|u,|) est majorée. Il existe donc une
constante M > 0 telle que pour tout n, |u,| < M. Par ailleurs, comme (v,) converge vers 0, on
a : pour tout € > 0, il existe ng € N* tel que (n > ng == |u,| < 17). Ainsi, pour tout € > 0, il
existe ng € N* tel que (n > ng = [unvn| = |un||vn] < M.57 = €). O

Proposition 2.21. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (u,) une suite convergente qui converge vers le réel [. Pour ¢ = 1, il existe
no € N* tel que (n > ny = |u, — | < 1). Donc pour n > ng on a :

[tun| = Jun — L+ < |u, =1+ 1] < 14|l

Soit A = {|u,|l,p € I'etp < ng}, A admet un plus grand élément noté wu,,. Posons M =
max{u,,, 1 + |I|}, on déduit que pour tout n € I, |u,| < M. O

Remarque 2.22. La réciproque n’est pas toujours vraie. Il existe des suites bornées mnon conve-
gentes. On a plutot une condition nécessaire (mais pas suffisante) pour avoir la convergence d’une
suite : une suite qui n’est pas bornée ne peut pas converger vers un réel.

Proposition 2.23. Soit (u,)ne; une suite de nombres réels et soit a,l € R.
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1. La suite (u,)ner converge versl si et seulement si la suite v, = |u,, — l| converge vers 0.

2. Siu, > a (resp. u, < a) pour tout n € R (ou a partir d’un certain rang) et si (u,) converge
vers l alors 1 > a (resp. | < a).

Démonstration. La premiere partie de la proposition est évidente en utilisant la définition méme
de la convergence d’une suite.

Soit (u,) une suite convergeant vers [ telle que pour un certain n; € N u,, > a a partir du rang
ny. Nous allons montrer que [ > a. Supposons par l'absurde que [ < a. Pour € = a —1[ > 0 il existe
ny € N* tel que (n > ny = |u, —I| < a —1). Posons ng = max(ny,ns), alors pour n > ng on a
lup, — 1| < a—1etu, > a;cest-a-dire 2l — a < u,, < a. Ceci contredit ’hypothese u, > a pour

n>ng > ny. O
Proposition 2.24. Soient (u,,) et (v,) deux suites numériques vérifiant a partir d’un certain rang
Up < Uy,
1. 8¢ lim wu, = +o00 alors lim v, = 400.
n—+oo n—+oo
2.5 lim v, =—oc0 alors lim wu, = —o0.
n—+oo n—+o0o

Démonstration. Soit ng tel que pour tout n > ng on a u, < v, et supposons que lilf U, = +00.
n—-+0oo

Prouvons que lim v, = 4o00. Soit alors B > 0 Puisque lim wu, = +00, il existe donc N; € N tel
n—+00 n—-+oo

que pour tout entier naturel n on ait : (n > N;) = w,, > B. Prenons N = max{ng, N;}. Alors,

pour tout entier naturel n > N, on a v, > u, > B. Ce qui justifie le fait que liril v, = +oo. O
n—-+00

Exemple 2.25. Considérons la suite définie pour tout entier naturel on nuln paru, = 2n+(—1)".
Donner la nature de la suite (uy),. On remarquera que u, > n.

Proposition 2.26. Soient (u,) et (v,) deux suites numériques vérifiant a partir d’un certain rang
Up, < V. Si (uy,) converge vers I et (vy,) convege versl', alors | < 1'.

Démonstration. Supposons par I'absurde que [ > I'. Soit ¢ > 0 tel que ¢ < =X (ce qui est

équivalent a ¢ + 1’ <[ — ¢). 1l existe n; € N* tel que ’
(n>ny = |u, — 1| <e).

De méme il existe ny € N* tel que
(n>ny = |v, = U'| <e).

Enfin il existe ng € N* tel que
(TL Z ns, Uy S Un)-

Ainsi pour n > ng = max(ny, ng, n3) les trois inégalités sont vraies. On en déduit que
vy <l +e<l—e<u,.
Ceci contredit ’hypothese u,, < v, a partir du rang ns. m

Corollaire 2.27 (Théoréme des gendarmes). Considérons trois suites (u,), (v,) et (wy,)
vérifiant a partir d’uun certain rang
Up < Uy < Wy

Si les suites (vy,) et (wy,) convergent vers la méme limite I, alors (u,,) est convergente et lim wu, =
n—+oo
l.
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Démonstration. Soit £ > 0. Il existe (ny,ny) € (N*)? tel que
(n>ny = v, — 1| <e) et (n>ny = |w, — 1] <¢)
Par ailleurs il existe n3 € N* tel que :
(n>n3 = v, < u, <wy,.)
Donc si n > ng = max(nj, ny,ng) on a :
l—e<v, <u, <w, <l+e.

On déduit que |u, —I| < € a partir du rang ng. Ce qui prouve que la suite (u,,) converge vers [. [

cos(3n? — 1
Exemple 2.28. Prouver que la suite (u,) de terme général u,, = Q converge vers (.
n
Proposition 2.29. Soit (u,), une suite de réels strictement positifs.

1. Si (up)n tend vers +oo alors la suite (t)n tend vers 0.

2. 81 (up)n tend vers 0 alors la suite (i)” tend vers co.

Démonstration. e Fixons € > 0, il existe ny € N tel que (n > ng = u, > %), c’est-a-dire
0< ui < e. Ce qui prouve que ui tend vers 0.

e Fixons maintenant A > 0 il existe ng € N tel que (n > ng = 0 < u,, < ). Donc u, > A &
partir du rang ng pour tout A > 0, ce qui prouve que (uy,), tend vers +oo.
]

2.5.1 Opérations sur les suites
Théoréme 2.30. Soient (a,)nen €t (bp)nen deux suites de nombres réels convergeant respective-
ment vers les nombres a et b ; soit X € R. Alors on a :

1. La suite (a, + by)nen converge vers a + b.

2. La suite (Aap)nen converge vers A\a.

3. La suite (ay,.by)nen converge vers a.b.

1

4. Sia#0, la suite (%)neN est bien définie pour n grand et converge vers .

Démonstration. 1. Soit & > 0, il existe (n1,n2) € N? tel que (n > ny => |a, — a| < 3¢) et
(n > ny = |b, — b| < 3¢). On en déduit que pour n > ng = max(ny,n2) on a :

1 1
n—al < = t |b, — b] < =¢).
|an —af < 5e) et | | <39
En utilisant I'inégalité triangulaire on a :

1 1
|(an+by)—(a+b)| = |(an—a)+ (b, —b)| < |an—a|+]b,—b| < setge=e  pourn > ng.

Ceci prouve que (a, + by,), tends vers a + b.

2. Pour € > 0 il existe ng € N tel que (n > ng = |a, —a| < ﬁ) On a donc
[Ale
Ve > 0,3ng € N, (n > ng = |Aa, — Aa| = |\||a, —a] < TN <e)
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3. Faisons remarquer que a,b,, = b,(a, —a)+ab,, ; comme (a, —a) tend vers 0 et b, est bornée,
on déduit que b,(a, — a) tend vers 0. De plus ab,, tend vers ab et par conséquent a,b, tend
vers ab.

4. Montrons que si (a,), converge vers a # 0, alors la suite ((%)n est bien définie et converge

n

vers 1.
Soit € = f|a| > 0; comme a,, — a alors il existe n; € N tel que (n > ny) = |a, —al < $lal.
Par ailleurs

1
||an‘_|a”§|an_a|<§|a|7 pournan
donc

1 1
lan| > |a| — §|a| = §|a] > 0 pour n > ny

et la suite (i)n est bien définie.
On va maintenant établir la convergence de cette suite. On a

1 1 la, — al
a, a|  apa
et pour € > 0 il existe ng € N tel que
2e
VneN, (n>ny=la,—al < W)
a
Donc on a :
1 1, lay,—a|l 2¢ |af?
n ) (n - max(no,nl) ’an CL| a,a |CL’2 92 €)

O]
Théoreme 2.31. .

1. Toute suite (u,) de nombres réels croissante et majorée est convergente et converge vers
| =sup{u,, ne€l}.

2. Toute suite (u,) de nombres réels décroissante et minorée est convergente et converge vers
' =inf{u,, nel}.

3. Toute suite (u,) de nombres réels qui est croissante et non majorée tend vers +oo.

4. Toute suite (u,) de réels qui est décroissante et non minorée tend vers —oo.

Démonstration. .

1. Soit (uy)ner une suite croissante et majorée par un réel M. Alors I'ensemble {u,;n € I}
est une partie non vide de R qui est majorée par M. Cet ensemble admet donc une borne
supérieure que l'on note [. On a, en utilisant la caractérisation de la borne supérieure :

Ve>0, AN eN; [—e<u, <.

Ce qui implique :
Ve>0,AN €N; [ —e<u, <l+e,

ou bien
Ve>0, INeNtelque n>N= |u,—[|<e.

Ce qui justifie la convergence de la suite (u,) vers le réel .
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2. La deuxieme partie du théoreme s’obtient en appliquant la premiere partie du théoreme a
la suite (—uy,).

3. Soit (uy)ner une suite croissante et non majorée. La non majoration de (u,)ner se traduit
par :
VM eRY, 3dngeN; wu,, > M.

La suite étant croissante, pour tout entier naturel n tel que n > ng, on a :
Uy, > Up, > M.

Ainsi on a :
VM e R, 3ngeNtelque (n>ng) = (u,>M).

Ce qui traduit que la suite (u,) tend vers +oo.

4. La derniere partie du théoreme s’obtient en appliquant la troisieme partie du théoreme a la
suite (—uy,).

]

Exemple 2.32. Considérons la suite (u,)nen+ de terme général

1
tn
un:/ dt.
o L+t

Prouver que la suite (u,) est convergente.

2.6 Suites extraites

Définition 2.33. Une suite réelle (v,) est une suite extraite (aussi appelée sous-suite) de la
suite numérique (uy,) lorsqu’il existe une application strictement croissante ¢ : N — N (appelée
application extractive) telle que v, = Ug(y).

Rappelons que si f: N — N est une application strictement croissante alors on a :
VneN, f(n)>n.

Exemple 2.34. 1. Prenons la suite définie par u, = (—1)", Uapplication ¢ : n +— 2n donne la
sous-suite v, = Ugy, = (—1)2" = 1. De méme lapplication ¢ : n +— 2n+1 donne la sous-suite
tn = Ugn+1 — (_1>2n+1 =—1.

2mn

2. Soit (u,) la suite définie par u, = sin(55*). Elle est périodique de période T = 17. L appli-

cation ¢ : n — 1Tn donne la sous-suite v, = uyy, = sin(2wn) = 0. De méme ’application

¢ :n— 17Tn+ 1 donnne la sous-suite w, = U1 = sin(?—;r).

Théoréeme 2.35. Soit (ay)ner une suite numérique. Pour que (an)ner soit convergente et converge
vers un réel 1 il faut et il suffit que toutes les suites extraites de la suite (a,)ner convergent vers
la méme limite [.

Démonstration. Supposons que toutes les sous-suites de la suite (u,)ne; converge vers la méme
limite . En particulier pour ¢(n) = n la suite (u,(n)) est une sous-suite de la suite (uy,)ner, elle
converge donc vers [.
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Réciproquement soit (uy,),ec; une suite convergeant vers un nombre réel [. Et considérons la
suite v, = u,m) oll ¢ est une application extractive. Prouvons que la suite (v,) converge aussi
vers .

Soit alors € > 0; Il existe ng € N tel que pour tout entier naturel n tel que n > ng, on ait
|un, — I| < e. Puisque ¢ est strictement croissante et que n > ng, on a

p(n) = ¢(no) > no.

Cela implique que
|u¢,(n) — l| S €.
D’ou la preuve O

Remarque 2.36. On utilise souvent ce résultat pour montrer qu’une suite diverge : si l’on trouve
deur sous-suites de la méme suite (u —n) qui tendent vers deux limites distinctes, alors la suite
(uy,) est divergente.

1
Exemple 2.37. Montrer que, en utilisant le fait que lirf — =0 quel'on a :
n——+oo 1

, 1
lim — =0
n—-+4o0o n3
Exemple 2.38. 1. Montrer que la suite de terme général u, = (—1)" est divergente.
2. Montrer que la suite de terme général v, = Sin(21”—7") est divergente.

Théoréme 2.39. Une suite (u,) est convergente si et seulement si les suites extraites (us,) et
(ugns1) convergent vers une méme limite.

Définition 2.40. On appelle valeur d’adhérence d’une suite (uy), tout nombre réel x qui est limite
d’une suite extraite de (uy).

Exemple 2.41. Quelles sont les valeurs d’adhérence de la suite de terme général u, = (—1)" %

Proposition 2.42. Une suite réelle est convergente si et seulement si elle admet une et une seule
valeur d’adhérence.

2.6.1 Suites adjacentes
Définition

Soit (tun)nen €t (Up)nen deux suites numériques. On dit qu’elles sont adjacentes si : l'une est
croissante et l'autre est décroisante; leur différence converge vers 0.

Théoreme 2.43. Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.

Démonstration. Soit (uy,)nen €t (vy)nen deux suites adjacentes. On suppose que (U, )pen €St crois-
sante et que (v, )nen est décroissante et que liril (up, — v,) = 0. Posons t, = v, — u,; la suite
n——+0oo

(tn)nen est décroissante et converge vers 0. On déduit que pour tout n € N ¢, > 0, c’est-a-dire
uy < uy < v, < 0. Alnsi la suite (uy,),en est croissante et majorée par ug; elle est donc conver-
gente. De méme (v, ),en est décroissante et minorée par vy, elle cpnverge donc. Par ailleurs comme

lim (u, —v,) =0, on déduit que lim u, = lim wv,. O
n—4o0o n—-4o00 n—4o0o
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Exemples

1. Montrons que les suites (uy,) et (v,) définies pour n € N* par

"1 N 1
Up = E T Up = Up —_—
| |
—~ k! nn!
sont adjacentes.
1 . .
® Uy — Uy = Zio % — > o % = m > 0 donc (uy,) est strictement croissante.

® Uy — Uy = (Ups1 + m) — (upn — #) = WM < 0 donc (vy,) est strictement

décroisante.
e De plus v, — u, = - et lim (v, —u,) = 0. On déduit donc que (u,) et (v,) sont deuz
: n—-+00
suites adjacentes.
2n

1 1

2. u, = et v, = —. On va montrer que ces deux suites sont adjacentes. On a :

n ; — kZ p q j
— =n

Upt1 — Uy = —_— —
1 Zn+l+k n+k

1 1 1 1 1
= ( + bt — 4 - )

n+2 n+3 2n 2n+1 2n+2
1 1 1 1 1
_(n+1+n+2+"'+2n—2+2n—1+%)
1 1
B 2n+1+2n+2>0
De méme
2 | 2y
Upyl — Uy = - — -
" k=n+1 =k
(1 1 1 1 1
B (n+1+n+2+"'+%+2n+1+2n+2)
1 1 1 1 1
_(E+n+1+”'+2n—2+2n—1+%>
1 1 1
T outl iz 7
B —3n—2
B 2n(n~|—1)(2n+1)<0'
De plus
lim (v, —u,) = lim l:0.
n—-4o00 n—+oo N

On déduit alors que ces deux suites sont adjacentes.

En utilisant le graphique de la fonction x — % sur lintervalle [n,2n] et la méthode des

rectangles pour calculer ’aire du domaine plan limité par la cpurbe de cette fonction, ’axe
des abscisses, les droites d’équations v = n et x = 2n, on déduit graphiquement que :

VneN, wu,<In2<uwv,
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et par conséquent lim wu, = lim v, =1n2.
n——+0o0o n—-+o0o

3. Soient ug et vy deuz réels tels que vy > ug > 0. On définit les suites (up)nen €t (Vp)nen par :

Uy + Uy,

2

Vérifier ces deux suites sont adjacentes. On pourra établir que :

Un4+1 = A/ UpUp, Un41 =

Up — Up
Vn €N, Upg1 — Upg1 < 5
2.6.2 Exercices
1. Soit 0 < a < b et les suites (uy) et (v,) définies par :
Up + Up,
up=a, Vo=0b, Upy1 = 5 Untl = VUnpiUn.

Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers une limite commune et exprimer cette
limite a l'aide de l'unique réel o €]0, [ tel que cosa = §.

2. Montrer que les suites :

n—1
1 1
Sp=1+ k§:1 Bl IE =St g

sont adjacentes.

3. On pose u,, = i (1"
. ' =k
que la suite (u,,) est convergente.

. Montrer que les suites (ugy,) et (usny1) sont adjacentes. En déduire

Plus généralement, soit (v,) une suite de réels strictement positifs, décroissante et conver-
n

geant vers 0. Démontrer que la suite u, = Z(—l)kvk converge.
k=0

Théoréme 2.44 (Théoréme des segments emboités). Soit I, = [a,, b,| une suite de segments
emboités, c’est-a-dire I,.1 C I,,. Si liT (by, — an) = 0 alors Nyenl, est un singleton.
n—-+0oo
Démonstration. Puisque I, C I, alors on a, pour tout n € N, a, < a,41 < byy1 < b,. Ainsi les
suites (ay,) et (b,) sont respectivement croissante et décroissante. Comme par hypothese hI}_l (b, —
n—-+0oo

a,) = 0, alors les suites (a,) et (b,) sont adjacentes. Elles convergent vers un méme réel [. Par
ailleurs pour tout n € N, on a : a, <1 <b, donc | € Nyenl,. Si !’ est un autre élément de cette
intersection alors pour tout n € N, a,, < 1" < b,, et par conséquent |l —'| < b, — a,. Par passage
a la limite, on déduit que [ = [’ et ainsi N,en/, ne contient que le seul élément [. O

Théoreme 2.45 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée de nombres réels on
peut extraire une suite convergente dans R.

Démonstration. Soit (x,) une suite réelle bornée. Donc il existe une constante M > 0 telle que
pour tout n € N, |z,| < M. On pose a; = —M et by = M et alors on a :

VTLEN, algxngbl.
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Soit ¢ = ‘“;bl. Les sous-intervalles [a1, ¢1] et [¢1, by] sont d’amplitude bl;‘“ et I'un d’eux contient

une infinité de termes de la suite (x,,). Soit [as, bs] cet sous-intervalle qui contient une infinité de
termes de la suite, i.e [ag, ba] = [a1, ¢1] ou [ag, bo] = [c1, b1]. Dans tous les cas on a [ag, bs] C [ay, by].
On pose alors ¢; = 242 [ay, ¢5] ou [ca, by] contient une infinité de termes de la suite (z,) et
chacun d’eux a une longueur de bQ_T“Q = 1’12_—2‘“ Soit [ag, bs] cet intervalle contenant une infinité de
termes de la suite (z,,) ( [as, bs] = [ag, c2] ou [as, bs] = [c2, ba]) ; [as, bs] C [ag, ba] C [a1,b1]. On itere
ce processus et on suppose que [ag, by C [ag_1,bk_1] avec [ay, bg] contenant une infinité de termes
de la suite (x,). Soit ¢ = @, alors [ag, cx] et [cx, by] sont de longueur b’“_T“k et soit [agy1, bgi1]

celui qui contient une infinité de termes de la suite (x,), c’-est-a-dire ([ary1,bpr1] = [ag, ck] ou
bjos1— - ; - -

[ak41, brga] = [c, by]). On a EHZZEL — i £ et on montre par récurrence que b’“T“’“ = bgk,“f. On

a ainsi construire une suite (I, = [a,,b — n]), d’intervalles emboités d’amplitude %=9* qui tend

vers 0, telle que chaque I,, = [ay,b,] contient une infinité de termes de la suite (z,). D’apres le
théoreme des segments emboités , 'intersection des intervalles I,, est le segment {/}. Dans chaque
I, il y a une infinité de termes de la suite.

Construisons une sous-suite de la suite (x,) qui converge vers [. soit k; € N* tel que zy, €
{zn}n Clai,b1]. On prend ko > ky tel que xy, € [ag, by]. De proche en proche on prend k,, > k,_;
tel que xg, € [an,b,]. Montrons que la suite (xy,) converge vers [. Pour tout n € N on a :
a, < leqry, <b,eta, <I1l<Db,donca, —b, <z, —1<b, — a,, cest-a-dire

bl—al
|xkn _l| < bn_a'n: on—1

ce qui permet de conclure de (zy, ) converge vers [ O

2.6.3 Limite inférieure-Limite supérieure

Définition et Théoréme

Soit (u,) une suite réelle et bornée. On désigne par A 'ensemble des valeurs d’adhérence de
(un). Alors A est borné et contient inf A et sup A. Par définition sup A est la limite supérieure de
la suite (uy) et inf A est la limit inférieure de la suite (u,). On note :

supA = lim supz,( ou lim u,)= lim (inf u,) = sup(inf u,,)
n——+oo n—+o00 p——+00 n>p P n>p

inf A= lim infz,( ou lim w,)= lim (supu,) = inf(supu,)
n—+00 N— 400 p—=+00 n>p P n>p
e La suite (v,) définie par v, = inf u,, est croissante donc elle converge dans R de limite [,
n2p
avec
= lim v,= lim (infu,)= lim wu, = sup(inf u,)
p——+00 p—+00 n>p n——+o0 p N3P

e De méme la suite (w,) définie par w, = supu,, est décroissante donc elle converge dans R

nzp
de limite ', avec
I'= lim w,= lim supu, = lim wu, = inf(supu,)
p——+00 p——+o00 n>p n——+0o00o P n>p

Proposition 2.46. Les limites inférieure et supérieure vérifient les propriétés suivantes

o limu, <limu, et il y a égalité si seulement si la suite (u,) converge.
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o limu, et limu, sont respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs d’adhérence
de la suite (uy,).

En particulier , si A est l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,) alors

(a) A C [limu,, limu,)].

(b) 1l existe une suite extraite (v, = Upm)) (respectivement wy, = wym) de la suite (u,) qui
converge vers limu,, (respectivement vers lim u,, ).

Remarque 2.47 (Autre preuve du Théoréme de Bolzano-Weierstrass). Soit (u,,) une suite réelle
bornée. Posons v, = inf,,>, wy, ; alors la suite (vy,) est une suite croissante (car si pour n fixé,
Uensemble A, = {m € N, m > n} est tel que A,y1 C A,). De plus on a : v, < u,, Vn € N.
Comme (uy,) est bornée, on déduit que (v,,) est majorée et par conséquent (v,) est convergente.

Proposition 2.48. Soit I un intervalle non vide de R. On suppose que f: I — R est continue
sur I et on considere la suite (u,) définie par :

Up el
Un+1 = f(un)a Vn € N.
Si la suite (uy,) converge vers I, alors f(l) = L.

Exemple 2.49. Etudions la suite définie par :

Ug > —%
Upr1 =  V2u,+3, VnelN

La fonction f: x> \/2x + 3 est définie et continue et croissante sur [—%, +oo[. Donc une limite
éventuelle | de la suite (uy,) est telle que | = /2l + 3, c’est-a-dire | = 3.
Uy =/ 2U0 —f‘ 3

o 5i —% < wug < 3, alors la suite (uy,) est croissante. En effet, montrons d’abord, par récurrence,
que la suite (u,) est majorée par 3.

Par ailleurs on a :

—g <up <3 = 0<u; = f(uy) < f(3) =3( car f est croissante sur [—g,—i-oo[)
U1<3 =4 UQ:f(U1)<f(3):3

U1 <3 = u,= f(u,—1) < f(3)=3
Donc (uy,,) est magjorée par 3. Par ailleurs

Upgl — Up = 2Up + 3 — Uy
2u, +3—u2
V2u, + 3 + u,
(un = 3)(un +1) S
V2Up + 3+ Uy,

(u,) est croissante et magjorée. Par conséquent (u,) est convergente et converge vers | =

F(l) = 3.
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e De méme si uy > 3, alors la suite (u,) est décroissante. On montre d’abord que (u,) est
minorée par 3.

up >3 = wuy = f(ug) > f(3) = 3( car f est croissante sur [—g, +ool)
U >3 = uzzf(u1)>f(3):3

Up—1 >3 = Uy = f(up,—1) > f(3)=3
Donc (uy,) est minorée par 3. Par ailleurs

Upt1l — Uy = 2U, +3 — u,
2u, +3—u?
V2u, + 3+ uy,
(U, — 3)(uy + 1) <0
V2u, + 3+ u,

La suite (u,) est donc minorée et décroissante, par conséquent elle est convergente et
converge vers | = f(l) = 3.

e Siug =3, la suite (u,) est constante et égale a 3.

Proposition 2.50. Soit
R\{-4} — R
; ar +b

x
cr +d

(ad —be #0)
On considére la suite numérique (u,) définie par

Uy € R\{—%

Unp41 = h(un)

1. Si l’équation h(x) = x admet deuz solutions distinctes « et [3, alors il existe un réel ky € R

tel que :
yzh(x)(z)y_ﬁz (x_ﬁ)kl
Yy — « T—a«

= 1-
Uy — Uy — &

2. Si léquation h(x) = x admet une solution unique A alors il existe ky € R tel que :

1 1

et alors

et alors
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Démonstration. e Supposons que I'équation h(x) = x admette deux solutions distinctes « et

2

B. Alors on a : b — da = ca? — aa et b — df3 = ¢8> — af3. Dans ce cas on a :

_ar+b
yoa = cx—i—d_a
_ar+b—acr—ad
a cx +d
_ax — acx + co’ — aw
N cr+d
 (a—ca)(r —a)
B cx +d
De méme on a : ( 8)( 8)
a—cpB)(x—
y-h= cr+d

On déduit donc que

y:h(x)<:>y_ﬂz(x_ﬁ> Xa—cﬁ

y— T —« a—co
En prenant x = u, et y = h(u,) = u,11, on déduit que

oo (120

Upt1 — Q Uy — Q0

= 1
Uy — Uy —

a—cf

a—ca

) , avec k; =

On conclut par itération que

e Supposons que 1'équation h(x) = z admette une solution unique A. Alors on a :

a—d

N 4+d\=a\+bet A=
2c

Par ailleurs on a :

a:z;—i—b_)\ (@ —cA)(z—N)

A= —
Y cr+d cr+d
et par conséquent
I cx+d _cr—=A)+ecA+d
y—A (a—cN(xz—X)  (a—c\(z—N)

_d
De Uégalité A = =

on déduit que cA +d = a — c\ et alors
c

I clzr=AN+a—-ch 1 L
y—XA  (a—c\(z—A) x—-X a—c\

En prenant x = u, et y = h(u,) = up11, on déduit que

1 1 c

Upt1 — A un—)\+a—c)\
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et par itération on a :

1 B 1 n c
Up — N Uy — A a—cx) "

c 2¢ a—d

Ici ky = =
2 a—ch a+d 2¢

Corollaire 2.51. Soit

R\(-4} — R
: ar +b
cr +d

(ad —bc #0)
On considére la suite numérique (u,) définie par
Uy € R\{—g

Up1 = h(un)

1. On suppose que l'équation h(x) = = admet deux solutions distinctes o et B et on pose
a—cf
k=

a—ca’
(a) Si|k| > 1, nl_1)rfooun = «, a moins que ug = f3.

(b) Si|k| <1, alors lim w, = B, a moins que uy = «.
n——+0o00

(c) Si|k| =1, la suite (u,) n'admet pas de limite.

—d
2. On suppose que l’équation h(x) = x admet une solution unique A alors lirJlrn Uy = A= a4 5
n—-+0o C
Exemple 2.52. Etudier la suite définie par :
ug # %
Unt1 = 350
2.6.4 Suite de Cauchy
Définition 2.53. La suite (u,) est une suite de cauchy dans R si elle vérifie la condition :
Ve > 0,3N €N tel que V(m,n) EN? (m > N et n > N) = |u, — un| < e
1
Exemple 2.54. 1. Prouver que la suite de terme général u, = — est une suite de cauchy.
n
. V1 = 1
2. Soit { Un+1 = %(Un + %)7 n>1

Vérifier que (v,) est une suite de Cauchy.
Proposition 2.55. Toute suite réelle de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit (u,) une suite numérique. On suppose que (u,,) est de Cauchy. Alors il existe
Ny € N* tel que :

Vn > Ny, [u, — uny41] < 1(icion aprise =1,p=n,q= Ny + 1)
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De plus on a :
[un] = |tun — ungr1 + ungr1| < |un — ungr1| + [ung1] < 1+ |ung41],  pour tout n > Ny.
Soit M = max{|uo|, [u1l, [ual, -, |ung |, [ungs1|, 1 + |ung 11|}, alors on a
VneN, |u,| <M
donc (u,,) est bornée. O

Proposition 2.56. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Démonstration. Soit (u,) une suite telle que lim u, =1 € R.
n—+00

up — gl = [(up — 1) — (ug — 1)| < |up — 1| + ug —1].

Comme (u,) converge vers [ alors on a :

£ £
Ve > 0,3ng € N*\(p > no,q > no) = |u, — | < 3 et Ju, — ] < 7
Ainsi .
Ve > 0,3ny € N*"\(p > ng,q > no) = |u, —uy| < §+§ =g,
et par conséquent (u,) est une suite de Cauchy. O

Théoreme 2.57. Une suite réelle est de Cauchy si et seulement si elle est convergente. On dit
donc que R est complet.

Démonstration. Soit (x,,) une suite de Cauchy dans R. Alors (z,,) est bornée et d’apres le théoréme
de Bolzano-Weirstrass, il existe une sous-suite (2j(,)) qui converge vers x. Nous allons montrer

que lim =z, = z.
n——+o0o

Comme x(,) — @ alors on a :
Ve > 0,dN; € N* tel que n > Ny = |zp(n) — 2| < g
Par ailleurs (z,) étant de Cauchy, alors il existe Ny € N* tel que
n > Ny = |1, — Tp(n)| < % car k(n) > n > Ns.

De plus
On prend donc Ny = max Ny, N, et on a :

Ve > 0,dNy € N \(n > Ny) = |z, — x| < ¢

et par suite on déduit que (x,) converge vers z. ]

3

Exemple 2.58. Considérons la suite de terme général S, = . Prouver qu’elle n’est pas de

| =

k=1
Cauchy et en déduire sa nature.

Remarque 2.59. Attention : le fait que |u,1 — uy| tende vers 0 ne suffit pas pour conclure que
la suite (u,) est de Cauchy (exemple précédent).
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2.7 Comparaison des suites

2.7.1 Suite dominée par une autre

Définition 2.60. Soit (u,) une suite de nombres réels non nuls. On dit que la suite (v,) est
Un .

dominée par la suite (u,) lorsque la suite quotient (—) est bornée. On note

v, = O(uy,), lire v, est un grand o de u,.

Exemple 2.61. Montrer que nsinn = O(n).

2.7.2 Suite négligeable devant une autre
Définition 2.62. Soit (u,) une suite de nombres réels non nuls. On dit que la suite (v,) est

Up,
négligeable devant la suite (uy,) lorsque la suite quotient (—> converge vers 0. On note

U = o(uy,), lire v, est un petit o de u,.

C’est-a-dire :
Un

Ve > 0,3ny € N;Vn € N, (n > ny) = ”

<e.

Exemple 2.63. Montrer que nsinn = o(n?).

2.7.3 Suites équivalentes

oy . L . . (%
Définition 2.64. Deuz suites (u,) et (v,) sont équivalentes lorsque la suite quotient (—n)
n
converge vers 1. On note

(vn) ~ (uy), lire (v,( est équivalent a (uy,).

C’est-a-dire :

Ve > 0,3dng € N;Vn € N, (n > ng) =

Exemple 2.65. Montrer que vVn? + 3 ~ n.
Proposition 2.66. Soit (u,) une suite de nombres réels non nuls et (v,) une suite réelle quel-
conque. On a les équivalences suivantes :

1. vy ~ Uy <= vy, — Uy = 0(Uy).

2. Si la suite (uy,) est équivalente a la suite (vy,) alors la suite (v,) est équivalente a la suite

Démonstration. Triviale. O

Proposition 2.67. .

1. Si v, ~ u, alors, pour toute suite de nombres réels non nuls (wy,), on a : VW, ~ UyWy,.

: . : : : a a
2. Si(a,), (u,) et (v,) sont non nulles a partir d’un certain rang et si v, ~ u, alors — ~ —.
un /I‘)n
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. Un U,
3. Siv, ~u, et w, ~t, alors — ~ —.
Wy ty

4. La relation ~ est une relation d’équivalence dans l’ensemble de toutes les suites de nombres
réels non nuls.

5. L’équivalence des suites n’est pas compatibles avec l’addition.
Exemple 2.68. n+1~n—1 et —n ~ —n mais 1 n’est pas équivalent a —1.
Proposition 2.69. Soit (u,) une suite et A € [0,1]. Si a partir d’un certain rang N on a :
[uns1] < AMug|, VYn >N (2.7.1)
alors (uy,) tend vers 0.
Démonstration. En itérant k fois I'inégalité (2.7.1), on obtient
lunsk] < Munip—1] < Nlunipa| < - < Muyl.

Par conséquent
lim |uyix] < lim )\k]uN| = ( lim )\k)]uN| =0.
o0 k—+o0 k—+oo

k—+
On déduit donc que lim uyyp =0et lim wu, =0. O
k—+o00 n—+00

Proposition 2.70. Soient (u,) et (v,) deux suites strictement positives. Soit A € [0,1[. On
suppose qu’a partir d’un certain rang N on a :

S eag-itiily (2.7.2)

Unp Un

Alors (uy) est négligeable devant (v,,).

Proposition 2.71. On considere les suites
1. Pour n > 2, soit u, = (Inn)?, avec 8 > 0.
2. Pourn > 1, soit v, = n®, avec a > 0.
3. Pour n > 0, soit w, = a", avec a > 1.
4. Pour n >0, on pose z, = nl.
Alors u, = o(v,), v, = o(w,) et w, = o(z,).
Démonstration. .
1. Montrons d’abord que v, = o(w,). Un calcul simple montre que

Un 1 “ Wn,
+1:(1+—> et +1:a>1.
Up, n Wy,

- . . v , . a+1
En utilisant le fait que la suite ( "H) est décroissante, et puisque 1 < — < a et
Un
. v o : v a+1 a+1
lim — = 1, il existe N tel que si n > N alors ntl < . En prenant \ = on
n—+oo U, Un, 2 2a
a:
v a+1 w
Ae[0,1] et =< = da = A\
Up, 2 Wy,

Les conditions de la proposition ci-dessus sont satisfaites et il vient que v, = o(wy,).
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Inn)?
2. Montrons que u,, = o(v,). Il suffit de prouver que lirf (Inn) =0.0na:
n—+oo N
(Inn)® 1 (In(n?)\’ a
= — , avecy = —.
W E
In Inn)?
Puisque lim n? =400 et lim nr_ 0, on déduit que lim (Inn) = 0.
n—4o00 z—+o00 I n—+oco N

3. Montrons que w,, = o(z,). Pour cela on a :

Wn+1 Zn+1
=g et - =n4+1.
Wy, Zn
Pour n assez grand on a
Fn+l
T —=n+1>2a.
Zn

Donc il existe un entier N tel que n > N on a :

a_wn+1<12n+1_n+1
wy, 2 2, 2

En prenant \ = % dans la proposition ci-dessus, on déduit le résultat attendu.

2.8 Exercices

2.8.1 Exercice

Démontrer, en utilisant la définition de la limite d’une suite, que
3n—1 3

1m = .
n—+oco 2N + 3 2

2.8.2 Exercice

Soit (uy,) une suite et | € R. Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.
1. Si lim |u,| = |l|, alors lim wu, =1. La réciproque est-elle vraie ? faux
n—+400o n—-+4o0o

2.8 lim u% =1, alors lim wu, = VI, faux
n—+oo n—+oo
3.8 lim Un_ _q #1, et lim wu,=10€R, alors lim u, =0. vrali

n—-4o0o un—i—l n—-+4o0o n—-+o0o

2.8.3 Exercice

Que pensez-vous de chacun des trois raisonnements suivants ?

1.1 —|—% — 1 quand k — +o0 et (1+ %)k est le produit de k facteurs (1 + %) Comme la limite

d’un produit vaut le produit des limites, on conclut que (1 + %)k — 1 quand k — +o0. faux
2. Comme lim % =0 alors lim (1 -+ %)k = lim 1*=1. faux
k——+o0 k——+o00 k——+o0

3. Pour tout k € N*, on a 1 +% > 1. Or on sait que klim r* = 400 pour tout r > 1. d’ou il
—+0o0

résulte que lim (14 1)¥ =+o0.  faux
k——+o0
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2.8.4 Exercice

1. Montrer que la suite de terme général u, = n(1 4 cos(")) est divergente.

2. Etudier la convergence des suites suivantes :

ncos( 1"
Up = Vn24+2n+2—n vn:J wn:()——i_n.

n—+1 n+1

2.8.5 Exercice
Etudier la convergence de chacune des suites définies par :
1. uy=+vn+1—+yn neN;
2. un:5—§n neN;
3. u, =7" neNy

1
4. Up = (_§)n n e N,’

1

5.t = iy 5 nEN
1

0. unzzzzlﬁ n € N* .?,'

1
7. un:ZZZIE nEN*

2.8.6 Exercice

Ftudier la convergence de chacune des suites définies par :

1. ug=0 et upy1 =+/1+u, ¥/n e N;

2
U, + —| VYn e N.

1
2. up =2 el Upy1 = =
2 U,

2.8.7 Exercice

Soit (up)nen la suite définie par ug = 10 et la relation de récurrence : pour tout m, u,.1 =

iun + 3.
(Un)nen est la suite définie par la relation : pour tout n, v, = u, — 4.

1. Démontrer que (v,)nen est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier

terme. Exprimer v, en fonction de n.
2. En déduire ’expression de u,en fonction de n.

3. Donner l’expression de
n
Sp = E Vk
k=0
et en déduire celle de

n
k=0

4. Etudier la nature de la suite définie par la relation de récurrence : ay = 10 et ap1q = %an—}- 1
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2.8.8 Exercice

Etudier les suites définies par :

1. Uy = 1, Un+1 = 11—;:%
1 2
2. up € R, upqr = 5(up + “—n), a> 0.

U

2.8.9 Exercice

Etablir la convergence de la suite u, =

n

2

k=1

1
n+k
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I  CuaprITRE Trois

Récurrences linéaires d’ordre 2

3.1 Introduction

Etant donné deux nombres réels a et b, on désire déterminer le terme général de la suite
numérique (u,)nen définie par la relation de récurrence

Upyo = Alpy1 + by, n>0 (3.1.1)

ot ug et uy sont donnés. Ce type de suite est appelé récurrence linéaire d’ordre 2.

3.2 Espace vectoriel des récurrences

Etant donnés les nombres réels a et b, on désigne par &,p = {(Un)nen ©  Unt2 = QUpi1 + buy, }
Uensemble des suites qui vérifient la relation de récurrence (3.1.1).

Proposition 3.1. L’ensemble &, est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des suites.

Démonstration. Rappelons les opérations définies sur ’espace vectoriel des suites :
1. Addition de deux suites : (u + v), := u, + v,, n € N.
2. Multiplication d’une suite par un scalaire : pour tout o € R, (au),, := au,, pour tout n € N.

3. L’ensemble &, ; est alors un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites muni de ces deux
opérations. En effet

(a) La suite nulle © € &, car 0,19 = 0 = aO,,41 + bO,, pour tout n > 0.

(b) Toute combinaison linéaire de deux suites u et v, éléments de &, ; est un élément de &, .
En effet si u,40 = aupiq + bu, et v,10 = avyq + bu, alors pour tout A, u € R :

(AU + p0)pg2 = Apyo + (Wngo
= ANaups1 + buy) + plavyq + buy,)
= a(Mny1 + popr1) + b(Au, + poy)
= a(Au+ )1 + b(Au+ )y,

Proposition 3.2. dim[&, ;] = 2

Proposition 3.3. Soient (e,)nen €t (fn)nen les suites définies par :

1. eg =1, e1 =0 et ey = ae,i1 + be, pour tout n > 0.
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2. fo=1, 1 =0 et foro = afni1 +bf, pour tout n > 0.

Ces deux suites sont indépendantes : soit A et B tels que ae, + Bf, = 0 pour tout n € N. Alors
on a pourn =0 aey+ Bfo=0etn=1ae;+pf1 =0, ce qui donne o =0 et = 0.

Montrons que ces deux suites sont génératrices de &,p. Soit (Un)nen € Eup, on cherche des
coefficients x et y tels que pour tout n € N : u, = xe, +yf,. En prenant n = 0 puis n =1 on
trouve x = ug et y = uy. Vérifier alors que les suites (un)nen de la formes u, = upe, + uy f, sont
des éléments de &qp. On a :

AUn+1 + bun = G(U0€n+1 + ul) + b(ern + ulfn)
up(aeni1 + bey) + ui(afnir +0fn)

= Uplpt2 + Ui frio

Un+-2

3.3 Résolution

Résoudre une récurrence d’ordre 2 signifie déterminer l’expression explice de la suite (uy)nen
en fonctions des nombres ug, uy,a,b et n.
Définition 3.4. L’équation caractéristique de la récurrence (3.1.1) est :

v =ar+b (3.3.1)

Dans la suite, on désignera par « et [3, les racines de (3.3.1).

3.3.1 Les racines de I’équation caractéristique sont réelles et distinctes
Dans ce cas on a :

Proposition 3.5. Les suites (uy,)nen solutions de (3.1.1) sont de la forme
Up = Aa" 4+ pf",Vn € N

avec \ et p tels que
A+ MU= Ug
Ao+ ,Ltﬁ = U
Démonstration. 1. Les deux suites (a"),en et (5")nen Vérifient la récurrence (3.1.1) (vérification
facile).
2. Elles sont indépendantes : A\a™ + 8", Vne N= A =0= pu.
3. La dimension de & étant égale a 2, on déduit que ces deux suites sont génératrices de &, .
ainsi les deux suites (a"),en et (8")nen constituent une base de &, ;. Par conséquent la suite

(tn)nen solution de (3.1.1) est une combinaison linéaire de des suites (a")nen et (8")nen-
[

3.3.2 L’équation caractéristique a une racine double

Dans ce cas a®> —4b =0 et alors a = 3 = g.

Proposition 3.6. Les solutions de (3.1.1) sont les suites (uy)nen de la forme :

U, = A + pna™,  pour tout n €N, avec AN=wuy et (A p)a=u.
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Démonstration. e La suite (na™) vérifie la relation de récurrence (3.1.1).

e Les suites (na”) et (na™) sont indépendantes puisque 'idéntité Aa™ + puna™ = 0 pour tout
2

n € N implique A = 0 pour n = 0 et (A + p)a = 0 pour n = 1. Mais puisque 0 # b = aZ’ on

déduit que o = g # 0, de sorte que u =\ = 0.
O

3.3.3 Lesracines de I’équation caractéristique sont distinctes et complexes conjuguées

On suppose que o = r +is, B =r —is avecr = pcos, s = psinf, p > 0 et 0 €]0,2x[\{r}.
Dans ce cas on le résultat suivant

Proposition 3.7. Les solutions de (3.1.1) sont les suites (un)nen de la forme
un, = p"(Acos(nb) + psin(nd))
avec A = ug et p(Acos@ + psin@) = uy.

Démonstration. 11 suffit de prouver que les suites (¢, = p" cos(nf)) et (s, = p"sin(nd)) vérifient
(3.1.1) et sont indépendantes.
Notons que, par la formule de Moivre, on a :

Cp + 18, = p"[cos(nB) + isin(nb)] = p™(cos @ + isin )",

ce qui donne

Cni2 + 1Snt2 — al(Cpyr +iSp41) — blen +isy,) =

P2 (cos 0 +isin 0)"1? — ap"t(cos § + isin )" — bp™(cos O + isin )" =

p"(cos O + isin)"[(r +is)* — a(r +is) — b] =0

Les parties réelles et imaginaires de I’expression précédente sont donc nulles :
Cnt2 — QCpy1 — bCy, = Spq0 — aSy4 — bs, =0

de sorte que (¢,)nen €t (Sn)nen vérifient la récurrence. Elles sont aussi indépendantes (vérification
facile). O
3.3.4 Applications

Déterminer les suites (Un)nen, (Un)nen €t (Wn)nen telles que

Upg = 0, Uy = 1
: ) = 4v,1—4v n > 0 w = —Wpt1—W n>0
{ Upto = Uni + Up, n Z 0 3 n+2 n+1 n = Y, n+2 n+1 ns =

3.4 Récurrences linéaires et calcul matriciel

Une récurrence linéaire d’ordre 2
Upy2 = QUp11 + buy,

possede une €Ecriture matricielle de la forme :

Un+1 _ 0 1 Un,
Un+2 N a b Un+1
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c’est-a-dire
01 U
Un+1 U, avec ( 0 b ) et U, ( .
Par analogie avec les suites géométriques, on montre que
U, = A"U, (3.4.1)

et la question est maintenant de calculer la matrice A™ pour tout n € N.
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I CuoapriTRE QuaTrE I

Fonctions numériques d’une variable
réelle

4.1 Généralités

Définition 4.1. On appelle fonction numérique a variable réelle, toute fonction a valeurs dans R
et définie sur une partie E& de R.

Se donner une telle fonction f, c’est se donner une partie E de R et un procédé associant a
chaque © € E, un réel y (noté f(x)) bien déterminé.

Exemple 4.2. Considérons la fonction f définie par :

fr R — R
r — f(x)=|z+3]-2|-z+1]+3x"

Ecrire f(x) sans le symbole valeur absolue puis construire la fonction f dans un repére orthogonal.

4.1.1 Propriétés globales d’une fonction

Une fonction f définie sur D C R est dite :
1. croissante si

V(z,y) € D, (x <y) = f(x) < f(y).
2. décroissante si

V(z,y) € D, (x <y) = f(x) > f(y).

3. strictement croissante Si

V(z,y) € D*, (z <y) = f(z) < f(y)-
4. strictement décroissante si

V(z,y) € D%, (x <y) = f(x) > f(y)-

5. monotone si f est croissante ou bien décroissante.
6. strictement monotone si f est strictement croissante ou bien strictement décroissante.

7. majorée si

dM e R;Vz € D, f(z) < M.
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8. minorée
dm e R;Vz € D, f(z) > m.

9. bornée si f est a la fois majorée et minorée.

10. paire si

Vee D,—x €D et f(—z) = f(x).

11. 1mpaire st
Vee D,—x €D et f(—x) = —f(z).

12. périodique, si il existe T' € R tel que
Vee Dye+T eD et f(x+T)= f(x).
13. lipschitzienne, si il existe k € R tel que

V(z,y) € D* [ f(x) — f(y)| < klz —y.
On dit que f est lipschitzienne de rapport k.

Exemple 4.3. Montrer que la fonction partie entiere est croissante sur R.

4.1.2 Propriétés locales d’une fonction

Définition 4.4. Soit a € R ; on dit d’une fonction f posséde une certaine propriété au voisinage
de a, s’il existe un intervalle ouvert I centré en a tel que f posséde cette propriété sur ’ensemble
I'NDy.

Exemple 4.5. Montrer que

1 )
r —— — +snx
x

est bornée au voisinage de +00.

4.1.3 Opérations sur les fonctions

Soit D C R tel que D # (). On notera RP I’ensemble des applications définies de D dans R.
On définit sur RP :

1. une addition
+ : RPxRP — RP

(f.9) — [+yg
ou
f+9g : R — R
v — (f+9)@)=flz)+g(x)
2. une multiplication interne
x : RPxRP — RP
(f.9)  +— fg

R

fg : R —
z — (f9)(z) = (f(z)) x (9(x)).
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3. une multiplication externe
x : RxRP — RP

ol
af R
T

4. une relation d’ordre
f<g<=VxeD,f(z)<gx).

Cet ordre est partiel.

o
K
~—
8
N—
N—

5. sup(f,g) définie pour tout x € D par sup(f,g)(z) = max(f(z
6. inf(f,g) définie pour tout x € D par inf(f, g)(x) = min(f(x), g(z)).

4.2 Notion de limite d’une fonction

4.2.1 Limite d’une fonction en un point

Définition 4.6. Soit I un intervalle ouvert de R, a € I et f une définie sur I sauf peut-étre en
a. On dit que f admet une finie | en a s’il existe une fonction f prolongeant f par continuité en
a. On a donc :

lim f(z) = f(a) = 1.

r—ra
c’est-a-dire :
Ve > 0,3a > 0; Ve € D, |z| <a = |f(z) — f(a)|] <e.

Si la fonction f est définie au point a, f est continue en a équivaut a f admet une limite en a et
on a

lim f(x) = f(a).

r—ra

Si f n'est pas définie en a, il existe donc un nombre réel l tel que f est définie par :

]g(l_):{f(iﬂ) si x € D\{a}

) si r=a

D’une maniere générale on dit que f admet | € R comme limite quand x tend vers a (a
pouvant ne pas étre dans le domaine de définition de f) si :

Ve,In=n(e)/Vex € DO < |z —a| <n) = |f(x) = | <e.

Définition 4.7 (Limite a droite et limite a gauche). Supposons que f soit définie a droite de c.
On dit que la fonction f admet une limite | a droite en ¢ si et seulement si

Ve>0,9n>0,Vre D,0<xz—c<n=|f(z)—1 <e).
On écrira alors lim flz) =1
On définit de maniére analogue la limite a gauche.

Remarque 4.8. La notion de limite de f(x) quand x tend vers c est une notion locale dans le
sens qu’elle ne dépend que des valeurs de f au voisinage du point c.
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Exemple 4.9. La fonction f(x) = E(x) admet en tout point une limite a droite et une limite a
gauche avec
lim E(z) =c>c—1= lim E(x).

z—sct T—c™

Théoreme 4.10. Si f admet une limite en un point a, cette limite est unique.
Calculer la limite au point 2 de la fonction f définie par :

fr R — R
=32 +r+1 .
r—1

T

Proposition 4.11. Une fonction f admet une limite en un point a si et seulement si elle admet
une limite a gauche en a, une limite a droite en a et

lim  f(zx)= lm  f(x).

T — a r — a
r < a r > a

Exemple 4.12. Etudier la limite en 0 de la fonction [ définie par :

fr R — R
r — E(z%) -

4.2.2 Limite infinie en un point

Définition 4.13. Soit I un intervalle ouvert de R, a € I et f une définie sur I sauf en a.
1. On dit qu’une fonction f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a si

VB > 0,3a > 0 tels que Vx € D, |z —a| < a = f(x) > B.

On note
lim f(z) = +o0.

T—a

2. On dit que f(z) tend vers —oo lorsque x tend vers a si —f(x) tend vers +oo lorsque x tend
vers a. On note

lim f(z) = —o0.

r—a

4.2.3 Limite finie a ’infini

Définition 4.14. 1. Soit f une définie au voisinage de +00. On dit qu’une fonction f(x) tend
vers | lorsque x tend vers 400 si

Ve >0,3A > 0 tels que Ve € D,z > A= |f(z) — | <e.

On note
lim f(z)=1I.

T—+00

2. Soit f une définie au voisinage de —oo. On dit qu’une fonction f(x) tend vers l lorsque x
tend vers —oo si

Ve > 0,3A > 0 tels que Ve € D,z < —A = |f(z) — | < e
On note

lim f(z)=1.

T—r—00
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4.2.4 Limite infinie a ’infini

Définition 4.15. 1. Soit f une définie au voisinage de +o0o. On dit qu’une fonction f(x) tend
vers +00 lorsque x tend vers 400 si

VB > 0,3A > 0 tels que Vo € D,z > A = f(z) > B.

On note
lim f(z) = +4oc.

T—+400
2. Soit f une définie au voisinage de +00. On dit qu’une fonction f(x) tend vers —oo lorsque
x tend vers 400 si

VB > 0,3A > 0 tels que Vx € D,x > A = f(x) < —B.

On note

3. Soit f une définie au voisinage de —oo. On dit qu’une fonction f(x) tend vers +o00 lorsque
x tend vers —oo si

VB > 0,3A > 0 tels que Vo € D,z < —A = f(z) > B.

On note
lim f(x) = +oc.

T——00
4. Soit f une définie au voisinage de —oo. On dit qu’une fonction f(x) tend vers —oo lorsque
x tend vers —oo Si

VB > 0,3A > 0 tels que Vo € D,z < —A = f(z) < —B.

On note
lim f(x) = —oc.

T—r—00

Proposition 4.16. Soit f : D — R et ¢,[,I' € R. Supposons que f est définie a coté de ¢ si
c € R ou dans un voisinage de oo si ¢ = +00.

1. Unicité : Si [ admet | et I' pour limites en ¢, alors | =1'.
2. Une fonction admet une limite a droite et une limite a gauche en c et ces limites sont égales
al si et seulement si f tend vers | quand x tend vers c.

Proposition 4.17 (Opérations sur les limites). Soit f: D — R, g: D — R, c€ R et [,I' € R.
Suppososons que les fonctions [ et g sont définies a coté de ¢ si ¢ € R ou dans un voisinage de ¢
8% ¢ = F00.

1. Somme (lim f =1 et limg=10') = lim(f +g)=1+1.
Produit (lim f =1 et limg =1") = lim(f.g) = I.I".

Quotient(lim f = [ et limg = I' # 0)) = lim(£) = .

Composition Soit f : D — R définie a coté de ¢ (ou dans un voisinage de +£0o si
c=+00),g: D — R définie a coté del, ou D est tel que f(D) C D\{l}. Alors (lim f(z) =
Tr—c

[ et limg(y) =1') = lim(gof)(z) =1".
y—l T—C
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5. Limites et inégalités Si g < [ a cité de ¢ (ou dans un voisinage de 00 si ¢ = +00)
alors (limg =1, et im f =1ly) = 1; <.

Théoréme 4.18 (Théoreme d’encadrement ou des gendarmes). Soit f, g,h: D — R. Supposons
que f,g et h soient définies a coté de ¢ si ¢ € R ou dans un voisinage de 0o si ¢ = £o0.
Si g(x) < f(x) < h(z) pour tout x a cété de ¢ (ou dans un voisinage de +oo si ¢ = +oo) et
limg =limh = [, alors la fonction f admet une limite en c et lim f = [.

4.3 Continuité

4.3.1 Continuité en un point

Définition 4.19. Soit f une fonction de domaine de définition D, a € D. On dit que f est
continue au point a, si l’on peut rendre f(x) assez voisin de f(a) autant que 'on veut quand = est
suffisamment proche de a. C’est-a-dire :

Ve >0,3a>0; (Vx € D,z —a| <a) = |f(z) — f(a)] <e
Exemple 4.20. .
e Montrer que la fonction x — \/x est continue en 1. Soit € > 0, on cherche 6 > 0 tel que :

(x€[0,4o0let0< |z -1 <) = |V —1|<e.
Pour tout x € [0, +o0|, on a :

Va1

En prenant § €]0,¢[ on a le résultat.

B |z — 1]
VTl

<z —1].

e Montrons que la fonction x — 32> + 1 est continue en tout point a € R. Soit € > 0, on
cherche 6 > 0 tel que
(0 <l|z—al <d)=[f(z) - fla)| <e
On a :

|f(z) = f(a)]

3|z — al|lz + a|] = 3|z — a||(x — a) + 24
3|z — al[|x — a| + 2|al]
3(0 + 2|al).

IA N

On prend alors 6 €]0,1[ et on a :
[f(x) = fla)] < 30(1 + 2[al).

9 e

Ainsi | f(x)—f(a)| < e implique que § < 3 . En conclusion si 0 < 6 < min(1, 3

(14 2[al)
on a le résultat espére.
Théoreme 4.21. Toute fonction continue en un point a est bornée au voisinage de a.
Démonstration. Puisque f est continue au point a alors on a :
Ve, 30 >0/(zx € Dyet 0 < |z —a| <0) = |f(z) — f(a)| <e.
Ainsi pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que :
pour tout x €]a — d,a + 5[NDy, —c+ f(a) < f(x) <e+ f(a),

et ainsi f est bornée au voisinage du point a. n
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4.3.2 Cas des fonctions Lipschitziennes

Théoreme 4.22. Toute fonction lipschitzienne sur D est continue en tout point de D.

Démonstration. Soit f une fonction Lipschitzienne de rapport k sur D.

1. Si k =0, alors f est une fonction constante sur D ; elle est donc continue en tout point de
D.

2. Si k> 0;so0it a € D. Soit € > 0, on cherche v > 0 tel que
(Ve € D,z —a| <a) = |f(z) — f(a)| <e
La fonction f étant une fonction Lipschitzienne de rapport k, on a :

|f(x) = f(a)] < klz —a| < ka.

Donc en imposant ka < €, c’est-a-dire 0 < a < %, on a alors : |f(z) — f(a)| <e.

4.3.3 Continuité a droite-Continuité a gauche

Définition 4.23. Soit f € RP et a € D. La fonction f est dite continue & droite en a si la
restriction de f a |a,+oo[ est continue en a. On note :

lim  f(x) = f(a).

r — a
xr > a

Soit f € RP et a € D. La fonction f est dite continue & gauche en a si la restriction de f a
| — 00, al] est continue en a. On note

lim () = f(a).

r — a
z < a

Exemple 4.24. Montrons que la fonction partie entiere E est continue a droite en tout point
a € R mais n'est pas continue a gauche en a.

Proposition 4.25. Soit f € RP et a € D. f est continue au point a si et seulement si elle est
continue a droite et a gauche en a.

Exemple 4.26. Considérons la fonction [ définie par :
f+ R — R
1. Calculer
x—l>%)r,£:l<0 f(z) et I_l)%r’?>of(x).

2. f admet -elle une limite en 07

Théoréme 4.27 (Conservation locale du signe). Soit f une fonction continue en un point a. Si
f(a) >0 ( respectivement f(a) < 0) alors il existe un voisinage V' de a tel que :

Ve eV, f(x) >0, ( respectivement f(x) < 0)
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Démonstration. Puisque f est continue au point a alors on a :
Ve,30 >0/(zx € Dyet 0 < |z —a| <0) = |f(z) — f(a)| <e.
Ainsi pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que :

pour tout x €]a — d,a +5[NDy, —c+ f(a) < f(x) <e+ f(a).

1
e Si f(a) < 0 alors on prend € = —§f(a) >0etona:

;f(a) < flx) < %f(a) < 0 pour tout = €]a — d,a+ 5[NDy = V.

1
e Si f(a) > 0 alors on prend ¢ = §f(a) >(0etona:

0< %f(a) < f(z) < gf(a) pour tout = €]a — d,a + §[NDy = V.

Définition 4.28. .

e Soit f une fonction numérique de la variable réelle dont le domaine de définition est notée
Dy et soit a € Dy. St f n'est pas continue au point a, on dit que f est discontinue en a ou
que a est un point de discontinuité de f.

o Silim f(z) € R et si lim f(x) # f(a), alors on dit que f présente une discontinuité artifi-
r—a T—a
cielle en a.
e Si lim f(r) €R et lim f(x) € R tels que lim f(x) € R # lim f(x) € R, alors on dit que a
T—a~ z—at T—a T—a
est un point de discontinuité de premicre espeéce.
e Si lim f(x) ou lim+ f(z) n'existe pas dans R alors on dit que a est un point de discontinuité
r—a~ r—a

de seconde espéce pour f.

4.3.4 Continuité sur un intervalle

Définition 4.29. Soit f définie sur un intervalle ouvert J de R. On dit que [ est continue sur J
lorsque f est continue en tout point de J.

Définition 4.30. On dit que f est continue sur un segment [a, b] lorsque la fonction f est continue
sura, b[, continue a droite en a et continue a gauche en'b. De méme, on dit que f est continue sur
la, +00[ lorsque f est continue sur |a,+oo| et continue a droite en a. La continuité sur | — oo, a]
se définit de facon analogue.

Théoréme 4.31 (Théoréme des bornes atteintes). L’image d’un intervalle fermé et borné
par une fonction continue est un intervalle fermé et borné.
En particulier si f est continue sur lintervalle [a,b], alors il existe ¢,d € R tels quel

fle) < flz) < fld)  Vzelab].

Notons que, la valeur m = f(c) est le minimum de f([a,b]) et M = f(d) est le maximum de
f([a,b]). Ces valeurs sont atteintes par f.
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Démonstration. Montrons que f([a,b]) est bornée. Pour cela supposons par I'absurde que f est
continue et non bornée sur |[a, b|.

VM > 0,3z € [a,b] tel que |f(x)] > M;

Donc pout tout n € N* il existe une suite (x,) d’éléments de [a,b] telle que |f(z,)| > n. Ainsi
la suite (z,) est bornée. D’apres le théoreme de Bolzano- Wierstrass, on peut extraire de la suite
(x,,) une sous-suite (Ty(,)) vers ¢ € [a,b] telle que |f(z4m))| > @(n) > n. Comme f est continue
en c € [a,b] alors la suite (f(z,())) converge vers f(c). Or | f(x,m))| > n pour tout n, ce qui est
absurde car tout suite convergente est bornée. On conclut que f est bornée sur [a, b].

Soit M = sup f([a,b]) = sup f(x) et m = inf f([a,b]) = g[lfb]f(x). Montrons qu’il existe

z€la,b]

a € [a,b] tel que f(ar) = M. Pour cela on suppose que pour tout x € [a,b] f(z) # M et soit g la

fonction définie sur [a, b] par g(x) . Puisque f est continue sur [a,b] et M — f(z) #0

M f(@)
pour tout = € [a,b] alors g est continue sur [a,b] et g(z) > 0 pour tout = € [a,b]. D’apres la
premiere partie de la preuve, g est bornée sur [a, b]. Ainsi il existe M; € Ry tel quel

0<g(x) <M, Vzé€la,b,

c’est-a-dire ]
< M- — .

1 1
Ainsi M — — est un majorant de f sur [a, b] et par conséquent M — A < M, ce qui est absurde
1 1
puisque M; > 0. D’ou il existe « € [a, b] tel que f(a) = M.

En considérant la fonction x — —f(z) sur [a,b]; —f étant continue sur [a,b] donc bornée et
on a

sup(—f(x)) = — inf f(z) = —m.

[a,b] [a,b]
Or d’apres ce qui précede, il existe 8 € [a,b] tel que sup(—f(x)) = —f(B), d'ou —m = —f(p)
[a,b]
c’est-a~dire m = f(f3). O

Remarque 4.32. La continuité sur un intervalle fermé et borné est une hypothése essentielle
dans le théoreme précédent.

Exemple 4.33. .

1
e La fonction x — f(x) = — est continue sur |0, 1] mais n’et pas bornée sur cet intervalle.
En effet soit M > 0, on cherche x €]0,1] tel que f(x) > M.

{fagxe)]g’% (:{ asxe 0,1]

Soit ¢ tel que 0 < § < min(1, %), alors on a :

1
V. 0,0] Cl0,1 —.
v €0, o1, v <

Donc pour tout x €]0,1], f(z) > M et par conséquent f est non bornée.
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Théoréme 4.34 (Théoréme des valeurs intermédiaires). L’image d’un intervalle par une
fonction continue est un intervalle. En particulier si f est continue sur lintervalle [a,b], alors
toute valeur X entre f(a) et f(b) est prise au moins une fois par la fonction f, c’est-a-dire, il
existe au moins un point ¢ € [a,b] tel que f(c) = .

Démonstration. .

e Soit I un intervalle non vide de R et soit f une fonction continue sur I. Montrons que f(I)
est un intervalle de R. Soit x et y deux éléments de f(I) et soit z € R tel que z < z < y.
Nous allons montrer que z € f([).

Puisque z € f(I) il existe a € [ tel que z = f(«); de méme il existe § € I tel que y = f(B).
Ainsi x < z < y implique z €]f(«a), f(B)[. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
il existe xy entre v et B tel que z = f(x¢). Il ne nous reste qu’a montrer que zy € I pour
déduire que z € f(I). Mais puisque xy est entre « et 5 qui sont deux éléments de I, la
conclusion est évidente d’apres définition d’un intervalle.

e Soit a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction numérique continue sur [a, b] telle
que f(a) # f(b). Soit y un réel compris entre f(a) et f(b). Nous allons montrer qu’il existe
¢ €la, b tel que y = f(c).
Supposons que f(a) < f(b) (les arguments similaires a ceux ci-dessous marchent lorsque
f(a) > f(b)) et soit y €]f(a), f(b)[. On définit sur [a, b] la fonction x — g(z) = f(z) —y;
g est alors continue sur [a,b]. Soit A = {z € [a,b], g(z) < 0}.

» g(a) = f(a) —y < 0 donc a € A et par conséquent A est une partie non vide de R.

» De plus comme A C [a, b], alors A est une partie majorée et non vide de R.
Par conséquent A admet une borne supérieure ¢ € R, ¢ = sup A.

» Par ailleurs pour tout € A on a a < z < b donc b est un majorant de A et par
conséquent a < ¢ < b.

Nous allons montrer que g(c¢) = 0.
» Supposons que g(c) < 0. Comme g est continue en ¢, alors il existe § > 0 tel que
Vo €lc —d,c+6[C [a,b], g(z)<O0.

En particulier g(c + $) < 0, donc (¢ + $) € A et par conséquent ¢+ $ < ¢ (ce qui est
absurde).

» Supposons que g(c) > 0. Comme g est continue en ¢, alors il existe § > 0 tel que
Vr €lc —6,¢+6[C [a,b], g(z) > 0.

On déduit que pour tout € Aon a : z € [a,c—J]. Par conséquent ¢ — 6 est un majorant
de A et donc ¢ — 0 > ¢ (absurde)

En conclusion g(c) = 0, ce qui est équivalent a dire que f(c) = y. Ainsi il existe ¢ € [a, D] tel
que f(c) =y pour tout y compris entre f(a) et f(b).

]

4.4 Comparaison locale d’une fonction

Dans cette section, on désigne par a un élément de R.
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4.4.1 Fonction dominante - fonction négligeable

Définition 4.35. Soient [ et g deux fonctions réelles d’une variable réelle définies sur un voisi-
nage de a, sauf peut-étre en a avec g(x) # 0 pour tout x de ce voisinage, v # a. On dit que f est
négligeable devant g au voisinage de a s’il existe un voisinage V' de a et une application p définie
sur 'V sauf peut-étrte en a tels que :

Ve e V\{a}, f(x) =p(x)g(z) et limp(x) =0.

a—a
On note :

f(@) =ao0(g(x)) oubien f=40(g).
Remarque 4.36. 1. Si g est la fonction nulle; On dira que :

f=400) <= f=0 au voisinage de a.

Ce qui signifie que f coincide avec la fonction nulle dans un voisinage de a.

2. Si la fonction g ne s’annule pas dans un voisinage de a, on a :

f(x) =4 0(g(z)) <= lim J(x) = 0.

=a g()

f=a0(g1) et f=40(g92) # g1 = go au voisinage de a.
Exemple 4.37. Démontrer les affirmations suivantes :

In|z| =¢ 0 (i) ; In(z) =0 0(%)

]

Définition 4.38. Soient f et g deux fonctions réelles d’une variable réelle définies sur un voisi-
nage de a, sauf peut-étre en a. On dit que f est dominée par g au voisinage de a s’il existe un
voisinage V' de a et une application h définie et bornée sur V '\ {a} telle que :

vz e V\{a}, f(z) = h(z)g(z).

On note :
f(x) =0 O(g(x)) oubien f=,0(g).

Remarque 4.39. Si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a, alors :
f=40(9) < / est bornée au voisinage de a.
)

Exemple 4.40. Démontrer les affirmations suivantes :

: E 1
xsinz =1 O (z); " (_a:i = O(;)

Proposition 4.41. 1.
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2.
f=20(9) = A\ =.0(g9) VAeR"
3.
fl ~a O(g1>
= fixfa = O(g1 X g2)
fo =a O(g2>

4. St f et g ne s’annulent pas au voisinage de a, alors

f:ac)(g):s;:a()(%).

Proposition 4.42. les affirmations suivantes sont vraies :

1.
% =, O@P) si a < .
2.
1 =o O(2”) si a > B.
3.

(Inx)* =1 O(z®) si a et B appartiennent o R%.
1

IIn z|* :00<—ﬁ> si o et [ appartiennent a R7.
T

(2)” =400 O(e™ si o« et [ appartiennent a RY.

\x!ﬁ = O(e™) si a et B appartiennent a R7.

4.4.2 Fonctions équivalentes

Soit a € R, f et g deux fonctions réelles d’une variable réelle définies sur un voisinage de a,
sauf peut-étre en a.

Définition 4.43. On dit que [ et g sont équivalentes quand x tend vers a, s’il existe un voisinage
V' de a et une application h définie sur V \ {a} telle que :

Ve e V\{a}, f(z) =h(x)g(z) et glgrtll h(z) =1.
On note f ~, g ou bien f(x) ~, g(z).

Remarque 4.44. 1. f~,0<«<= f =0 au voisinage de a.

2. Si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a, on a :

fwag<:>hm@:1.
T—a g(x)
Exemple 4.45. Montrer que les fonctions suivantes sont équivalentes au voisinage de O :

f: R — R
r — f(z)=12%+22?+5z
et
g: R —
r — g(x)=12%+5x
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Exemple 4.46. On considere la fonction h définie par :

h: R — R

A h(w):—%'
3

Montrer que h ~ 5.

Définition 4.47. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle de la forme ]a,+o0],

a € R (respectivement | — oo, a[,a € R). On dit que [ et g sont équivalentes quand x tend vers
+oo (respectivement —oo), lorsque
lim @) = 1 ( respectivement lim @) =1).
T—+00 g(q;) T——00 g(:[;)

On note f ~, g (respectivement f ~_, g).

Exemple 4.48. Montrer que les fonctions suivantes sont équivalentes au voisinage de +00 et au
voisinage de —oo :
f:r R — R
r — f(z)=2%+22"+5z
et
g: R — R
r — g(x)=1%+5z
Proposition 4.49. Toute fonction polynome est équivalente a son terme de plus bas degré au
voisinage de 0 et a son terme de plus haut degré au voisinage de l’infini.

Proposition 4.50. Soient fi, g1, fo et go des fonctions définies sur un voisinage de a sauf peut-
étre en a. St f1 ~q g1 €t fo ~q go alors :

fife ~a 192 et ﬁ ~q <y
f2 g2

Remarque 4.51. Ces propriétés restent vraies si on remplace a par +00 ou —oco. Cependant, si
f1 ~a g1 €t fo ~q ga, on ne peut rien dire concernant les fonctions f1 + fa et g1 + ¢o.

4.4.3 Continuité et Monotonie

Définition 4.52. Soient A et B deux parties non vides de R et soit f : A — B une fonction.
1. f est dite croissante (resp. strictement croissante) siVry, 19 € A, 11 < 1o = f(21) < f(22)
(resp. V1,29 € A, 1y < 13 = f(11) < f(22)).
2. f est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si Vi, x9 € A, x < 19 = f(21) >
flza) (resp. Vay, 29 € A, 21 < 29 = f(21) > f(29)).
3. Les fonctions croissantes ou décroissantes sont dites monotones.
Proposition 4.53. Soit I C R un intervalle de R et f: I — R une fonction continue. Alors f
est strictement monotone si et seulement si f est injective
Démonstration. o [l résulte immédiatement que tout fonction strictement motone est injective.

e Réciproquement si f est continue ey injective alors d’apres le théoreme des valeurs in-
termédiaires, pour tout u,v,w € [ avec u < v < w on a f(v) qui se trouve entre f(u) et
fw)

O
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La fonction réciproque de toute fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
est strictement monotone. Plus précisement on a le résultat suivant :

Proposition 4.54. Soit I C R un intervalle de R et f: I — R une fonction continue et stric-
tement monotone. Posons J = f(I). Alors f~1:J — I est continue et strictement monotone.

4.5 Dérivée et Fonction dérivée d’une fonction d’une variable

4.5.1 Définition

Soit f : R — R une fonction dont le domaine de définition est Dy et soit a € Dy. On dit que
f est dérivable en a si la limite

L f@ = @) flath) - f@)
N h

T—a T —a h—0
existe (dans R). On note alors f'(a) cette limite.

Si f est dérivable en a le nombre f'(a) = lim M est appelé nombre dérivé de f au
a

r—a €xr —
point a.

d
On note également f'(a) = d—f(a).
x
4.5.2 Dérivabilité a gauche et a droite en un point

Soit f: R — R une fonction dont le domaine de définition est Dy et soit a € Dy. St
e h) — [0

h—0t h

existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a droite au point a. Cette limite est notée parfois
fi(a) et est appelée nombre dérivé a droite de f. Ainsi on a

R.
h—0t+ h <

On définit d’une maniére analogue la dérivée a gauche :

4.5.3 Interprétation géométrique du nombre dérivé

Si f est dérivable au point a, le nombre dérivé de f au point a noté f'(a) donne la pente de la
tangente au point de coordonnées (a, f(a)) au graphe de f. Ainsi si f est dérivable au point a, alors
une équation cartésienne de la tangente au point (a, f(a)) appartenant a la courbe représentative
de la fonction f est :

Ty ¥ = (x—a)f(a)+ f(a).

Remarque 4.55. 1. St f est dérivable a droite au point a, alors une équation cartésienne de
la demi-tangente a la courbe représentative de f au point (a, f(a)) est :

Tty Y= (r—a)fi(a)+ f(a).
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2. De meéme, si f est dérivable a gauche au point a alors une équation cartésienne de la demi-
tangente a la courbe représentative de f au point (a, f(a)) est :

T&f(a)) poy=(z—a)f(a) + fla).
Proposition 4.56. Soit f une fonction numérique de variable réelle. f est dérivable au point a

si et seulement si f est dérivable a gauche au point a, f est dérivable a droite au point a et on a
[ (a) = fi(a). Autrement dit

(f est dérivable au point a) <= (f est dérivable a gauche et & droite du point a et f’ (a) = f' (a)).
Démonstration. Facile a démontrer. ]

Proposition 4.57. Soient f : R — R une fonction dont le domaine de définition est Dy et soit
a € Dy. Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Démonstration. Soit | = lim M
r—a Tr — Q

a lim(x — a) = 0. D’ou en utilisant la propriété des limites relative au produit on a :
Tr—a

€ R. Comme la fonction x — x est continue en a, on

. _ o [f@) = fla)
ti(f(o) - f(@) =t [HE=L )
= lim {M] x lim(z — a)
r—a Tr — Qa Tr—a
[x0
0 ( carl est un nombre réel).
On déduit alors que lim f(x) = f(a) et par suite f est continue en a. O
T—a
Remarque 4.58. 1. La réciproque de cette proposition n’est pas toujours vraie. Par exemple

la fonction x — f(x) = |x| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.
2. 1l existe des fonctions continues qui ne sont pas dérivables en aucun point de leur domaine
de définition.

Proposition 4.59. Soit f : R — R wune fonction admettant un extremum local en a. St [ est
dérivable en a alors f'(a) = 0.

Démonstration. Supposons que I'extremum local soit un maximum (le cas d’'un minimum se traite
de la méme maniere en remplagant dans les lignes suivantes f par —f). Alors (par définition
d’extremum local) il existe unintervalle ouvert I contenant a tel que :

pour tout x € I N Dy, ona: f(z) < f(a).
eSiz>aonax—a>0et f(x)— f(a) <0. Donc W < 0 et par passage a la limite,
on obtient f'(a) < 0.

eSiz>aonax—a<0et f(x)— f(a) <0. Donc W > 0 et par passage a la limite,
on obtient f’(a) > 0.

En combinant les deux inégalités on déduit que f’(a) = 0. O

Remarque 4.60. La réciproque de cette proposition n’est pas vraie. Prenons le cas de la fonction
r— f(x) =22 on a f(0) =0 mais 0 n'est pas un extremum local pour f.
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4.5.4 Fonction dérivée

Soit f: R — R une fonction dont le domaine de définition est Dy. Soit I un intervalle de R
tel que I C Dy. On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point de I.
Si f est dérivable sur I, on définit sa fonction dérivée f' par

ffr I — R
z — f'(z)

4.5.5 Dérivées successives-Classe d’une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle non vide I de R.

o Si f est dériwable sur I et si [ : I — R est dérivable en un point ¢ alors on note :
2

1"(c) = (f")(c) ou ﬁ(c) Le nombre f"(c) est appelé dérivée seconde de f au point c.
x

o Si f est dérivable sur I et si f' : I — R est dérivable sur I, on dit que [ est deux fois
dérivable sur I et on pose f"" = (f'), la fonction dérivée seconde de [ sur I.

Si f" est dérivable sur I, la fonction dérivée d’ordre 3 de f sur I est notée f" ou f© telle
que f" = f® = (f"Y. De proche en proche, soit n € N*, on appelle fonction dérivée d’ordre
n de la fonction f sur I, la fonction notée f™ telle que : f™ = (f™=DY.

o Si f est dérivable sur I et si f' est continue sur I alors on dit que f est de classe C' sur
I. On note par C*(I) l’ensemble des fonctions dérivables sur I dont les dérivées premicres
sont continues sur I.

e Pour tout n € N*, f est dite de classe C™ sur I si f est n fois dérivable sur I et si f) est
continue sur 1. On écrira dans ce cas : f € C"(I).

Proposition 4.61. Soit I un intervalle non vide de R.

1. Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I, alors les fonctions f+ g et fg sont dérivables
sur I et on a :

(f+9) =F+7g et(fg)=fg+4df

1
f

<1>'< ) ['(z)

-] (x) =— .

f [f (@)]?

3. 81t f et g sont deuxr fonctions dérivables sur I et si g ne s’annule pas sur I alors g est
dériwable sur I et on a :

2. Si f ne s’annule pas sur I, alors la fonction < est dérivable sur I et on a :

/ / o
(£) - LB g
g [9()]
Démonstration. e Pour la formule de la dérivée d’une somme de fonction, on la déduit aisément

en utilisant le résultat concernant I'addition de limites finies. Plus précisement, pour tout
point a € I, on a la décomposition suivante :
(f+9) @)= (f+9)a) _ [flx)+g(x)—fla)—g(a)
r—a r—a

f(x) — f(a) N g9(r) — g(a)

T —a r—a

Par passage a la limite on déduit le résultat espéré.
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e Pour le produit, on écrit

J(@)g(x) ~ f(a)g(a) _ (f(fc) - f(a)) o) + (M) f(a).

Tr—a r—a T —a

La fonction g étant dérivable au point a, alors g est continue en a et on a : lim g(z) = g(a).
r—a

Par ailleurs, puisque f est dérivable en a on a :

L TR o (),
T—a xr—a T—a T —a

=4'(a) € R.

En utilisant les propriétés des limites de produit et de sommes on déduit que :

o £ @)9(2) = F(@)g(0)

T—ra Tr — Qa

= f'(a)g(a) + ¢'(a)f(a), pour tout point a € I.

e Pour l'inverse, on écrit :

7o~ T 1 1 f2) - fla)

~

= — X X
—a flx)  f(a) T—a
qui a un sens si |z — a| est assez petit. Quand = tend vers a, alors f(z) tend f(a) (puisque f

est continue) et LE=L tend vers f/(a). On obtient alors la formule désirée, c’estr-a-dire :

8

1 1
imm_f(a):_im ! 1 f(z) = fla) :_f’(a)
:}:—m r—a i’—m (f(x) % f(a) % T —a ) [f(a)]2

e La formule de la dérivation du quotient de deux fonctions se déduit aisément en utilisant
les formules de dérivation de I'inverse d’une fonction et le produit de deux fonctions, car
1
f =fx-.
g g
O
Proposition 4.62 (Dérivation de la composée de deux fonctions dérivables). Soient f: A — R
et g : B — R deuz fonctions telles que f(A) C B. Si f est dérivable en a € A et g est dérivable
en f(a) € B, alors la composée gof : A — R est dérivable en a et on a :

(gof)'(a) = ¢'[f(a)] x f'(a).
Démonstration. Par définition de la dérivée on a :

(gof)(a) = lim 2D = dl/(@)]

Tr—a Tr—a

On suppose, pour simplifier, qu’il existe un intervalle ouvert I contenant a tel que f(z) # f(a),
pour tout = € (I N A)\{a}. On peut écrire alors :

(gof)(a) = lim L@ =9lf(a)]

T—a T —a
f

- () < ()
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La premiere limite est la composée des fonctions x — f(z) et y — %gzga)]_ Comme f est
continue en a, alors f(x) tend vers f(a). La fonction g étant dérivable en f(a) on a :
- gy) —glf@)] _
lim &= = a)l.
=i y— f(a) 71/
On déduit alors (par composition) que
_glf (@) —glf(@)] _
lim =gqg|f(a
M@ fw O
et la formule de la dérivée de la composée de deux fonctions dérivables s’en suit. O

Proposition 4.63 (Dérivation de la fonction réciproque). Soit f : A — B C R une fonction
continue. On suppose qu’il existe une fonction réciproque g : B — A, c’est-a-dire que :

glif(x)] =2 VeeAe flgly)l=y VYyecB.

Si f est dérivable au point a et si f'(a) # 0, alors g est dérivable au point f(a) et on a :
1
(@] =df(@)] = -
f'(a)
Démonstration. Admettons l'existence du nombre ¢’[f(a)]. On sait que pour tout z € A on a :
glf(x)] = x. En appliquant la formule relative a la dérivée de la composée de deux fonctions
dérivables, on obtient (par dérivation membre & membre de I'égalité g[f(x)] = z) :

1= (gof)'(a) = ¢'[f(a)] x f'(a),
et la formule s’en déduit. O

Remarque 4.64. En posant dans la formule précédente b = f(a), c’est-a-dire a = f~1(b) = g(b),
on a:

en tout point b € B tel que f'[f~1(b)] # 0.
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4.5.6 Fonctions dérivées usuelles

f(x) f(x Condition sur x
f(x) = a, a constante réelle fi(x)=0 reR
f(z) = ax, a constante réelle non nulle fl(x)=a zeR
f(z) = az™, a constante réelle et n € N* f'(x) = naz"! r€R
flz) = %, a constante réelle non nulle fl(x) = :c_g r e R*
flx) = %, a réelle non nulle et n € N* fl(x) = x;fl r € R*
f(z) =+vaxr+b f’(x)—#m ar+b>0
(z) = /ale) fila) = 1) u(z) >0
2/u(x)
f(z) =sinx f'(x) =cosz reR
f(z) = sin(u(z)) f(x) = d(z) cos(u(x)) u(x) existe
f(z) =cosx f'(x) = —sinzx reR
f(x) = cos(u(x)) f(x) = —u/(x) sin(u(z)) u(zx) existe
f(z) =expx f(x) = exp(z) zeR
f(x) = exp(u(z)) f'(x) = u'(z) exp(u(x)) | u(x) existe
f(z)=Inzx fl(x)=1/x x>0
7o) = W(u(@) P =d@/u@) | W@ >0

4.5.7 Regles de dérivation

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I de dérivées respectives u' et v'. On

f(z) f'(z)
f(x) =u(x) +v(z) f(z) =u(z)+ V' (z)
f(z) = au(x), a constante réelle f(x) = av/(z)
() :116(36) v(x) fz) = u'(z) - v(@) + u(z) - v'(z)
) =~ ule) £0 o) - =

o) =25 e
f(@) =[u(x)]", neN" etn#1 f'(x) =nu'(z) - [Ugf)]”_l
f(x):W, u(z) #0,a e R, n e N* et n # 1 fl(x) = ()

Proposition 4.65. Toute fonction polynome est dérivable sur R et toute fonction rationnelle est

dérivable sur son domaine de définition.

Exemple 4.66. Dans chacun des cas suivants, calculer f'(x) aprés avoir précisé le domaine de

dérivabilité.
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. g: R — R
f: R — R \ ) : v 1
r — —3r°+x°—5 T
x2+5
h: R — R - - R — R
ro— YELL r > sin(z?+1) "

22
4.5.8 Différentielle d’une fonction d’une variable

Définition 4.67. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, de dérivée f', xo un élément
de I. Pour de petites variations Az de x a partir de xo, on a la relation Af = f(xo+ Ax) — f(xg).
Lorsque Ax est un accroissement infiniment petit de x, il est noté dx. La différentielle de la
fonction f en xg est Ax - f'(xg) et se note dfy,.

dfey = A - f'(x) = dx - f' (o).
Remarque 4.68. Af = Ay et df = dy sont deuzx grandeurs différentes.
Exemple 4.69. Calculer la différentielle de chacune des fonctions suivantes :
y = sin x; y = /7.

De la définition de la différentielle d’une fonction f, on déduit la notation différentielle de la

dérivée : if
/ —_ —

Théoréme 4.70. Si f'(xy) # 0, Ay et dy sont équivalents quand Ax tend vers 0.

La différentielle dy réalise une approximation de la variation de la variation Ay de la fonction f
lorsque Ax est assez petit. On a [’approzimation :

Af = flz+Azx) - f(z)
Exemple 4.71. Comparer Ay et dy pour y = f(x) = 2.

12

f(x) dz.

Proposition 4.72. Soient les fonctions différentiables f et g de différentielles :

df = f'(x)dz et dg= g (x)dx.
On a:

d(f +g) =df +dg;
d(\f) = Mdf, pour tout nombre réel \ ;

1.

2.

3.d(f-g)=g-df + [ -dg;

/ (g) e pour tout x tel que g(x) #0;

4.5.9 Différentielle logarithmique

Définition 4.73. Soit f une fonction différentiable sur un intervalle I telle qu’en tout x € I on
ait f(x) #0. La fonction In f est donc différentiable sur I. on appelle différentiable logarithmique
de la fonction f, | différentielle de la fonction In f. On a donc :

daf
d(In f) = 2
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Exemple 4.74. Calculer la différentielle logarithmique des fonctions f et g définies par :
flz) =22+ 1, g(x) = exp(sinz)

Proposition 4.75. Soient les fonctions différentiables f et g de différentielles avec f(x) # 0 et
g(x) # 0 de différentielles logarithmiques :

d(ln f) = o et d(Ing) = —

f
On a :
dnf-g)=d(Inf)+d(ng); c’est-a-dire : d(]fc;’) = % + %.
()
2. d(In g) =d(In f) —d(Ing); c’est-a-dire : 7= % - %.

Théoreme 4.76. Si Ax est assez petit, la différentielle logamthmzque réalise une approximation

de la variation de la variation relative 2% lorsque x varie de Ax.

A d
yety

Exemple 4.77. Comparer pour y = f(z) = 2? + 1.

4.5.10 Proporiétés des fonctions dérivables

Théoréme 4.78 ( Théoréme de Rolle). Si f : [a,b] — R est continue sur |a,b], dérivable sur
la,b[ et si f(a) = f(b), alors il existe au moins un point ¢ €|a, b[ tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Comme la fonction f est continue sur le segment [a, b] alors d’apres le théoréme

de la borne atteinte, f possede un maximum et un minimum. On désigne par M = 11[1fb f(x)
et m = sup f(z). Sim # f(a) ou M # f(a) alors il existe un ¢ €la,b[ tel que f possede un
z€la,b]

extremun en ¢ (théoreme de la borne atteinte). Par conséquent on a : f’(¢) = 0. Sinon on a :
m = f(a) = f(b) et M = f(a) = f(b) et par conséquent f est constante sur [a,b]. D’ou f'(c) =0
pour tout ¢ €]a, b|. O

Une conséquence du Théoreme de Rolle est le

Théoréme 4.79 ( Théoréme des accroissements finis). 1. Soit a et b deux réels tels que
a < b, et soit f une fonction réelle continue sur |a,b], dérivable sur |a,b[. Alors il existe un

réel ¢ €la, b| tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).
2. Plus généralement, si f et g sont deuz fonctions continues sur [a,b], dérivables sur |a,b| et
si pour tout x €la, b, ¢'(x) # 0, alors il existe au moins un réel ¢ €|a, b| tel que

J0) ~ fla) _ 1)
g(b) —g(a) ~ g(0)

Démonstration. e On introduit la fonction auxiliaire

f(b) — f(a)
b—a

Cette fonction vérifie les hypotheses du théoreme de Rolle, a savoir :
(a) ¢(a) = ¢(b) =0,

p(z) = f(x) = fla) = (z — a)
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(b) ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b] (a cause des hypotheses faites sur la fonction

f)
On déduit alors (d’apres le théoréme de Rolle) 'existence d’'un ¢ €la, b] tel que ¢'(c¢) = 0.
romme )~ fta)
— fla
da) = f'a) - 1O

on obtient bien la formule annoncée en posant x = c.

e On pose

et on applique le théoreme de Rolle a ¢. O
Une autre conséquence du Théoréme de Rolle est la proposition suivante :

Proposition 4.80. Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions continues et dérivables en tout point
de |a,b[. Si pour tout x €)a,b[, f'(x) = ¢'(x) alors il existe un C € R tel que f(zx) = g(x)+ C pour
tout x €la, bl.

Démonstration. On pose h = f — g définie sur [a, b]. Soient z,y €]a, b[ quelconques et on suppose
que (sans perdre de vue la généralité) que = < y; h est continue sur |z, y[C [a, b] et dérivable sur
la,b[. En utilisant le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ €|z, y[ tel que h(y) — h(x) =
h'(¢)(y — ). Or K'(¢) = 0 (car h/(z) = 0 pour tout z €la, b[), donc h(y) = h(zx), c’est-a-dire que h
est constante. O

Le résultat sutvant est tres utilisé pour le calcul de limites.

Théoréme 4.81 (Régle de I'Hospital I). Soient f et g deuz fonctions définies sur I =|a — h,a +
h\{a}, a € R et soit L € R. Si f et g sont dérivables sur I et lim f(z) = lim g(x) = 0 et si, pour
Tr—a T—a

tout x € I, ¢'(x) # 0 alors

!
lim f,(x) existe et vaut L = lim f(x)
r—a g (LU) r—a g(x)

existe et vaut L

Démonstration. On applique la formule généralisée des accroissements finis n

La régle de I’Hospital est valable lorsque a = H+00. Lorsque la fonction g tends vers l'infini et
f n’est pas localement bornée, on a la version suivante :

Théoréme 4.82 (Regle de 'Hospital II). Soient f et g deux fonctions continues définies sur
I =la—h,a+ h[\{a}, a € R (ou au voisinage de o0 si a = £00) et soit L € R. Si f et g sont
dérivables sur I, lim g(x) = +o0 et si, pour tout x € I, ¢'(x) # 0 alors

T—ra

/
lim f'(z) existe et vaut L = lim f(x)

p existe et vaut L
z—a g'(1) z—a g(x)

4.5.11 Exercices

Exercice

Appliquer le théoréme des accroissements finis pour calculer un majorant de [’erreur commise
quand on remplace /10001 par 100.
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Exercice

En appliquant le théoréme de Rolle, montrer que f(x) = z" + px + q ne peut avoir plus de deux
racines réelles si n est pair et plus de 3 racines réelles si n est impair.

Exercice

1. Soient f et g deuz fonctions continues sur [a,b], dérivables sur |a,b]| telles que f(a) = g(a)
et f(b) = g(b). Montrer qu’il existe c €]a, b| tel quel f'(c) = ¢'(c).

2. Soient f et g deux fonctions continues sur |a,b|, dérivables sur |a,b| telles que f(a) = g(a)
et Vr €la,b[, f'(z) < ¢'(x). Montrer que pour tout x €]a,b[, on a : f(x) < g(z).
Exercice

Calculer les limites sutvantes :

VI — /e . ef—1—x tanx — x

(a) :lclgé Inzx —1 (®) }:IL% x? (€) :%:lg(l) x3
. (I4+2)*—1—ax .1 —cos(z?) .1 —cos(z?)
(d) lim o () lim —7— (/) lim—7———

4.5.12 Lien entre la dérivée et la monotonie
Proposition 4.83. Soit I =]a,b|, avec a,b € R et soit f :]a,b[—> R une fonction continue et
dérivable sur ]a,bl.

1. f est constante sur I si et seulement si f'(x) =0 pour tout x € 1.

2. f est croissante (resp. décroissante) si et seulement si f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0) pour tout
xel.

3. Sivx €1, f'(x) >0 alors f est strictement croissante sur I.
4. Sivx eI, f'(x) <0 alors f est strictement décroissante sur I.

Démonstration. e Si f est constante sur [ alors sa dérivée est nulle. Réciproquement, soient
z,y € [a,b] avec x < y. En appliquant le théoreme des accroissements finis sur [z, y], on
déduit l'existence de ¢ €]z, y[ tel que f(y) — f(x) = f'(¢).(y — x). On déduit que si f’ est
nulle sur [ alors f(y) = f(z) pour tous z,y € [a,b] et par conséquent f est constante.

f(z) = f(a)

Tr—a

e Si f est croissante, on a f(z) > f(a) pour z > a et alors

f(x) — f(a)

T —a

> (0. De méme si

r < a alors on a : f(z) < f(a) et

que f'(a) = hinw
partie : on obtient f(y) — f(z) = f'(¢).(y — x). On déduit que f(y) — f(z) > 0siy > x et
fly) — f(z) < 0siy < x. Par suite f est croissante.

> 0. Par passage a la limite on déduit

> 0. Réciproquement, on procede comme dans la premiere

e La suite de la démonstration est analogue au deuxieme point avec des inégalités strictes.
O
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Remarque 4.84. La réciproque de point 3 de la proposition n’est toujours pas vraie. Comme
contre-exemple on prend la fonction x s x qui est strictement croissante alors que sa fonction
dérivée f'(z) = 3x? s’annule en x = 0.

Théoréme 4.85 (Théoreme du point fixe). Soit f : A — R une fonction dérivable sur A. On
suppose qu’il existe un point fize | € A pour la fonction f, c¢’est-a-dire un point [ tel que f(l) =1,
et qu’il existe un intervalle I = [l —a,l+ a] et un réel A < 1 tels que pour tout x € I, |f'(z)| < .

Alors la suite (up)nen définie par ug € I et la formule de récurrence u,i1 = f(u,) converge
vers .

Démonstration. On pose v, = u, — [. Il suffira de montrer que la suite (v, ),en converge vers 0.
Nous allons d’abord montrer par récurrence que pour tout n € N, u,, € I. Par hypothese ug € I,
donc la propriété a montrer est vraie pour n = 0. Supposons maintenant que pour tout n € N,
u, € I et montrons que u,;, € I. En appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction
f a lintervalle [uy,!] si u, <[ (ou bien a l'intervalle [l,u,] si u, > [), on déduit l'existence de
¢ €]uy, (] (oubien ¢ €], u,[) tel que

ey = L) = FO) e =1

Uy — | Up —

Comme |u,, l[C I (ou bien ]I, u,[C I) alors |f'(c)| < A. On déduit que

[Vn 11

|Un|

<A< (4.5.1)

On déduit que |v,41| < |vy], ¢’est-a-dire u,4; € 1.
Pat itération de la relation (4.5.1), on trouve

vns1| < Alva| < N|vpog] < -0 <Ayl

Enfin, puisque A € [0, 1] alors lim A" = 0 et par conséquent la suite (v,) tend vers 0.
n—-+o0o

4.6 Fonctions inverses : Quelques rappels

Théoréme 4.86. Soit f : [a,b] — R une fonction continue strictement monotone. Alors f réalise
une bijection de [a,b] sur f(la,b]). On a f([a,b]) = [f(a), f(b)] dans le cas ou f est strictement
croissante sur [a,b] et f([a,b]) = [f(b), f(a)] si f est strictement décroissante sur [a,b].

Théoreme 4.87. Soit f : [a,b] — R une application continue et strictement monotone. La
réciproque notée f~1 de f est une application continue strictement monotone sur f([a,b]) : f~' a
le méme sens de variation que f. Ainsi f~1 est strictement croissante sur [f(a), f(b)] dans le cas
ou f est strictement croissante sur [a,b] et f~' est strictement décroissante sur [f(b), f(a)] si f

est stritement décroissante sur |a, b|.

— . .
Théoréeme 4.88. Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O, i , j ), les courbes représentatives
(7) et (7) de f et =1 respectivement sont symétriques 'une de l'autre par rapport a la droite
d’équation y = x (la premiere bissectrice).
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4.7 Fonctions inverses de quelques fonctions usuelles

4.7.1 Fonction Arcsin
T
: - = R
Soit f : [ 2’ 2] '
x — sinz
La fonction x — sinx est continue et dérivable sur R donc f est continue et dérivable sur

[—g, g] et Vx € [—g, g] on a : f'(x) = cosx. De plus f'(x) > 0 et f'(x) =0 si et seulement si
T _ _ T
x € {—5, 5} Donc f est strictement croissante sur [—5, 5]
Au total f est continue et strictement croissante sur [—g, 5], elle réalise donc une bijection de
T T T ™ T
Définition

La bijection réciproque f~* de f est appelée fonction Arc-sinus et on a :

T
7 =551 = [FL1]
x = sinx
et -
-1,1] — [-=.=
x —  Arcsin x
Donc
T <<=k
y:Arcsmx<:>{ 2 =V¥>7
et x = sy
Remarque
On a Arcsin x : [-1,1] — [-5, 5] et |[z| <1 & | =2 < 1; soit z = Arcsin (—x) alors
—x =sinz c’est-a-dire x = —sinz = sin(—=z). Donc —z = Arcsin x et z = —Arcsin z. Au total

la fonction x — Arcsin x est une fonction impaire.

Rappel

Soit f : I — J une fonction continue et strictement monotone (f réalise une bijection de I sur
J).Ona:f:I—Jetf':J—1 Soityye€ J etsoit zg€ I tels que f(xg) = yo. Etudions la

f ) — f ()

dérivabilité de =1 au point yo ; il s’agit d’étudier la limite lim .
Y—yo Y —1Yo
Posons f~Y(y) = x et [~ (yo) = xo c’est-a-dire f(x) =y et f(xo) = yo; lorsque y tend vers yq,
71 étant continue sur J, alors f~(y) tend vers f~'(yo), ¢’est-a-dire x tend vers xq. Ainsi on a :

S e V) B A €7 S ek N
ZJIEBO Y — Yo B xhjgo f(z) = f(zo)
, 1
= T @)
r — Xy

On déduit donc :
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1
f'(x0)

o Si f est dérivable en xq et si f'(xo) # 0 alors f~1 est dérivable en yo et (f~1) (yo) =

o Si lim Jl@) = J(xo) = 00 alors [~! est dérivable en yo et (f~') (yo) = 0.

T—x0 T — 2o
Corollaire 4.89. Soit f : I — R une fonction continue et strictrement monotone. On pose
f(I) = J; si f est dérivable sur I et si pour tout x € I, f'(z) # 0 alors f~1 est dérivable sur J et

de fonction dérivée :

1
(f ) (z) =
S ()]
Application
Considérons la fonction
T
IS 1
P R )
T —  sinx
On a -
f—l . [_171] - [_57 5]
x —  Arcsin x
La fonction x — sinx est dériwable sur R de fonction dériwée la fonction x +— cosx, donc la
. L 7r T
fonction f est dérivable sur [—5, 5] et pour tout x € [—5,5] on a : f'(x) = cosz. De plus
f'(x) =0 si et seulement si x € {—g, g} et f(=5)=—1, f(5) = 1. On déduit que v — Arcsin x
1
est dérivable sur | — 1,1] de fonction dérivée x — —————.
()]
Posons [~ (x) =y avec x €] — 1,1 et y €] — 5, 5[, c’est-d-dire siny = x. On a alors
1 1 1

FI@)] iy cosy

cos’y +sin®y =1 = cos’y =1 —sin?y =1 — 22

De plus
. T
rel-L1=y=f"(x) E]—§,§[ et cosy >0,
donc
cos’y =1—x? => cosy = V1 — 22.
1
Au total la fonction x — Arcsin x est dérivable sur] — 1,1[ de fonction dérivée x

V1—a2
1

V1— 22

(Aresin ) = Vo €] —1,1]

4.7.2 Fonction Arccos
Soit f - 0,7 — R
—> COST
continue et dérivable sur [0, 7] et pour tout x € [0,7] on a : f'(x) = —sinz. De plus f'(x) <0 et
f'(x) =0 si et seulement si x € {0,7}. Par conséquent f est strictement décroissante sur [0, ].
Au total f est continue et strictement décroissante sur [0,7]; f réalise une bijection de [0, 7]

sur £(0,7]) = et £([0,7]) = [f(x), f(0)] = [~1,1].

; la fonction x — cosx est continue et dérivable sur R donc [ est
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Définition
La réciproque f~! de f est la fonction x — Arcos x, appelée fonction Arc-cosinus. On a :

0,7] — [=L1]
r >  CoSX

f:

et
[_]—7 1] — [Oa W]
T —  Arcos x

s

<y <
y:Arcosx<:>{ Osysm
et x = cosy

Fonction dérivée

| et pour tout x € [0,7] f'(x) = —sinz; f'(x) = 0 si et seulement si

[ est dérivable sur [0,
1, f(r) = —1. On déduit que la fonction x +— Arcos = est dérivable sur

x € {0,7} et f(0) =
| = 1,1[ de fonction dérivée x T

En posant f~Y(x) =y c’est-a-dire cosy = z, avec x €] — 1,1] et y €]0,7[, on a :

1 1 1

FIFY @) flly)  siny’

De plus

siny=1—cos’y =1— a2

et pour tout x €] — 1,1] y = f~!(x) €]0, 7| donc siny > 0 et siny = v/1 — 22. On a donc :
= A t dérivabl | — 1,1] de fonction dérivée x — !
T rcos x est dérivable sur ] — 1,1[ de fonction dérivée x — ———.
Vv1—2a?

-1
Arcos x) = ———, our tout x €] — 1, 1][.
Remarque
, T T, . T
Soit y € R tel que ) < 5 Y < 5 ¢ est-a-dire 0 <y <m. On a sm(E —y) = cosy. Posons
T

cosy = x, alors on a sin(E —y) =z, ce qui implique que g —y = Arcsin x et y = Arcos x. On

T
a donc 5~ Arcos x = Arcsin x, c’est-a-dire
™
Arcsin x + Arcos x = 5 pour tout x € [—1,1].

4.7.3 Fonction Arctangente

5 — R
— tanx

la fonction x — 1+ tan®z. Donc pour tout x €] — Z, Z[ f'(x) > 0 et f est strictement croissante

272
sur | — 5, 5[. En conclusion f est continue et strictement croissante sur | — 3, 3| et f réalise une

bijection de | — 5, 5[ sur f(] — 3, v[) =] lim_f(z), lim f(z)[=] — oo, +-o0[=R.

Soit Soit f : I-

ISEIE]

; [ est continue et dérivable sur|—7%, %

2. 5| de fonction dérivée

iy
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Définition

La réciproque f~1 de f est la fonction x — Arctan x, appelée fonction arctangente. On a

f' ]_%7%[ — R

’ T > COSZ
et

1 Ro— -5

r +—— Arctan x

s ™
—5§y§5

?JZArct(mx<:>{ el z = tany

Fonction dérivée

[ est dérivable sur ] — %, %[ et pour tout x €] — 5, 2[ f'(x) = 1 + tan’*z ; f'(x) # 0. On déduit

1
que la fonction x — Arctan x est dérivable sur R de fonction dérivée x W
x
En posant f~1(x) =y c’est-a-dire tany = x, avec v € R et y €] — o5l ona:
R |
FUR@L fly) T+tan®y 1422
1
Ainsi x — Arctan x est dérivable sur R de fonction dérivée x — T2
x

(Arctan x) = ! our tout x € R
Tl P '

4.7.4 Exercices

Exercice

1. Déterminer une écriture plus simple de
f(z) = cos(Arcsinz) + sin(3Arcsinx) et g(z) = Arcosx + Arcsinz,

pour tout x € [—1,1].
2. Résoudre I'équation en x suivante : Arcsinz + Arcsin(xv/3) = Arcsin(2z).
3. Trouver z tel que Arctanx + Arctany = Arctanz, a w pres.

4. Démontrer les identités suivantes :

Arctanx + 2Arctan(V1 + 2?2 — z) = g, Vz € R.

T
— x> 0
2 St T

1
Arctanz + Arctan(=) =
x

T
—— L x <0
5 Sz
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Exercice
On considere la fonction numérique de la variable réelle x, définie par

%@)'

1+z

f@%aMwM(

1. Donner le domaine de définition Dy de la fonction f.
2. Montrer que f est dérivable en tout point x > 0, v # 1, et calculer sa dérivée.
3. Afin d’étudier la dérivabilité de f en xo =1, on pose ¢(x) = Arctan(y/x).

(a) En distinguant les cas © < 1 et x > 1, donner l’expression de f(x) en fonction de ¢(x).

(b) En déduire que si on pose A = w, on a :
e -n el - 3)
C)=24= iy -1 ¢ V= AT e -

t -1
(c) Montrer que lim MY T o
pon/d p —m/4
(d) En déduire que f posséde au point vo = 1 des dérivées a gauche et a droite que l'on

précisera.

4. FEtudier les variations de la fonction f et tracer le graphe de f.

Exercice

Soit f la fonction définie par f(x) = Arctan <~ / %)
1. Donner le domaine de définition D de la fonction f.

2. Calculer f(x —2) + f(—x — 2) pour tout x € D et en déduire une propriété géométrique du

graphe de f.
1 1
3. Calculer lim Arctan T et lim Arctan T
r——1+ r+3 T——3~ z+3

4. Etudier la dérivabilité de f sur son ensemble de définition.

5. Calculer f'(x) pour tout x appartenant au domaine de dérivabilité de f et étudier le signe
de f'(x).

6. Rechercher les asymptotes a la courbe y = f(x) et préciser la position de la courbe par
rapport aux asymptotes.

Exercice

Soit a € R* et f, la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

fa(x) = Arctan <1a e ) :

— axr

1. Etudier les variations de la fonction f, et établir son tableau de variation. (On étudiera
séparement les cas a >0 et a < 0).
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2. Déduire de tout ce qui précéde une écriture simple de Arctan(a) + Arctan(b), pour tout
(a,b) € R* x R. (On pourra discuter suivant le signe de 1 — ab et celui de a).

3.(a) Soit p € N, calculer Arctan(p + 1) — Arctan(p), en utilisant la question 2).

(b) Etudier la convergence et la limite de la suite (uy,)nen définie par

- 1
Up = Z Arctan (m)

p=0

4.7.5 Fonction cosinus et sinus hyperbolique

Fonction cosinus hyperbolique
On appelle fonction cosinus hyperbolique la fonction notée ch et définie sur R par :

et +e "

ch(x) = 5

x x

_6_

2
De plus f'(z) > 0 si et seulement si e* > e~ ", c’est-a-dire x > 0. De plus lim f(x) = 400 et

r—+00
f(x)

- =
lir}rl ———~ = +00. La courbe (C) de f dans le plan muni d’un repére cartésien R = (O, i, j ) ad-
T—r+00 T

met une branche parabolique dans la direction de la droite d’équation x =0 (I’axze des ordonnées).

x
De mém on a lim f(x) = 400 et lim @) = +o0 et la méme conclusion.
T——00 rx—+o00 I

Posons f(x) = ch(x); f est continue et dérivable sur R de fonction dérivée f'(z) = c

Fonction sinus hyperbolique

T _ T

Elle est notée Sh et est définie sur R par : Shx = %. Posons g(x) = Shx; g est

continue et dérivable sur R de fonction dérivée x > % = chx. On a ¢'(z) > 0 donc g est
9(x)

strictement croissante sur R. De plus lim f(z) = 400 et lim —— = 4o00. On a donc une
Tr—+00 r—+oco

branche parabolique de direction de la droite d’équation x = 0. De miéme lim f(z) = —oo et
——00

lim M

r——o00 I

= +ooet on a la méme conclusion.

Remarque

e La fonction x — Ch(x) est paire; la fonction x +— Sh(x) est impaire.

e Pourtoutx € R on a :

Ch(z)? — Sh(z)® = (HTe_)Q _ (%)2 .

Ch(2x) = 2Ch(z)* — 1

e Par analogie aux fonctions trigonométriques, il existe des relations de transformations en
produit ou somme pour les fonctions hyperboliques.

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015


agoss


mail@ideal®Le savoir rien que le savoir

Fonction argument sinus hyperbolique 86

4.7.6 Fonction argument cosinus hyperbolique

Soit ¢ la rectriction de la fonction x — Chzx a Uintervalle [0, 4+00[. On a

0,400] — R
T — Chx

@ est continue et strictement croissante sur [0, +00|, donc ¢ réalise une bijection de [0, +o00[ sur
([0, +-00[) = [1, +-00]

La bijection réciproque de @ est la fonction notée Argch et appelée Argument cosinus hy-
perbolique. On a :

0, +00[— [1, +00]
x — Chx
et
—1 . [L,+o0[—> [0, +oo]
L x —— Argchx

y = Argchx <=y € [0,4+00[ et x = Chy.

Dérivée de la fonction argument cosinus hyperbolique

La fonction x — chx étant dérivable sur [[0, +oo de fonction dérivée x — Shx, donc ¢'(x) >0
et ¢'(x) =0 si et seulement si x = 0. De plus on a ¢(0) = 1. Donc la fonction x — Argchx est
1

dérivable sur |1, +o0[ de fonction dérivée x +—

Pl ()]
On pose o~ (z) =y, c’est-a-dire v = Chx avec x € [1,400[ et y € [0, +o00[. Alors on a
1 1 1

Plot(@)]  ¢'ly)  Shy
Or Ch*y — Sh*y = 1, on déduit que Sh*y = Ch’y — 1 = 2 — 1. De plus = €]1, +oo| implique
y=p (z) >0, doncy >0 et Shy > 0.

Sh?y = 2> —1 = Shy = Va? — 1.

1
En conclusion x — Argchz est dérivable sur |1, +o00[ de fonction dérivée x — TaoT
l’ J—
1
(Argchz)' = ———,  pour tout x €]1, +o0].
l‘ J—

4.7.7 Fonction argument sinus hyperbolique

Posons f(x) = Shx ; f est continue et strictement croissante sur R donc f réalise une bijection
de R sur f(R) =R.

Définition

La bijection réciproque f~% de f est la fonction notée Argsh, appelée fonction argument
sinus hyperbolique. On a :
R— R
x — Shx

f:
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et
R—R

-
" x+—— Argshx
y = Argshr <=y € R et x = Shy.

Dérivée de la fonction argument sinus hyperbolique

La fonction f : x +— Shx est dérivable sur R de fonction dérivée la fonction x — Chx, donc
pour tout © € R, f'(x) = Chx > 0. On déduit que x — Argshz est dérivable sur R de fonction

dérivée T — — . On pose f~Yx) =y c’est-a-dire * = Shy avec x,y € R. Alors on a :

P @)
1 11
FUAY )] fly) Chy
Ch?y — Sh*y = 1 implique Ch?y = 1 + Sh?>y = 1 + 2%. Puisque Chy > 0 on déduit que Chy =
V1 + a2 et ainsi la fonction x — Argsha est dérivable sur R de fonction dérivée x ﬁ

1

ArgShzr) = ———.

4.7.8 Fonction tangente hyperbolique

Shax

Cha'

%. On rappel que pour tout x € R Chx > 0 et par conséquent Df = R.
_ Sh(—x) Shx

Aussi © € R implique —x € R et f(—z) = m =~ Chr thx, c’est-a-dire x — thx est
—z x
Sh(0)

une fonction impaire. Etudions donc ses variations sur [0,+00[. On a th(0) = —= = 0 et

Ch(0)
et —e”

lim th(x) = lim ——— =1; ainsi la droite d’équation y = 1 est asymptote au voisinage de
T—r~+00 z—+oo ¥ + =%
Ch’z — Sh*z

Ch?z

On appelle fonction tangente hyperbolique, la fonction notée th et définie par thx =

Posons f(x) = the =

T

+o00. De plus [ est dérivable sur [0,4+o00[ de fonction dérivée la fonction x —

/
Ciia et f'(z) > 0.

Définition de la fonction argument tangente hyperbolique

La fonction x w— th(z) est continue et strictement croissante sur R. Elle réalise donc une
bijection de R sur | — 1,1[. Sa bijection réciproque est appelée fonction argument tangente
hyperbolique et est notée Argth. On a

£ R —]—-1,1]
" rr——thx
et
= |-, 1[—R
" x+—— Argthz

y = Argthr <= y € R et x = thy.
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Dérivée de la fonction argument tangente hyperbolique

1
La fonction x +— th(z) est dérivable sur R de fonction dérivée v w— f'(z) = e
x
Ch*z — Sh?
% = 1 —th*z. De plus f'(z) > 0 donc la fonction z = Argth(z) est dérivable sur
x
1
— 1,1| de fonction dérivée x — ——.
o P
Posons f~1(x) =y c’est-a-dire th(y) = x, alors on a
1 1
= = Ch*y.
F=H @) )
Or 1 —th?*(y) = L c’est-a-dire 1 — 2 = L on déduit que que Ch’y = ! et par
conséquent la fonction x — Argth(zx) est dérivable sur | — 1,1[ de fonction dérivée la fonction
X — 1 — 2 1
(Argth(z))" = T
Remarque

e Détermination de l'expression explicite de la fonction x — Argch(z).

On a
y = Argch(z) <= x = Ch(y) € [1,4+o0[ ety >0
2y 1
r=Chly) <= 2rx=¢"4¢" = < e:_ .
On a donc

e —2xey +1=0

Posons e¥ =t avec t > 0, l’équation devient t*> — 2xt +1 = 0 et le discriminant réduit est
AN =x22-1>0 (carz >1). On a alors deuz solutions

t=x+Vr2—1, ty=x — Va2 —1.
Puisque y > 0 alors t = €Y > 1 donc la seule solution cherchée estt =t = x + Va2 —1.
Ainsit=e?=x+Va22—1 ety:ln(:zz—i—\/ﬁ).
Pour tout v > 1, Argchz = In(x + Va2 — 1).
e Détermination de l’expression explicite de la fonction x +— Argsh(z).
y = Argsh(z) <=y € R et v = Sh(z) € R.

ey —e ¥ eW—1
x = Sh(y) = 5 = 5w

On a donc
e —2xeY — 1 = 0.

Analyse Mathématique ©FAST-UAC 2014-2015


agoss


mail@ideal®Le savoir rien que le savoir

Développement de Taylor 89

Posons t = e¢¥ > 0 I"équation devient t* — 2zt — 1 = 0 et son discriminat réduit est A =
22 +1>0. On a alors deuz solutions :

h=otVITE,  thmoVITE
Puisque t > 0 on a la seule solution t =t; = x + V1+ 22. Donc

z+V14+a2=¢e' et y=1In(z+V1+ 2?).
D’ou on a

Vo e R, Arghsh(z) =In(z 4+ V1 + 22).

e Détermination de l'expression explicite de la fonction x — Argth(z). En utilisant la méme
méthode on montre quelques

1 1
Ve €] —1,1], Argth(x) = an < i $)

1—=z

4.8 Développement limité

Dans cette section, f désignera une fonction définie sur une partie D de R, a valeurs dans R. II
est bien connu que les fonctions les plus faciles a manipuler sont les polynomes. Nous formalisons
donc dans cette section un moyen d’approximer des fonctions par des polynomes.

Définition 4.90. Soit a € R, n € N et f une fonction définie a coté de a. Nous dirons que f
admet un développement limité en a d’ordre n s’il existe un intervalle ouvert I centré en a, une
fonction polynome P, de dégré inférieur ou égal a n et une fonction €, de limite nulle en a tels
quel
Vo e I\{a} f(z) =P,(r—a)+ (v —a)"ey(x).
Dans ces conditions, nous dirons aussi que f admet un DL,(a). La fonction polynome P,(x — a)
est appelée la partie réguliére du développement limité et le terme (x — a)"€,(x) est le reste
du développement limité ou le terme complémentaire.
Dans un voisinage pointé de a, f(z) s’écrit alors sous la forme

f(x)=ao+ai(z—a)+ay(z—a)*+- +an(z—a)"+ (v — a)"e,(x).

Définition 4.91. Soit n un entier naturel. On dit que f admet un développement limité d’ordre
n au voisinage de 0, lorsqu’il existe des constantes rélles cq, c1, - -+, ¢, telles que :

flx)=co+crx+ -+ cpa™ + +o(z").

Le polynome cy + c1x + - - - + c,a™ s’appelle partie principale ou bien réguli‘ere du développement
de f a lordre n.

4.8.1 Développement de Taylor

Théoréme 4.92 ( Théoreme de Taylor-Young). . Soita € R, n > 1 et f une fonction définie sur
un voisinage I de a. Supposons que f soit (n—1) fois dérivable sur I et que f*~1 (fonction dérivée
d’ordre (n—1) de f) soit dérivable en a, alors f admet un DL, (a). De plus, pouri € {0,1,--- n},
les coefficients de la partie réguliere du développement limité sont donnés par

o)

2!
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Autrement dit, on a :

ae (n) a
Veel, f(x) = f(a)+f’(a)(a:—a)—|—f2—(!)(x—a)2+~--+f n‘< )(a:—a)"+0[(a:—a)”]
" f(k) a . .
= k!()(x—a) + o[(z — a)"].

k=0

Proposition 4.93. 5@ f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, il est unique.
On peut donc calculer les développements limités d’ordre n au voisinage de 0 de la plupart des
fonctions en utilisant la formule de Taylor-Young.

Corollaire 4.94. Si f possede au voisinage de 0 un développement limité dont la partie réguliere
est ZZ:O cpx®, alors pour tout p € {0,1,--- ,n}, f admet un développement limité d’ordre p dont
la partie réguliére est > _, cra®.

n

Démonstration. On a, au voisinage de 0, f(z) = Z crz® + o(a™) ; d’ot, pour tout p € {0,1,--- ,n},

k=0
p p
flz) = Z crx” + Z e + o(z™)
k=0 k=p+1
p n
- Z cpx® + 2Pt < Z ckxk_p+1> + o(z")
k=0 k=p+1
p n
= chl'k + P! ( Z ck,xk_pH) + o(z")
k=0 k=p+1
Car une fonction négligeable devant 2" est négligeable devant aP. O]

On peut trouver diverses formulations du reste du développement limité de Taylor-Young (c’est-
a-dire la fonction €,(x)). Une expression précise du reste peut étre utile pour donner des estima-
tions de [’erreur commise dans les calculs numériques.

Nous donnons ici ['expression du reste de Lagrange qui provient d’une application du Théoréeme
de Rolle.

Théoréme 4.95 (Reste de Taylor-Lagrange). Soit [a,b] C R, n > 1 et f une fonction n-fois
dérivable sur |a,b] dont la dérivée d’ordre n est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Alors il
eziste ¢ €a, b| tel que :

f”(a) ) f(n)(a) f(n+1) (C)
_ / . - . o n J N\ o n+1
f(b) = f(a)+ f'(a)(b—a)+ o (b—a)*+---+ o (b—a)" + 1) (b—a)" .
Autrement dit 1) o)
_ f " c _ \n+1
en(b) = CE (b—a)"".
Démonstration. On applique le Théoreme de Rolle a la fonction
_ —~ fP(a) i g o—a)"
x'—>¢n($)—f(b)—f($)—; i (b—$)—Am7
ou le nombre réel A est tel qu'on ait ¢, (a) = ¢, (b). O
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Remarque 4.96. Fuaisons remarquer que comme dans le Théoréeme de Rolle, le point ¢ peut
dépendre du point b ou on veut estimer la fonction. Le nombre ¢ est souvent écrit sous la forme

c=a+0(b—a) avec 0<6<1
Lorsque a = 0, on obtient, en posant b = x, la formule de Mac-Laurin :

) =10+ £+ Lt L0 )

(0<6<1).

Exemple 4.97. La formule de Mac-Laurin a l'ordre 3 de la fonction x +— In(1 + z) est :
1 1 1
e S L To s

Pour x = 1, on peut donner une appmm'mation de la valeur In2 par 1 — l + l = 0,83333333,

Uerreur commise étant égale a €4(1) = 77 avec 0 < 0 < 1, donc mfemeure ou egale al

4(1+9) 1

4.8.2 Développement limité des fonctions usuelles

Les fonctions usuelles étant de classe C™, elles possedent en particulier des développements
limités a tout ordre en 0 si 0 appartient a leur domaine de définition.

Théoreme 4.98. On a, au voisinage de 0, pour un entier naturel quelconque :

1 ex:i(zj>+o( .

k=0

foIn(l—2)=>" (—%k) + o(z").

k=1

n ill'k k—1
5. Ya € R, (1+1’)0‘:1—|—ZH<H(04—2)> + o(z").

'1—1—:1:_2 )+ o).

Définition 4.99. Soit n un entier naturel. On dit que f admet un développement limité d’ordre
n au voisinage de a, lorsqu’il existe des constantes rélles cq, c1, -+, ¢, telles que :

f@)=co+ac(r—a)+- - +cplr—a)"+ +o((x —a)").

Remarque 4.100. 1. Si f possede un développement limité au voisinage de a, nécessairement,
f est définie dans uun voisinage de a.

2. La fonction f posseéde un développement limité au voisiange de a si et seulement si la fonction
h:x v+ f(x+ a) posséde un développement limité au voisinage de 0. Donc, en pratique,
on se ramene toujours a un développement limité au voisinage de 0 en posant x = h + a.
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Exemple 4.101. Utiliser le développement d’ordre 3 de la fonction f définie par f(x) =1+

pour calculer
o V1t —1—1x+ 122
lim 2 I
z—0 3

4.8.3 Opérations sur les développements limités

La formule de Taylor-Young permet d’affirmer 'existence des développements limités. mais le
calcul des dérivées successives d’une fonction s’avere souvent difficile. Dans la pratique, on obtient
les développements limités comme somme, produit, composées, quotients des développement limités
des fonctions usuelles.

Proposition 4.102. Soient f et g deux fonctions définies sur le méme ensemble D C R et admet-
tant au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n de partie réguliere P et () respectivement.
Alors f+ g et fg admettent un développement d’ordre n au voisinage de O dont la partie réguliére
est respectivement P+ Q) et R ou R est le polynome obtenu en ne gardant dans le produit PQ) que
les termes de degré inférieur ou égal a n. En d’autres termes si

Ve e I\{a}, f(z)=P,(z—a)+o((xr—a)") etg(x)=Qu(r—a)+o((x—a)), alors
o (f+9)(2) = (P, +Qu)(z —a)+o((x—a)"),  (Af)(x)=AP(z —a)+o((z —a)").

e La partie réguliere du développement limité de f.g est composée des termes de degré inférieur
ou égal a n du produit P,(x — a).Q,(x — a).

Proposition 4.103. Soient f : Dy — R une fonction admettant un développement limité d’ordre
n en 0 et vérifiant lim,_,o = 0, g une fonction admettant au voisinage de 0 un développement
limité d’ordre n. On suppose que f(Dy) C Dy. On écrit, au voisinage de 0

f(x) = P(x) +o(z") et g(y) = Qy) +o(y").
Alors g o f admette un développement d’ordre n au voisinage de O qui s’écrit
go f(x) = R(x) + o(z"),

ou R est le polynome obtenu en ne gardant dans QQ o P que les termes de degré inférieur ou égal
an.

Exemple 4.104. Déterminer le développement limité de eV'™® en 0 a lordre 2.

Proposition 4.105. Si la fonction f admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n

+f

et a pour limite O en 0, alors la fonction

admet au voisinage de 0 un développement limité

d’ordre n.

1
Exemple 4.106. Déterminer le développement limité de ———————~ en 0 a ['ordre 4.
1+1In(1+2)

Corollaire 4.107. Si la fonction f admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n

et si limg f # 0, alors la fonction — admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n.

f

1
Exemple 4.108. Déterminer le développement limité de ————— en 0 a [’ordre 3.

1+vV1i+zx
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Corollaire 4.109. Si f et g sont deux fonctions définies sur le méme ensemble D et possédant
admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n et si g a une limite non nulle en 0,

alors la fonction i admet au voisinage de 0 un développement limité d’ordre n.
g

Proposition 4.110 (Division suivant les puissances croissantes). Soit n € N, A(z) et B(z) deux
polynomes tels que B(0) # 0. Il existe, de fagon unique, deuz polyndmes Q(x) et R(x) tels que

A(x) = B(2)Q(z) + "' R(x), et deg() < n.
Q est le quotient de A par B a l'ordre n.
Proposition 4.111 (Quotient de deux DL). Soit a € R, n € N, f et g deux fonctions définies a

coté de a. Si f et g admettent des DL, (a), c’est-a-dire il existe un intervalle ouvert I centré en
a, des polynomes P,,Q, de degré inférieur ou égal a n tels que :
Ve e I\{a},  flz) = Pz —a)+o((x —a)"),g(x) = Qunlz —a) + o((z — a)")
et si Q,(0) # 0 (c’est-a-dire lim g(x) # 0), alors § admet un DL, (a). De plus, nous avons pour
T—a
x # a voisin de a :

P,
=G,

ot IQD—” est le quotient a l'ordre n de la division suivant les puissances croissantes de P, par ).
n

(@ —a)+o((z —a)"),

Proposition 4.112 (Intégration des DL). Soit « € R, n € N et f une fonction dérivable au
voisinage de a dont la dérivée admet un DL, (a) de la forme

fl(x) = ap+ar(z —a) + ax(x — a)®* + - + a,(z — a)" + o((x — a)™).
Alors f admet le DL, 1(a) suivant :

Qnp
n+1

f(l'):f(a)—l—ao(x—a)—I—ﬂ(x—a)2+%(x—a)3+...+

Exemple 4.113. On sait que la fonction x — g(x) = ﬁ est de classe C* dans lintervalle
| — 1,1] et que son DL,(O), pour n =2p oun = 2p+ 1, estimations

(z —a)"™ +o((z — a)™*).

1 n 135 (2p—1) , ,
= (1-)=1+ % + o(x? ).
V1 — 22 ( Z 2.4.6.- p) ( )

Comme g(z) = (arcsinz)’ alors on aura pour tout x €] — 1,1[ le DL,,+1(0) de la fonction x —
arcsin x

1.3.5- 2p—1) 21
arsinr = x + Z 206, (3p) 2p11 + o(z?1?).

Proposition 4.114 (Dérivation des DL). Soit a € R, n € N* et f une fonction définie sur un
voisinage I de a. Supposons que f soit n-fois dérivable sur I et que la fonction dérivée d’ordre n
de f, f™, soit dérivable en a. Si le développement limité de f o lordre (n 4 1) en a s’écrit

f(x)=ag+ai(z —a)+as(x —a)* + -+ apn(z — )" + any1(z — a)"™ +o((x — a)" ),
alors " admet un développement limité d’ordre n en a qui s’écrit

f/(x) = a1 + 2az(x — a) + 3az(x —a)* + - - - + na,(xr —a)" " + (n+ Dap(z — a)” + o((z — a)™).
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4.8.4 Recherche d’équivalents et de limites

Nous savons que l'équivalence des fonctions n’est pas compatible avec la somme. Aussi, pour
chercher un équivalent ou la limite d’une somme complexe, il faut passer par les développements
limités. Une fois obtenu le développement limité, on utilise la propriété suivante :

Proposition 4.115. Si f est une fonction admettant au voisinage de O un développement limité
d’ordre n dont la partie régulicre est Y, _, cxkx® n’est pas nulle. Si p est le plus petit indice tel que
¢, 70, ona:

f(x) ~pms0 apa”.
Exemple 4.116. Déterminer un équivalent en 0 de

Inz

(I1+z)=.

4.8.5 Etude d’une fonction au voisinage d’un point

St la fonction [ est définie en a, elle possede un développement llimité d’ordre 1 en a si et
seulement si f est dérivable en a. Sa courbe représentative possede alors une tangente au point
d’abscisse a. Si le développement limité est

f(x) = co+er(r —a) +o(z — a)),

ona f(a) =cy, f'(a) =y et une équation de la tangente au point d’abscisse a esty = co+ci(r—a).
Le terme suivant dans le développement limité donne la position de la courbe par rapport a la
tangente.

Exemple 4.117. Soit f la fonction définie par f(x) = six #0 et f(0)=1. Etudier f

x
In(1+ x)
au voisinage de 0.

4.9 Fonctions convexes et fonctions concaves

4.9.1 Définition

e Soit f une fonction numérique de variable réelle définie sur un intervalle I contenant au
moins deux points. On dit que f est convexe sur I si :

V(z,y) e I?, VAe0,1],  fQz+(1=Ny) <Af(z)+ (1 —XN)f(y)

e Une fonction f est dite concave si son opposé —f est conveze.

e Une partie X de R? est dite convexe si pour tout (A, B) € X?, le segment [AB] est contenu
dans X.

4.9.2 Interprétation géométrique de la convexité

1. Soient M(z, f(x)) et N(y, f(y)) deuz points de la courbe représentative de f. On désigne par
G le barycentre du systéme {M(X); N(1—M\)}. Alors on a G(Az+(1=N)y; Af(z)+(1=X) f(y)).
On désigne par P le point de la courbe de f d’abscisse \x + (1 — N)y. Ainsi en utilisant la
définition de la convexité, on déduit que P est situé en dessous de G.

Une fonction est convexe si et seulement si tout arc de sa courbe représentative
est situé en dessous de la corde correspondante.
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2. Une fonction est convexe si et seulement si la région du plan situé au-dessus
de sa courbe représentative est convexe.

Théoréme 4.118 (Inégalité de Jensen). Soit f une fonction convexe sur un intervalle I. Alors
on a :
Vn22, V(.I'l,xg,"' ,iL'n)E[n, V()\l,)\g,"' ,)\n)GRZL_Z

=1 =1 =1

Démonstration. On fera une démonstration par récurrence sur n > 2.

e Pour n = 2, on a le résultat, qui est une déduction de la définition d’une fonction convexe :

V(xy,29) € 12, V(A1 A\g) € Ri,

)\1 + )\2 =1= f()\l«rl + )\2132) = f(>\1I1 + (1 — /\1)%’2)
< AMif(zr) + (1 = M) f(z2) = Mif(z1) + Ao f (x2).

e Soit n un entier supérieur ou égal a 2 pour lequel la propriété est vraie.
n+1

Soit (1‘1,1'2, e ax’n-‘rl) € [nJrl’ ()\17)\27 e a)\n-‘rl) € R1+1 tel quez)\i = )\1 + /\2 + >\n+1 =1
=1

n+1 n
f (Z Aﬂi) =/ (Z Ai; + )\n+1l’n+1> :

=1

On sait que

n+1
Posons A = Z A
i=1
(a) Si A # 0, on désigne par £ le barycentre des points pondérés (z1, A1), (22, A2), -+ (Tn, An).
Comme [ est un intervalle alors £ € I et on a :

i=1
Par ailleurs on a :

n+1 n
f (Z )\ZZBZ> = f <Z )\le + >\n+1$n+l>
=1

i=1
= fAS+ A1ny1)
< Af(E) 4+ Mgif(zpy1),  dapres Phypothese de convexité de f

A — \i
Or ¢ = Z sz et Z A= 1. Donc d’apres I'hypothese de récurrence
i=1 i=1

=1 (Z %x) <" T,
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D’ou en définitive on a :

n+1

n+1
(Zm) <AZ TS @)+ Mr f (@) ZAf ;).

’ -]

O

Théoreme 4.119. Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I. f est convexre sur

z)— f(x
I si et seulement si pour tout xy € I, la fonction x +— Jl@) = fao) est croissante sur I\{xzo}.
r — 29
Démonstration. 1. Supposons que f est convexe sur I. Soit x¢ € I et soit x, x5 deux éléments

de I\{xo}. On suppose que xy < 21 < 9, alors il existe A €]0, 1] tel que x1 = Axg+ (1 —N)xs.
Par conséquent

f(x1) = f(Azo + (1 = Nxa) < Af(20) + (1 = A) f(72),
d’on
fla) = f@o) < (1 = N)[f(x2) — f(z0)]-
Or x1 —xg = (1 — X\) (w9 — z9) et &1 — x¢ > 0, par conséquent

f(x1) = f(xo) < f(x2) — f(xo).

T1 — X o To — g

Les mémes arguments marchent lorsqu’on a x; < xg < s ou 1 < xs < xy. Ainsi 'applica-

tion z — —f(xu,z:j:(xo) est croissante sur I\{xo}.
0
4o ) ot f(@)—f(z0) :
2. Réciproquement, supposons que l'application z +— === "= est croissante sur / \{xo}, pour

tout xy € I. Soit (x,y) € I* avec x < y et soit A €]0,1[. On pose z = Az + (1 — \)y. Par
conséquent r < z < y et on a:

fz) = flx) _ fly) — f(z)

< ;
z—x Yy—x

d’on f(z) < f(z)+ =2 (y) = f(2)]. =1=A;dou f(z) < f(z)+(1=N)[f(y) = f(z)],
cest-a-dire f(z) < Af(x)+ (1 —N)f(y ) On a ainsi montrer que

fAx+ (1 =XNy] < Af(x)+ (1 =N f(y), pour tout A €]0, 1].

Cette inégalité étant évidente pour A = 0 ou A = 1, on conclut que f est convexe sur I.
O

Théoréme 4.120. Une fonction de R dans R dérivable sur un intervalle I est convexe sur I si
et seulement si, sa dérivée est croissante sur I.

Démonstration. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

1. Supposons que f est convexe sur I. Soit (x,y) € I? avec x < y. Pour tout z €]z, y[ il existe
a €]0, 1] tel que z = ax + (1 — a)y. Par conséquent on a :

f(z2) = flax+ (1 —a)y) < af () + (1 —a)f(y),
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ce qui implique

f2) = f(x) _ f(2) = fy)
2—x = z—-y
En faisant tendre z vers z a droite on obtient f'(z) < % De méme en faisant tendre
z vers y a gauche, on obtient % < f'(y) et on déduit alors que
fly) = f(=
ra) < {10 o gy,

On conclut que f’ est croissante sur 1.

2. Supposons que f’ est croissante sur I. Soit (x,y) € I?* tel que x < y. Soit (D) la droite
joignant les points de la courbe représentative de f d’abscisses respectives x et y dont
I'équations est : y = max + p. On définit la fonction g par : g(t) = f(t) — (mt + p), avec
t € I; g est dérivable sur [z,y] et ¢'(t) = f'(t) — m. D’apres le théoreme des accroissements
finis il existe ¢ €]z, y| tel que f'(c) = m c’est-a-dire ¢'(c) = 0. Comme [’ est croissante sur
I, alors ¢’ est aussi croissante sur [z, y]. Par conséquent ¢’ est négative sur [z, c| et positive
sur [c, y]. On déduit que la fonction g est partout négative sur [z,y| : la courbe de f est en
dessous de sa corde; f est donc convexe sur I.

]

Corollaire 4.121. e Une fonction de R dans R au moins deux fois dérivable sur un intervalle
I est convexe sur I si et seulement si sa dérivée seconde est positive sur I.

e Une fonction de R dans R au moins deux fois dérivable sur un intervalle I est concave sur
I si et seulement si sa dérivée seconde est négative sur I.

Démonstration. Sur l'intervalle I, f’ croissante <= f” positif O

4.9.3 Quelques applications

La fonction © — f(x) = —Inx est continue et au moins deuz fois dérivable sur |0, +oo[. De

plus on a : f"(z) = & > 0. ainst la fonction © — f(z) = —Inz est conveze sur |0, +oo[. On

déduit, en utilisant [inégalité de Jensen que :

flanzy + aaza + -+ + apry) < ayf(zr) + aaf(22) + -+ + an f ()

pour tout (x1, e, -+ ,x,) € (]0,+00])"™ et pour tout (a1, g, -+ , o) € ([0, +00[)™ tels que ZO"' =1,
i=1
c’est-a-dire

agIn(zy) + agIn(xg) + -+ - + a, In(x,) < In(ax; + @oxe + -+ -+ + apy).

Par conséquent pour tous (x1, 22, - ,x,) € (]0,+00])" et pour tous (aq,az, -+ ,ap) € ([0, +00])"
on a:
ity et < aqry  eg + -+ (4.9.1)
En particulier si oy = g = -+ =, = %, on déduit de (4.9.1) que :
T T Ty < m1+x2+"'+$n’ pour tous (1,2, ,x,) € (]0, +o00[)". (4.9.2)

n
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Ainst la moyenne géométrique de n réels strictement positifs est plus petite que
leur moyenne arithmétique.

On applique l'inégalité (4.9.2) pour n = 3 a (11,22, 23) = (a®,b3,¢%) pour a,b,c > 0 et on
obtient

a® +b* + ¢® > 3abe, (4.9.3)
puis a (x1, 2, x3) = (a,b,c) pour a,b,c >0 et on obtient
(a+b+c)® > 27abe. (4.9.4)
Par ailleurs en prenant x; = i, pour tout i € {1,2,--- ,n}, dans (4.9.2) on a :
n 1
VneN,  Vnl< n; (4.9.5)

D’autre part, en appliquant 'inégalité (4.9.1) pour (z1,z9) = (z,y) € (]0,+00[)? et (a1, ) =
(o, B) € ([0, +00])? tels que a+ =1, on a

%y’ < ax + By. (4.9.6)
Soit (ay,as, -+ ,a,) € (]0,+00[)™ et (by,ba, -+ ,b,) € (]0,+00))" deuz suites de réelles. On pose

“ b’
r= i e y=—— dans (4.9.6) et on a :

n n
1

Sar 2w
=1

i=1
. ;
aibi a’ b;
- Bgan’ —I—anl. (4.9.7)
n 1 n 1 1 1
a/ia bZB aia b’L
En faisant la sommation pour i € {1,2,-+- 'n} on a :

n
E a;b;
i=1

c’est-a-dire 5
S ab; < (Z a) (Z bf) (Inégalité de Hélder) (4.9.8)
; =1 =1

1
Pour a = = 5 on obtient

n

Zaibi < Za?. be (Inégalité de Cauchy-Schwartz) (4.9.9)
i=1 i=1 i=1

<i aibi> < (i a?) : (i b?) (4.9.10)

ou bien
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4.10 Exercices

4.10.1 Exercice

Détermaner le développement limité a ['ordre 2 au voisinage de O de :

1
v 2. z+— (1+V1+2)7;

1 pr—— " .
24+ 2

3. x> (1+21)7.

4.10.2 Exercice
Détermaner le développement limité a ['ordre 3 au voisinage de 1 de :

1
T —> xhe-1,

4.10.3 Exercice

Calculer la limite +00 de la fonction f définie par :

r— f(z) = 2? (1+i>x—e$31n (1—{—;).

4.10.4 Exercice

Prouver que

1 n 1 n+1
Vn € N¥, (1+—) <e<(1+—) .
n n

Donner le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f définie par :

f@)=Vita.

\/1+:p717%2+éx2
3 .
T

4.10.5 Exercice

En déduire la limite lorsque x tend vers 0 de

4.10.6 Exercice

Ftudier les asymptotes de la courbe représentative de chacune des fonctions suivantes

L z—Vald+ao+1—V422 =3z +2; 2. 2+ /(224 1)(z —3);

3. x— 22In

142

4.10.7 Exercice

Soit f la fonction définie par :

el—i-l
f(x): I :
ez — 1

Etudier les variations de f, Uallure de la courbe au voisinage du point d’abscisse 0 et les asymptotes

de la courbe de f.
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4.10.8 Exercice
Soit f la fonction définie par :
1
f(z) = zex=.

Etudier les variations de f, lallure de la courbe au voisinage du point d’abscisse 0 et les asymptotes
de la courbe de f.
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