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Premiere partie

Introduction a la Topologie
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I CoapiTRE Un

Espaces métriques et Espaces vectoriels
Normes

1.1 Espaces métriques

1.1.1 Notion de distance
Soit E#£¢et f: EXE—R

On dit que f est une distance sur F ou est un espaces msur F si f vérifie les propriétés suivantes

Propriétés 40

o V(z,y) € E? f(z,y) 20et f(z,y) =0 z=1y (positivité)
o V(z,y) € E% f(z,y) = f(y,2) (symétrie)
o V(x,y,2) € B3 f(x,y) < f(z,2) + f(2,y) (inégalité triangulaire)

Si f est une distance sur E alors le couple (E, f) est appelé ”Espace métrique”

1.1.2 Quelques exemples :

ffRxR— R
| lsiz#y
* V(z,y) € R% f(z,y) € {0;1} C [0, +o0[ donc f(x,y) > 0 pour tout (z,y) € R%De plus par
définition de fona: f(z,y) =0 =y

* flo,y) =1= f(y,z)sizF#yet fx,y) =0= f(y,z)siz=y.
Donc Y(z,y) € R? f(z,y) = f(y,2).

x inégalité triangulaire

- 1% cas: x =y. Soit z € R
y#Fz= 7y
siy=z= y=z=v
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Boules ouverts-Boules fermées-Sphéres 7

2°Meas @ XF£ Y

r=y
Soit z € Ry # 2z = ou ety=z=ux#z

xF#z

Donc f est une distance sur R

f:RxR— R
(7,y) — |z —y| = max(z — y; —(z — y))

@ flz,y)=0et f(z,y) =0 x=y

@ f(z,y)=lz—yl=|—(z—y)|=|y—z|= fly,z) donc f(z,y) = f(y,z)

@ inégalité triangulaire

2)|[+1(z = y)|
f(z,2) + f(2y)

Donc f est une distance sur R
Exercice :

Soient X = (21,x2,23,  Tpn) ER™ et Y = (y1,Y2, Y3, - Yn) € R"

n

IX.Ylh =) lzi—wl XYz =

i=1

n

Z|$i—yi|2

i=1

1X, Yl = maz(|z; — yil)

Montrer que || X,Y||1, || X,Y||2 et || X, Y||35 sont des distances sur R™.On les appelle les distances usuelles de R"

Conséquences :£1

I Si (E, f) est un espace métrique alors V(z,y,z) € E2 on a : |f(z,y) — f(y,2)| < f(x,2)

Preuve :
| {70

1.1.3 Boules ouverts-Boules fermées-Sphéres

((E,Z) = |f(1',y) - f(y,z)| < f(:c’z)

NN

f(z,2) + fy,2) flz,y) = fly,2)
fly.a) + fla,2) { -

Soit (E,d) un espace métrique a € E et r > 0
% On appelle boule ouvert de centre a et de rayon r,le sous-ensemble de E noté Bo(a,r) tel que :

Bo(a,r) ={z € E/d(a,z) < r}

Ainsi z € Bo(a,r) & d(a,x) <r
% On appelle boule fermée de centre a et de rayon r,le sous-ensemble de E noté By(a,r) tel que :

By(a,r) = {x € E/d(a,x) <1}

Ainsi ¢ € By(a,r) & d(a,z) <7
% On appelle Sphére de centre a et de rayon r,le sous-ensemble de E noté S(a,r) tel que :

S(a,r)={x € E/d(a,z) =1}

Ainsi z € S(a,r) & d(a,x) =7
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Boules ouverts-Boules fermées-Sphéres 8

Remarque : £

B(a,r) = B(a,r) U S(a,r)
- Si B(a,r) est un ouvert alors B(a,r) est un fermé
- Si B(a,r) est un fermé alors B(a,) est un ouvert

Exemple 1 :

Soit E # ¢ et d(x,y) = { (1) Zi i f z ; d est appelée ”distance discret” sur F.
Résultats :Soit r > 0; B(a,r) = {z € E/d(a,x) <1}

1ecas :Si r €]0;1]; B(a,r) = {a}

2°mcas :Sir €]1;+o00[; B(a,r) = E

= {a}si 7 €]0;1]
B(a,r) = { Esi re[l;+o0]

¢ sir€l0;1]
S(a,r) = ¢ sire[l;4o0]
E—{a} sir=1

Exemple 2 : E = RZ.0On munit R? des distance usuelles suivantes

Résultats : Soit X = (z1,22) et Y = (y1,92)

di(X,Y) = |z —y1| + |22 — 92y d2(X,Y) = /(21 — y1)2+ (22 — 32)%  d3(X,Y) = maz{|z1 — y1]; |22 — yol}
Soit a = O = (0;0) € R?

B, (a,1) = {(z,y) € R*/d1[0; (z,y)} <1}
= {(z,y) € R*/|z| + |y| < 1}
={(z,y) eR*/z 20,y > 0,2 +y <1} U{(z,y) ER*/2 >0,y <0,z —y <1}
U{(z,y) e R*/z < 0,90, —z +y < 1} U{(z,y) e R*/z <0,y <0,—z —y < 1}
-~
Yy
1
z -
-1 o 1 4
-1

By, (a,1) y) € R?/ds[O; (2, y)] = 1}

(z
(r,y) € R?/\/22 + 42 =1}

(z,y) € R?/a? +y? = 1}
Ainsi Bg, (0, 1) est un cercle de centre O(0;0) et de rayon 1

{
{
{
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Les normes usuelles de R™ 9

Y

Ba,(a,1) = {(z,y) € R?/d5[0; (z,y)] = 1}
{(z.y) € B /mazlal +|y| = 1)
Bay(a,1) =] =1 1[x] = 1;1]

A

Y

1

Y

1.2 Espaces vectoriels normés

Soit E un espace vectoriel sur K avec K=RouK=Cet f: E— R
On dit que f est une norme sur E si f vérifie les propriétés suivantes.

Propriétés :

o VzeFE, f(x) 20et f(2)=0& 2 =0g
o V(z,\) e ExA\ f(Az)=I|\.f(z)
o V(z,y) € E* f(z,y) < f(z) + f(y)

Si f est une norme sur E alors le couple (E, f) est appelé ”Espace normé”

1.2.1 Les normes usuelles de R"

Soit X = (z1, 22,23, - x,) € R®
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Normes équivalentes 10

n

@ XN =Y leal = |wa| + o] + lws| + - + o]
i=1

@ || X]l2 =

n
Z |22 = \/|z1] + |@2] + |z3] + -+ 4]  (Norme euclidienne)
i=1

® [} o = max (|

Remarque : &

Soit (E,|.]|) un espace vectoriel.Alors 1’application
d:ExE —R"

(z,y) +—d(z,y) = [z -yl
est une distance sur F

Preuve : evident
Exercice : Montrer que tout espace vectoriel est un espace métrique.mais la réciproque n’est pas vraie.
On peut considérer z — N(z) = a(x,0)

1.2.2 Normes équivalentes

Soit f1 et fo deux normes sur un méme espace vectoriel.
On dit que f; et fs sont équivaentes, s’il existe deux constantes: positives a et b telles que

Va € E,a.f1 (.’IZ) < f2 < bf1 (.’E)
Exercice : Montrer que les normes usuelles sur R™ sont deux a deux équivalentes
n n
X0 =2kl o Xl = | Sl X = e )
1= 1=

- Soit X = (21, x2,23, ) € R"

n

@ XN =) leal = |wa| + o] + |es| 4+ Jea] et | X2 =

i=1

n

S lzil2 = VI 22+ 2P+t [l

i=1

n

Ainsi || X[J5 =) |2l = Jaa[* + |22l + Jas|* + - + |2

Vie (L2 m) 0<lml <X = a2 < |X|2
X < X2
Xl < vAlXE (@

PAXIE = ol < IXNE - (B)

De méme Vi € {1;2;---n} X3
1
SIXlr < nllXllz - ou —[X ] < X2 < vl XL

De (a) et (b) on a : %||X||2

n
@ [IXlloo = max (jail) et [X]s :;Ixil = [e| + x| + |z3| + - + ||
=

1
Ona:|[Xfeo <l2a] (a) et X[ <nlX]loo = —[ X[l <[ Xloo  (5)

1
De (a) et (b) on a: —[|X[ls < [|X[loo <7l X]lx
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Sous-ensembles ouverts de R™ 11
® IX]lo = || S lail? = VP + ol T maf 4t P et (X[l = max (jai)
| =V]z1]? + w22+ |zs2 + - + [z,]2
<VIIXTZ X% + X%+ + X1
< Vil X
De plus | X2 > | X[l dome [ X[loe < [X]ls < v/ [ X]|oc
Théoréme : £
I Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes
1.2.3 Boules et Sphere d’un espace vectoriel normé
Soit (E,||.]|) un espace vectoriel normé
Boules ouvert : Bo(a,r) = {x € R"/||lz —al| <7}
Boules fermé : By(a,r) = {z € R"/||z —a| < r}
Sphere S(a,r) = {z € R"/||lx —al| =1}
1.3 Sous-ensembles ouverts de R"
Soit A C R™
On dit qu'un sous ensemble A dans R™ est ouvert dans R™ si :
e A=¢
o VreA3Ir=r(z)>0/B(x,r)CA
Exemple : —R" et ¢ sont des ouverts dans R"
—Toutes boules ouvert de R™ est un sous-ensembles ouvert de R".
Preuve :
Soit A = B(a,R),a € R™", R > 0.
Montrons que B(a, R) est un ouvert dans R™.
R— || Xo—
Soit Xy € B(a, R). Posons r = M > 0 et montrer que B(Xy,r) C B(a, R).
Soit X € B(Xo,r)
Montrons que X € B(a, R) c’est-a-dire que || X —a| < R
Ona:f|X —af =I[|(X—Xo)+ (Xo—a
<X = Xoll + | Xo — al
<7+ |Xo —all car X € B(Xo,r)
R— || Xo— R— || Xo—
< ” 0 (IH + ||XO _ aH car r — || %0 aH
R—||Xg—a R+ || Xo—a
< || 20 H + ||X0 _ aH — || 20 ‘
R+ R
R Xy € B(a, R)
X —a|l <R
Donc || X — a|| < R. Par suite | X — al| < R.
Donc toutes boules ouvert de R™ est un sous-ensembles ouvert de R™.
On appelle topologie sue R™ définie par la norme ||.||, 'ensemble des sous-ensembles ouverts R™ ou la famille des

sous-ensembles ouverts R"™
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Recouvrement d’ouvert 12

Exemple : Montrer que si ||.|[1 et ||.||2 sont équivalentes sur R™ alors elles définissent une méme topologie sur R™

Propriétés : £

Les ouverts de R™ vérifient les propriétés suivantes :
(Py) Toute réuion quelconque d’ouverts de R™ est aussi un ouvert
(P») Toute intersection fini d’ouverts de R™ est aussi un ouvert

(P;) L’ensemble ¢ et R™ sont des ouverts dans R”

Preuve :

(Py) Soit (O;);er une famille d’ouverts de R™

Posons A = U;c10;. Soit z € A = U;;0;. 1l existe ig € tel que z € O,,.

Puisque O;, alors il existe r > 0 tel que B(x,r) C A car O;, C A. D’ou A est un ouvert de R"

(P2) Soit (01,02,03,---,0,) n sous-ensemble ouvert de R™.

Posons F' = Nj;0;.S0it X € F,Vi € {1;2;---;n}. Puisque O;, est un ouvert de R",Vi € {1;2;---;n}.
Alors il existe r; > 0/B(z,r) C O;,Vi € {1;2;---;n}.

Posons r = in£ r; > 0. Alors il existe B(X,r) C B(X,r;),Vi € {1;2;---;n}.

<ign

Ce qui implique que B(X,r) C F. D’ou F est un ouvert de R"

Exercice : Soit (a,b) € R%.Montrer que Ja,b[= {z € R/a < x < b} est un ouvert de R

Solution :
Soit x — N(x) = ||
Ja,b[ = B(xo,7)
={r eR/|x —xo| < r}
={zeR/—r+zo<z<r+axo}
Alors

b—a
To—T =a = >0
ro+7r =D a+b
2

8
S
I

Donc Ja, b= B <a—|—b7 b—a>
2 2

Soit x €]a, b[ on cherche r > 0/B(z,r) Cla, b|

B(a,r) ={yelz—yl<r}
=]l—-r+z,r+z

O<r<a-=
O<r<b-—z
= r =]0;max(a — z,b — x)|

a<zr—r<r<x+r<b é{

1.4 Recouvrement d’ouvert

Soit A un sous-ensemble de R™"(A C R™). On dit qu'une famille (O;);cr est un recouvrement de A si
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Sous-ensembles fermés de R™ 13

(Ol) CR"Viel,

A C Uie1O;

Si de plus O; est un ouvert dans R™, Vi € I, alors le recouvrement est diy ouvert.
Si de plus I’ensemble des indices I est fini alors le recouvrement est dit fini.
(O,)icr est un recouvrement de A alors 35 € J tel que J C I et A C U1 O;,

la famille (O;),cs est appelée sous-recouvrement de A.

1.5 Voisinage d’un point

Soit Xy € R™. On dit qu’un sous-ensemble A est un voisinage du point Xy dans R™ g’il existe une boule ouvert
centrée en Xy et contenue dans A.

Remarque : A est ouvert dans R si et seulement si A est voisinage de chacun de ses points.
Propriétés : &n
Soit Xy € R™
(P1) Toute réunion quelconque de voisinage X est un voisinage de Xj.
(P2) Toute intersection fini de voisinage de X est un voisinage de Xj.

(P3) SiV est un voisinage de Xy et V C V' alors V' est un voisinage de X .

1.6 Sous-ensembles fermés de R"

Une partie A de R™ est un fermée dans R™ si son cmplémentaire Cﬁ‘nest un ouvert dans R™.

Exemple : e Tout singleton est fermée dans R™.
e ¢ et R" sont des fermées de R™.
e Les boules fermées sont des sous-ensembles fermés de R”.

Résolution

Soit a € R alors {a} est un fermé.

En effet Cﬂgi} =] — 00, a[U]a, +00[ est un ouvert de R".
De maniere générale.

Si a € R™ alors {a} est un fermé de R™

n=2 et a=(a1,as)

cls X € R?/z £ R}

(z,y) € R?/(z,y) # (a1,a2)}

(r,y) € R?/z # a1 ou y # as}

R—{a} xR)UR xR —{a})

| — 00, a1 [xR[) U (Rx]az, +oo[) U (Rx] — 00, as[) U (Rx]ag, +00l)

{
{
{

(
(
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Propriétés : &1
Soit Xy € R™
(Py) Toute réunion fini de fermé de R™ est fermé dans R™ .

(P;) Toute intersection quelconque de fermé de R™ est fermé dans R™

(P3) ¢ et R™ sont des fermées de R™ .

1.7 Intérieur

Soit A C R™ et Xg € R™

> On dit que X est un point intériur lorsque

Ja > 0/B(Xp,a) CA

= Aou int(A) est appélé intérieur de A
Ainsi x € A < z est un point intérieur & A
< Ja>0/B(z,a) C A

Propriétés : #v
(P1) AcA(xe A= zcB(r,a)c A
(Py)  Aest la réunion de tous les ouverts contenus dans A
(P3)  Aest le plus grand ouverts contenus dans A c’est-a-dire Q est ouvert et Q C A alors Q CA

(P;) A est ouvert & A= A

Exemple : int(]a, b]) = int(]a,b]) = int([a, b]) =a, b]

1.8 Extérieur d’un ensemble

o

P
Soit A C R", ext(A) = C4.
Exemple : ext(]a,b]) =] — 00, a[U]b, +o0|

1.9 Adhérence ou fermeture d’une partie

Soit A C R™ et a € R".
> On dit qu’un points a € R™ est adhérent & A si toute boule ouverte centrée en A.C’est-a-dire

Va > 0,B(a,a)NA# ¢
= A ou adh(A) est appelé Adhérence de A
reAeVa>0,Bla,a)NA#£P

Remarque : Va € A et Ya > 0, B(a,a) N A # ¢ donc AC A
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Propriétés : &1

(Py) A est appelé adhérence et est l'intersection de toutes les parties fermé de R”
(P,) F estun ferméet AC F alors A C F
(P3) Aestfermé < A=A

Exercice : Montrer que Q =¢get@Q=R

Résolution :

(@ Q=0 o
Supposons que Q # ¢ et a €Q
a€Q <<= 3Ja>0/B(a,a)CQ
<~ Jda>0/la—a;a+a[CQ
Ce qui est absurde car |a — «; a + «of content des nombres irrationnels. Donc Q =¢

(b)) Q=R

QcR @

Montrons que R C Q

Soit € R alors Ja > 0, B(z, o) =] — a; & + «f contient des nombres irrationnels.
Donclz —a;z+a[Q#¢p=2cQ @.

De @ et @ on a alors Q =R

Remarque : &

I (A,F,.(A), Ext(A)) constitue une partition de R”

1.10 Parties bornées de R”
Une partie A de R™ est dite bornée dans R™ s'il existe M > 0 tel que
VX € A | X|| € M.
De fagon équivalente, A est bornée dans R™ si A est contenue dans une boule centrée en origine.C’est-a-dire
Jda > 0/A C B(Ogn, @)

Exemple :
1.Tout sous-ensemble fini de R™ est borné dans R".

En effet A= {X;7,Xs,---,X,} CR".Onprend M = sup ||X;||. OnaVX € A, || X;|| <M

1<i<n
2.Toute boule de R™ est partie bornée dans R™.
En effet A= B(Xy,R) CR". On a || X — Xo| < R. D’apres la deuxieme inégalité triangulaire on a :
X1 = 1 Xoll < B = [ X]| < R+ [ Xol

Posons M = R+ || Xp||. On a ainsi VX € A, || X;]| < M
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1.11 Point d’accumulation

Soit A C R™ et a € R"™.

On dit que X est un point d’accumulation de A si toute boule ouverte centrée en X, rencontre A en des points

autres que Xo.C’est-a-dire
Xy €A
vV V voisinage de Xo; VN A= {Xo}

1
Exemple : A = {;n € N*}
n

<= voisinage de Xo; (V\ {Xo}) NA# ¢

1 1
Montrons que x, = 3 est un point adhérent a A.Il suffit de montrer que B(§7 a)NA#¢,Va > 0.

B(3,0) =]y a5 +af

1 1 1
OncherchenoeN*/i—a<f<*+oz

no 2
2
A= nEN/2a+1

D’apres Archimede A # ¢, B = {n eN/

1 -2«

1
ler Cas : v > —
as:a>g

1
a>§ = dng € N*;ng >

1 12a 1
:§—a<0<n—0<§+a
2°Cas : a €]0, %[
1< <ng < : 2 _ - G2
20+ 1 1 -2« 200+ 1 20+ 1
B(%é) _J0:1; VneN*0<%<lDonc 10,1[NA # ¢

1.12 Suite dans R"

1.12.1 Suite numérique

Soit C N — R"

2 } {525}

. 1
st a0 €]0, 5[

st €]§,+oo[

>0 Ainsi ANB # ¢

n —Uk)=U = (u,g,u,f,ug,-- Jup)

,e~"™. 2n + 1) est une suite de R3

S|

Exemple : U,, = (

1.12.2 Suite bornées dans R"

Soit ICN — R”
n  +— U une suite de R"

On dit que la suite U est bornée dans R™ s’il existe une constante M > 0 telle que Vk € I, [|Uy|| < M.

Proposition : #0

Une suite (Uy)rer est bornée dans R" si et seulement si ses suites composantes

sont bornées dans R"™
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Preuve :
Considérons la norme ||.|| = ||||co sur R™
Vk €1, Uikl oo = sup |Uik| ot Uy = Uk, Usk, - -+ ,Unk) € R™VE € I, |Ur)|co < M
1<ign
Alors la suite (Ui )ker, i = {1,2,--- ,n} est bornée dans R
Réciproquement si i = {1,2,--- ,n}, alors les suites (U )rer sont bornées dans R par M; > 0.
En posant M = sup M;, on a bien Vk € I, |[Uy|| < M c’est-a-dire la suite (Uy)rer est bornée dans R™.
1<i<n

1.13 Les parties compactes R"

On dit que A est une partie compacte si V(O;);er/A C UierO;
Soit J une partie finide I, 3j € J C I/A C U;5¢50;

1.14 Les parties connexe

On dit que A est une partie compacte si VO1,O2/O01 N Oy = ¢
A201U02:>(91:¢0u(92:¢
Soit (a,b) € R%,a < b
x € la, bl <=t e[0,1]/zr=ta+ (1 —1t)b

Exemple : Soit B(O,1) € R", O = Og~. Montrer que B(O, 1) est une partie connexe de R™.
Soit u,v € B(0O,1) c’est-a-dire ||u|| < 1et ||v|| <1

Soit x € [u,v], montrons que z € B(O,1).

x € [u,v] = Ft €[0,1]/z =tu+ (1 —t)v

[zl ~=1ltu+ (1 —2t)v]
< ltuf + (X =)ol
< tuf + @ =)ol
<t+(l-t)=1

[z <1

On a montré que « € B(0O, 1). Donc B(O, 1) est une partie connexe de R™.
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CuapITRE Deux I

Fonctions de plusieurs variables,
continuités et différentiabiliés

2.1 Fonctions de plusieurs variables

Définition :
(1)  Soit U un ensemble ouvert de R™ (avec U # ¢ )
Une application f: U C R est appelée Fonctions de plusieurs variables
(2)  Une application f: U C R™ est appelée Fonctions vectorielle & n variables
Propriétés : £
f:UCR* —R
xz(l'h.’l?g,"',l’n) Hf(x):f(x17$27'”7xn)

Exemple: f: R} — R
(z,y,2) = f(z,y,2) = 2® +y° +2°

2.1.1 Ensemble image

Soit U CR™ et f: U — R™.
On appelle 'ensemble image de U par f I'ensemble noté f(U) tel que

fU)={f(z),z €U}
f est bornée si f(U) est une partie bornée de R. C’est-a-dire
aM >0/f(U) c B(O,M)
Ainsi f est bornée <= 3IM > 0/Vx € U, |f(z)| < M

2.1.2 Graphe d’une fonction
(1) Soit f: Dy — R avec Dy C R.

Gr(f) ={(z.y) eR*/y = f(z),x € Dy}
Gr(f) =A{(z, f(z))/z € Dy}

(2) UcCR?etf:U—R

GT(f) = {(:v,y,z) € Rg/z = f(ﬂ%y)}
Gr(f) ={(z,y, f(z,y)/(z,y) € U}

(3) D’ une maniere générale U CR" et f: U — R

GT(f) = {(:I:l,xg,--'l‘n) € Rn/f(xlax%"'xn)}

Analyse II: Prof Liamidi A. Leadi Fonction de Plusieurs Variables © ENS-FAST-UAC 2013-2014



Continuité des fonctions a plusieurs variables 20

2.1.3 Ligne de niveau

SoityeRetUCR" et f:U —R.
On appelle Ligne de niveau « I’ensemble noté %, tel que :

¢ —{reU/fx)=")
— ({7}

Exemple : R2 — R
(v,y) — 22 —-22x+9y>+y+3
Déterminer les lignes de niveau ~

2.1.4 Fonctions homogenes

Soit f: U C R™ — R une fonction. On dit que est homogénes de dégré A si
VeeU et VBER;f(B.x)=pFf(x)
Exemple: f:R? — R
22y + ot

2x — 3y
Montrer que f est homogenes de dégré a préciser.

(r,y) — 32% —3y> +

2.2 Fonction continue

2.2.1 Continuité des fonctions a une variable

Soit f:R— RetaecR
On dit qu’'une fonction f est continue en a si :

(1) aGDf

(2) lim f(x) = f(a) c’est-a-dire :

r—a
Ve >0,30 >0/(x € Dy et |z—a|]<d)=|f(z)— fla)]<e¢
Exemple: f:R? — R
1
xzsin<> st x#0
x
0 st =0

(z,y)

Montrer que f est continue en 0

2.2.2 Continuité des fonctions a plusieurs variables

Soit f: R™ C U — R™ une fonction quelconque et © = (21, z9, - x,) € R
On dit qu’'une fonction a plusieurs variable est continue xq si
(1) To = (lE(l],LE(Q), 7372) eU

(2) lim f(z) = f(xg) est-a-dire :

Tr—xTo
Ve>0,30>0/(x €U et |z—zollrn <) = |f(x)— f(zo)|rm <&
Exemple : f:R? — R
In(1 + zy?)
(z,9) 21y
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1. a. Déterminer le domaine de définition de f
b. La fonction est-elle continue en tout points intérieur de son ensemble de définition ?

c. Calculer
lim x,
(z,y)—(0,0) f@y)

d. Peut-on prolonger f par continuité en (0, 0)
2. Méme questions avec la fonction g définie par :

~ In(14zy)
g(il',y) - 1_2 +y2

Propriétés : #o
Une fonction est continue sur un ensemble F si elle est continue en chaque point de ’ensemble E.

L’ensemble des fonctions continues sur E est noté €°(E) ou f est de classe €° E.

2.2.3 Fonction lipschitzienne de rapport k
Soit f: R™ C U — R™. On dit que f est lipschitzienne de rapport k& ou k-lipschitzienne si
k>0, |f(z) = fWIl < kllz =yl Yo,y € R"

Si0 < k<1 alors f est contractante.
Exemple : ||.|| : R* C U — R telle que ||.|| est une norme sur R™ | est 1-Lipschitzienne.Car on a :

ezl = fll < llz =yl

2.2.4 Continuité uniforme
Soit f: R™ C U — R. On dit que f est uniformément continue sur U si

Ve>0,3a>0/NVz,y €U |z -yl Sa=|f(z) - fly)| < e

Théoréme : £0

(Py) Tout application uniformément continue est continue. Mais la récproque n’est pas toujours vraie

(P2) Soit E une partie compacte de R™. Alors toute application continue sur E est uniformément continue sur £

2.3 Différentiabilité

2.3.1 Application partielles

Soit I'application f: U C R® — R
1':(‘%171'2,"';5671) }—>f(1'):f(l'1,1'2,"',.’£n)
On appelle application partielle en xx, k € {1,2,--- ,n}, Papplication f telle que

kaUC]Rn — R
x> f(rr) = felz, 22, ,2p)

Exemple: f:R> — R
(z,y32) > flz,y;2) = 32° = 3y® — 2zyz + 2°
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2.3.2 Dérivées partielles

La dérivée partielle lorsqu’elle existe est la limite du taux de variation de f au point zy définie par

T—To X — X ox

0
Le réel a—f(xo) est appelé la dérivée partielle par rapport & la variables x au point xg
X

Exemple : Soit f : R? — R. On a :

of BT f(z,y) — f(xo0,y0)
%(xo, vo) = zlgrzlo T — 20

. f(‘xay)_f(x()vy())
—_— =1
Ay (0, ¥0) v Y — %0

- Calcul de la dérivée partielle par rapport aux variables z;
Le calcul de la dérivée partielle de f par rapport & la variables z; consiste a faire la dérivée de I’expression en

considérant que les autres variables différente x; sont des constantes.

Exemple : f:R? — R
(z,y,2) > flx,y,2) =32 — Sa'y + 42°
Déterminer les dérivée partielle de f au point X = (z9, yo, 20)

- Calcul des dérivées partielles d’ordre 2 de f par rapport =

Exemple : Soit f:R? — R
(557:1/) — f($7y)7 XO = (avb)

0 0
Supposons que a—i(Xo) c€Ret a—z(Xo) eR
- O @ t,0)— P (a,p)
LX) = lim 02 O
ox? t—0 t
of of
82f 67(&+t7b)_67(0’ab)
——(Xp) = lim y y
0xdy t—0 t
of of
an @(avb+t)_@(aab)
y? (Xo) = limg t
& O 0+ - P (a,n)
aaf()"):}in%ﬁm —
yox =
Exemple : Soit f:R? — R
xy(z? — 2
flay) =) G (0 £ 0.0)
(,y) — vy
£(0,0) = si (z,y) = (0,0)
of of >*f > f >*f of
Calculer %(OaO% @(070)7 @(010)7 W(030)7 By (O7O)a et m(()) )
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2.3.3 Application de classe %"

Soit f: U C R™ — R une application.

0
On dit que f est de classe €1 sur U, si Vi € {1,2,--- ,n} les dérivées partielles af de f, sont des applications
T
définies, continues en tout point de U (U ouvert de R™).
a"f
oz

K2

Cas général : On dit que f est de classe €™ sur U, si Vi € {1,2,--- ,n} les dérivées partielles de tout ordre

de f existe et sont des applications définies, continues en tout point de U (U ouvert de R™).

2.3.4 Dérivée directionnelle

Soit f : U C R™ — R une application, ou U ouvert de R™ puis a € R*"U et u € R™.
La dérivée de f au point a = (a1, as, - a,) dans la direction du vecteur u notée D, f(a), lorsqu’elle existe est
définie par :
t —
Duf@) = 1 L0 = F(a)

T—T0 t

En particulier, si on muni R™ de la base canonique B = (e, ez, -+ ,€,), on a :

D, f(a) = lim w
_ hm f(al +t,a2,(13,"'an)_f(a)
Tr—xQ t

Dof@) =5l

Exemple : Soit f:R? — R
(z,y) = a®=2zy®,  u=(a,b) et Xo = (20, 90)
Montrer que f admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions.

2.3.5 Différentielle d’'une fonction en un point

Soit f: U CR"” — R et a € U. On suppose que f admet des dérivées partielles par rapport a chaque variable
x; au point a.
On appelle alors différentielle de f au point a,l’application linéaire notée df, ou df (a) définie par :

df, ;R — R

h = df.(h)
0 0
avech:(hl,h2,~«~,hn) etdfa( )—hlaif%*hgail];ﬁ* +h 8715‘];

alors df,(h Zh 3
T
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Remarque : £

(Ry1) La différentielle de f en a est donc une forme linéaire sur R™, ¢’est-a-dire une application
linéaire de R” — R.
(R2) L’ensemble des formes linéaires sur R™ est appelé ’espace dual de R” et est noté L£L(R", R)

o.|

(1,22, -+ ,xy) Zaixi ou les (a;),i € {1,2,--- ,n} sont des constantes réelles.
i=1

(R3) Soit f:R® — R
(x17$27"' awn) Hdzl(x):wl
d, est un forme linéaire et on a:

=3 0 e = |- 5

Exemple : Soit f*R* —R

Déterminer df, pour tout a € R™.

2.3.6 Différentiabilité au sens de Fréchet

Soit f: U CR" — Ret xg € U.
On dit que f est différentiable au sens de Fréchet ou différentiable au point zg, s’il existe une application linéaire

Ls, :R* —R
h s Ly (h); Ly, € L(R",R)

et une application ¢ : R™ = — R
h +—e(h), telle que

Vh € R, f(zo + h) = f(zo) + Ly, (h) + ||R||e(h) avec hIOn e(h) =0
h—0pn
L’application linéaire L,, est appelée différentielle de f en xg : Ly, = df,.
D’une maniere générale, si a = (a1, a9, - ,a,) et h = (hy, ha,--- , hy), alors f est différentiable en a
si et seulement si :

af
1 =
flath) = fla) + Zh )+ Ihlleth)  avee, lim e(h) =0
Exemple : Soit f: R? — R
(z,y) —a+y?
Montrer que f est différentiable en tout point xg = (a, b)
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Remarque : £

(R1) Le symbole ||| désigne la norme de h pour une norme quelconque choisie dans R™
(R2) On dira que f est différentiable sur U, si f est différentiable en chaque point de U.
(R3) Toute fonction différentiable en a est continue en a, mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

(R3) L’existence de toutes les dérivées partielles au point a n’implique pas que f est différentiable au point a.

Exemple :
1. Soit
f:RZ —5R
x° )
fley) =——7 si(z,y)#(0,0)
(z,y) — o
f(0,0) =0 si (z,y) = (0,0)
Montrer que f n’est pas continue au point (0,0), par conséquent f n’est pas différentiable au point (0,0).
0 0
Mais on a : 8—‘;(0,0) =0et 8—5(0,0) =0

2. Soit f(z,y) = 22%y?. Démontrer que f est différentiable en tout point de R

Remarque : &

Soit f une fonction de classe €' sur un ouvert U C R2.
Alors Va € U et Vh = (hy, hy) € R? telle que (a+h) € U, on a :

0 0
fla+h) :f(a)+h18—£(a)+hga—£(a)+(9(||h||) avec hl_i)I(ilw

(Rl _
a1

Application :
Donner une valeur approchée de A = (1,02)%% et B = (0,95)2°! en utilisant le développement limité de la fonction
f définie sur )0, +0o[xR telle que f(z,y) = z¥ = evin=.

2.3.7 Vecteur gradient

Soit f: U CR™ — R et a € U. On suppose que f est différentiable en a. Le vecteur notée

_(9f ) 9f ... 9L
Vi@ = (g L g w)
est appelé gradient de f en a. Soit h = (hy, ha, -+ ,h,) € R™, on a :

Via) = S h 2 (@) = dran)
i=1 ¢

Ainsi si f est différentiable on a :
fla+h) = f(a) + (Vf)(a) + [[hlle(h)

avec lime(h) =0
h—0
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2.3.8 Différentielle de la composée de deux applications

Soit f et g deux applications telles que :f différentiable au point x et g différentiable au point f(z) alors g o f
est différentiable au point x et on a :

d(go f)e = dg[f(z)] o dfs

(a) SiR™ LR R, alors on a :
d(go fla =g'[f(x)].dfz
V(go fle =g'lf(2)].Vdfs

(b) Sih(z) = 1 alors

f(z) |
Vhy = —.Vfy
FoE
(¢) SiR" R LN R, alors on a : Regle de la chaine suivante
af
83@1 Z@sz 8.1‘] @)
En posant h(z) =go f(z) = g[fl(a:) fa(x), -+, fu(z)], on obtient :
oh 8f1 an 39 afn ag
@)= @) S @)+ L) 2L @)+ S ). P o)

Application : On donne
"R — R™
t o= f(t) = (f1(t), f2(2), -, fu(D))
g:R* —» R
f(&) — glf(®)]

hiR LR LR telle que t—s h(t) = g [f(1)] = g [F1(1), folt), <, fu(t)

On a:
W) = fl (t)%[f(t)] 4 fé(t)(%[f(t)] - fil(t)a%[f(t)]
Exemples :
(1) Soit ¢ € [0;1].
On donne :

RB

h: R —
t — h(t) = [xl(t)vy2(t)azn(t)] = (t7t27t3)

g: R? — R
(@,9,2) +—g(z,y,2) = a*+y* +2°
Posons f = g o h,déterminer f et en déduire f’

(2) Soit f:U C R? — R? de classe € sur U et ¢ la fonction définie :

F: ]0,+o0[x[0,27] — R?
(r,0) +— (rcos6,rsind)

r =rcost
On pose F(r,0) = f(z,y) avec { y =rsinf
Déterminer ZE(T 6) et 85.};( 0)
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2.3.9 Dérivées partielles d’ordre supérieur
Soit f: U CR" — R
Si les dérivées partielles de f en un point a admettent des dérivées partielles en ce point ses dérivées partielles sont
appelés dérivées secondes de f au point a.
Ainsi o 5 Tof
W) Gh@= 5 || @
i x; | Ox;

2f o [of
2f .9 [of

2.3.10 Matrice Jacobienne

Soit f:UCR* —R
T = (xlam?f" 71‘“) — (fl(‘r)va(x)7 ’fn(x))

une application telle que U est un ouvert et
fi:R" —R
x — fi(z)
Si f est différentiable en un point xy € R™ | alors la différentielle de f en x( est une matrice de dimension m X n
dont les élément de la ligne i et de la colonne j est donné par 8—fi(x0).
%

J
En général, on a :

0 7] 0
Dy L) o 2wy
L) ) o )
dfs, = | 071 O py Oxy "0
. Of Cof
Do) F2) o L)

Cette matrice est appelée matrice jacobienne de f en zy. Le jacobien de f en xzg est la valeur absolue du
déterminant de la matrice jacobienne de f en x. Dans le cas ou m = n, le jacobien est noté J et on a :

Ti(xo) = |det(dfx, )]

-La matrice Jacobienne de la composée de deux applications
Soit f et g deux application telles que R™ i> R™ L5 R

dlg o fl(a) = dg[f(a)]df (a)

Sous forme matricielle on a :

Jgon (@) = Tglf(a)] x T;(a)
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2.3.11 Difféomorfime
Soit f: U C R™ — R™. On pose ¥V = f(U) On dit que f est difféomorphisme de U sur V si :

(1) f est bijective
(2) fectU)

(3) fedi(V)
Propriétés : &o

Si f:U — V est difféomorphisme alors ,

Ve elU,[flofl(zx)=2 et VeV [fofl(x)=x

1 0 - 0
0o 1 .-
Vo Eu,j(f—lof)(w) = ) =1,

I, = Jp-1[f(z)] x Tp(x) Vel

2.3.12 Théoreme de Schwartz
Soit f une fonction de classe €2 sur un ouvert U C R™. Alors on a :
0% f 0

= Vi, 5 € {1;2;--;
81:,-81:j 81’]31’1 b { n}

Ce résultat nous montre que la matrice des dérivées partielles d’ordre 2 au point = est, noté
0% f
Pfo==———|Vi,j={1;2;---;n
fI ( 8I18IEJ J { }

est une matrice symétrique.
On l'appelle la matrice hessienne de f au point . On a :

o°fr  0%f

2
Hessg(z) = ggxf 55‘2‘3(9
0zdy  0y?

2.3.13 Différentiabilité au sens de Gateaux

Soit f : U C R™. On dit que f est différentible au sens de Gateaux en un point xg € U, si pour tout v € ¥V C R",
f admet une dérivée directionnelle en xy noté D, f(xg) suivant la direction du vecteur v.C’est-a-dire :

lim flzo +tv) — f(xo)

z—0 t

eR

De plus I’application
Yz R — R

est une application Inéairement continue.
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Proposition : #0

Soit une application f

-Si f est différentible au sens de Fréchet en point x, alors elle est différentible au sens de
Gateaux en ce point

-L’existence des dérivées directionnelles de f en un point xy n’entraine pas toujours f est
Gateaux-différentible, ni Fréchet-différentible
-Une application peut étre Gateaux-différentible en un point sans étre Fréchet-différentible en ce point.
Exemple :
1. On donne
f:R? — R
x(x? — 3y?)

flzy) = T2t si (z,y) # (0,0)

f(0,0) = 0 si (z,y) = (0,0)

Vérifier que f admet des dérivées directionnelles en (0,0) c’est-a-dire différentible au sens de Fréchet, mais n’est
pas différentible au sens de Gateaux au point (0,0).

(z,y) +—

2.0n donne
fR? — R
Z0 .
(z,y) — fley) = T+ (y — 22)? si (z,y) # (0,0)
FO,000=" 0 si(zy)=(0,0)

Vérifier que f est Gateaux-différentible en (0,0), mais n’est pas différentible en (0, 0)

2.3.14 Théoréme d’inversion locale

Soit f:U C R® — R" et a € U telle que f € €*(U) et J¢(a) soit inversible. Alors il existe un voisinage ouvert
V de a tel que f soit un difféomorphisme de V sur f(U) =V
Si de plus f est injective alors elle est €1-difféomorphisme de U sur f(U)

2.4 Extrema et points critiques

2.4.1 Extrema (minimum local, maximum local, minimum global, maximum global)
Définition
Soit f:U CR® — Ret Xg el

e On dit que f présente un minimum local au point Xy s’il existe un voisinage V de X tel que

VClUet VX €V, f(X)> f(Xo)

e On dit que f présente un maximum local au point Xy s’il existe un voisinage V de Xy tel que

VCUetVX eV, f(X) < f(Xo)
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e On dit que f présente un minimum global au point X s’il existe un voisinage V de X tel que

VCcUetVX el, f(X) = f(Xo)

e On dit que f présente un maximum global au point X s’il existe un voisinage V de X tel que

VU et VX €U, f(X) < f(Xo)

Un extremum local est un extremum relatif (un maximum local ou un minimum local).
Un extremum absolu est un extremum global.

2.4.2 Points critiques d’une fonction de plusieurs variables

Soit f: U CR® — Ret XgelU
On suppose que les dérivées partielles de f en X existe.
On dit que Xg est un point critique de f si

_ O (xy: 2L (xpy..... 2L _
(V)(Xo) = Opn = (afﬁl(XO)78[L’2(XO)7 e (X0)> = Og»
of _

%T(Xo) =0
. a—xQ(XO) =0

:8f d

e (Xo) " =0

Remarque : &1
Soit f:U CR" —s R et Xo €U

Si f est différentiable en X et f prsente en Xy un extremum local alors X, est un point critique de f

Commentaire :

- Les éventuels extréma de la fonction f sont a rechercher parmi ses points critiques de f.
- Par contre, un point critiques de f n’est pas nécessairement un extremum pour f.

- Un point critiques de f qui n’est pas un extrémum est appelé point-selle ou col

2.5 Matrice hessienne

Soit f: U CR? — R et Xg = (z0,y0) €U
On suppose que f est de classe €2 dans un voisinage de Xj.
On appelle matrice hessienne de f au point Xy, la matrice notée Hess(Xo).

i S
Hessy(x) = gf; %ﬂcﬁy
0xdy  Oy?
Le hessien de f est le déterminant de la matrice hessienne.
En osant'r*az—f(X) sfazif( ) t*ﬁ(X)Alors
p = gz o) 78x8y 0)s 78y2 0

det (Hessy(Xo)) = rt — s°
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Théoréme : &1
Soit f : U C R? — R une fonction de classe €' sur U et Xy € U un point critique de f

2 f 2 f

82
X0, 5= 5L (Xo), t=

t= =2
oy?

On pose :r = (Xo) et A =rt — s*

(1) Si A > 0etr>0alors f présente un minimum local en X,

(2) Si A > 0etr <0 alors f présente un maximum local en X,

(3) Si A < 0etr>0alors f présente un point-selle en X

(4) Si A =0, On ne peut rien conclure. Il faut alors augmenter 'ordre du développement limité.

Exemple :
Atudier les extréma de la fonction f

R? —R
(r,y) > 2%+ 2%y +y?
2.5.1 Extréma liés ou optimalisation sans contrainte
Soit g : U C R® — R une fonction de classe €, soit A € R et
S={zel/g(z) =}
Posons : Py € Set g(x) =Asi f/s

On dit que f présente un minimum local en Py ou bien f présente un minimum local sous la contrainte

g(x) = A, si la restriction de f & .S (f/g) présente un minimum local en Py

Théoréme : &1
Soit f,g: U C R® — R deux applications de classe €' sur U et X, € U.

On suppose que f présente en X, un extrémum local sous la contrainte g(x) = A (avec A donné )

Si Vg(Xo) # Ogn, alors il existe k € R™ (Multiplicateur de Lagrange)

tel que :
k(Vg)(Xo) = (Vf)(Xo)
Commentaire :
Il faudra alors chercher les extéma de f sous la contrainte g(x) = A parmi les points Xy tel que :
of dg
2L (Xo) = k—"(X
%3? (Xo) % o (Xo)
S (Xo) = ko (Xo)
(V1) (Xo) = kVg(Xo) = § 072 Oy
af dg
— (X =k—(X
8xn( 0) 6%( 0)

Exemple :
Déterminer un parallélépipede rectangle de volume 8 et la surface minimale.

Généralisation
Soit f, 1,92, - ,gn : Y C R™ — R des applications de classe €' sur U et Xy € U.

S = {x Gu/gl(x) = )\1§92(x) = AQ»"';gn(x) = )‘n}

Xo € S tel que X soit un extrémum local pour f. Alors, il existe ki, k2, - ,k, appelé les multiplicateurs de

Lagrange tels que
P

(V)(Xo) = Z ki(Vgi)(Xo)

i=1
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2.5.2 Plan tangent a une surface

Soit f: U C R™ — R une application de classe €' sur U et c € R,

S=f{c}) ={(z,y,2) €U/ f(z,y,2) =}
vy: R — R3
t o (t) = [21(2), y2(t), 20 (1)]
Supposons que V¢ € R, y(t) € S
c’est-a-dire

O]+ (5L 0]+ (051 (0)] =0

0
VEE R [n(0) 2(0) 2a(8)] = e = o' () 2 |
Propriétés : £

Soit f:U C R™ — R une application de classe ¢! sur U et k € R,

(5= f({c}) ={z eR"/f(zx) =k}
Soit My € S

Le plan tangent a S en M est I’ensemble des points M tel que le vecteur M _MO soit
orthogonal au gradient de f en M

0 0
-Dans R? on a : (v — xo)a—i(Mo) +(y— yo)a—ch(MO) =0
0 0 0
-Dans R3 on a : (z — xo)a—i(Mo) + (y — yo)a—‘;(Mo) + (z — zo)a—‘z(MO) =0
1
Exemple : S = {(z,y,2) € R3/22 +3y> + 222 =12} et A= | —1
2

Déterminer le plan tangent en A a .S

2.6 Développements limités

2.6.1 Formule de Taylor-Lagrange

Soit g € €1 (I) ot I est un intervalle ouvert de R™ et zg € I

n_ (k) (n+1)
9" (20) k, 9 (©) (n+1)
Ve el, 3$0<®<.’L‘/ kio %l (33—1'0) +W(l’—(b0)
En particulier xo = 0 alors
72 3 " g(n+1) (@)
= a(0 "0 240 "0 e 2 ™0 _ (n+1)
o) = 900)+ 24'(0) + "0+ T O+ + (0 + LS @ =)

avec © €]0, z]
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Généralisation

Soit f: U C R™ — R une application de classe €+ sur U, Xy = (x0,%0) et h = (hy, hs)

R — R
t — f(Xo + th)
0 0
g'(0) = h1af(Xo) +h28£( Xo)
0% f 0% f o*f
g"(0) = h%@(){o) + 2h1hs 920y (Xo) + h%ﬁ(Xo)
3f 3f o f 3f
g"(0) = h?a 5 (Xo) + 3h%h2M(Xo) + 3h1h§a 0,2 (Xo) + hg@Tf’(XO)
De proche en proche on a : f(0) = <h1 gf + ha g‘;;)
Donc le développement limité d’ordre 3 de g est
of of >’f *f *f >’f >’f
g(x) =g(0 )+hla (X0)+h25 (XO)'i'h%axz (Xo)‘F2711h2a 9 (X0)+h§aTJQ(Xo)JFh‘;’@(XoH‘%%MM(XO)
93 93 93 93
+3mah o () 5L (o) + S (X) + 305 ()
3f 83f g("+1) [e) "
+ 3h1h28 oy? (Xo) + hg@T/?’(XO) + (n+§)‘)($ — o)D) avec © €]0, z]
Théoréme : &1
Soit f : R? — R une application de classe €2 sur R, Xo = (20, %0) et h = (hy, ha)
Il existe © €]0, 1],
f(Xo+h) = f(Xo) =g(1)—9g(0) ” ” )
of of f o0°f o°f
= hla (Xo) + ha== By (Xo) + = [h2a > (Xo) + 2h1h2a o (Xo) + hgaTﬂ(XO)
1 o3
h3a J;( )(X0+@h)+~-~+}

Corollaire :

h1 =T — 2
he =y —yo et Xo +h = (20,50) + (& = 2o,y — y0) = (x,y)
2
) = Flao,10)+(a=20) 5 (X)) (y-0) 5 - (Xo) a0,y el avee | lim - e(any) =0

(z,y)—(z0,Y0)

En particulier si {

2.7 Théoeme des fonctions implicites

# Cas de R?
Soit f: U C R? — R une fonction de classe €* sur U, Xo = (z0,y0) € U telle que

(1) J(; fon) =0

(2) @(Xo) # 0.

Alors il existe un voisinage ouvert de xg noté I et un voisinage ouvert de yo noté J, une application ¢ : I — J de
classe €2 sur I telle que :

SR —
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Remarque : £

flz,y) =0 <=y =p(z)
= flr,0(x)]=0

Ainsih:R — R"
z — [z, (2]

Ve eR, K (z)= l.g [z, ()] + cp’(x).g—z [z,p(z)]. DeplusVzel, h(x)=0= h'(z)=0

ox
of

Dou ¢'(z)=— g?
a*y[l‘,@(ﬂ«")]

Preuve :
Ainsi h:R — R"
(x,y) = h(x,y) = [z, f(2,y)]

1 0 of
of et det[Jn(z,y)] = 2=(z,y) #0
Alors il existe un voisinage U de (xq,yo) tel que h soit un difféomorphisme de U sur h(U).
Un voisinage de (x,yo) est sous la forme & = I x .J avec I un voisinage de xg et J un voisinage de yq

jh(xay): af

ht:h(IxJ) — IxJ

h:IxJ — h(IxJ)
(z,y) — h7Yz,y) = (u,0)

(,y) —  h(z,y)
h(z,y) = (a,b)

x €1

y €J
Alors 3! (a,b) €

bijective et

< (z,y) = h™(a,b) Soit (x,0) € h(I x J)

I x J tel que h=1(z,0) = (a,b)

h=1(z,0) = (a,b) <= (,0) = h(a,b)
<~ (J?,O) = [a’f«a?b)]
= fab) =0

a =xz€l

Exemple :

1. Enoncer le Théoeme des fonctions implicites dans le cadre général.

2. Montrer que la relation zy — siny + 2x — y définit une fonction implicite ¢ de x au voisinage de x = 0 et
y=0

3. Calculer ¢'(x) au voisinage de 0.

4. Montrer que 9 est de classe €°° au voisinage de x = 0, et qonner le développement limit’e de ¥ au voisinage
de 0 a l'ordre 4.

# Cas de R?
Soit f: U C R® — R une fonction de classe €* sur U, Xo = (0, Yo, 20) € U telle que

(1) Jé (on) =0

(2) Fy(XO) # 0.
Alors il existe un voisinage ouvert U de (xg,y) et un voisinage ouvert V de zg noté J, une application ¢ : Y — V
de classe €2 sur I telle que :
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Y(z,y) €U
€V —=y=9¢y)
flay,z) =
= flo,y.e@y)], V() el
af 9. af _
- of 0 of
g/ 9 el —
oy =¥ @+ 5 (@) 5o [0y el y)] = 0
) of
o0 Do) g gy mwe@y)
Donc ——(z,y)=— 2L—— et ——(2,y)=
ox of Jy of
@ [l’,y,gﬂ(lﬂ,y)} 87 [x ya@(xay)]
Remarque : 41
. of S
(1) Sif(Xo)=0et %(Xo) # 0 alors il existe
(a) U voisinage de (yo, 20)
(b) YV voisinage de xq
(c) @:U —V de classe € tels que
f(@,y,2) =0
T €V <= z=0py,2)
(y,2) el
0 of
8 5_£ [, y, o(x,y)] 8o By [z, y, p(z,y)]
Rloyy=— T o Ryy—- B
o Y eyl ¥ Y o 00
82 ) 9 ) 82 9 ) )
(2) Idem si on voulait écrire y en fonction de z et z
s . e 22 +y?—222=0
Exemple : On considere le systeme d’équation { T S
1. Montrer que pour tout 2 proche de lorigine il existe des fonctions positives y(z) et z(x) telle que [z, y(x), z(x)]

soient solution du systeme.
2. Déterminer y'(x) et z’(z) en fonction de z,y et z.

Cas général :

Soit f:U CR™™ — R™, X = (21,22,%3, * ,Tn, Y1, Y2, »Ym) € R*T"
F(X) = [fi(2), falx), - s fn(2)]
On suppose
(1) f est de classe € sur U
(2) il existe Py € U tel que f(Py) = Ogm avec Py = (9, 29,29, ;2% 49 49 - 42)
on on . oh
0 0 OYm
a(fl?va"'afm o :le 92 y
(3) (9(:(/1 Yo, Y )_ : : . 7&0
) ) b m afm 8fm afm
oyr  Oy2 OYm
Alors il existe
(a)  un voisinage U de (z9,29,---,22)
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(b)  un voisinage V de (37,43, , )
(c)  une fonction ¢ : U — V de classe ¢! tels que
FX) = Ogm

(331,$2,"'7$) eu
" — (y17y27"' 7yTI’L) :<P(171’$27"' 7xn)

(ylay27"'7ym) eV

2.8 Champs de vecteurs
Définition :
e On appelle champ scalaire toute application f: U C R" — R
e On appelle champ de vecteur toute application f : U/ C R” — R™

Exemple : Le champ de vecteur
- dans R? est toute application telle que : f : R? — R?

V(w,y) € B2, f(x,y) = fi(z,y)i+ fo(a,y).j avec i = (1,0) et j = (0,1)

- dans R? est toute application telle que : f : R3 — R3

V((ﬁ,y) € RSa f(.’E, Y, Z) = fl(xvyv Z);+ f2($7ya Z);+ f3(‘r,y7 Z); avec ;: (]-7 07 0) ) .;: (07 170) et ]; = (0707 1)
Définition :
Un champ vectoriel F' pour lequel il existe une fonction f telle que Vf = F' est appelé un champ gradient et
la fonction f est appelé fonction potentiel du champ F

2.9 Les opérateurs de calcul différentiel dans R?

2.9.1 L’opérateur nabla

L’opérateur différentiel nabla de f noté V(f) en dimension 3 est le vecteur défini par

Soit f : U C R3 — R différentiable alors

Vf—gi;+ %7+ ?k
Don
e af of of
Vf= (gﬁd)f: <8x78y’62)

2.9.2 L’opérateur rotationnel
Soit F:R? — R?
(xa Y, Z) — F(LI,‘, Y, Z) = [fl(xa Y, Z)a fg(ill‘, Y, Z)a f?)(l‘v Y, Z)]

L’opérateur différentiel rotationnel de f noté %t( f) en dimension 3 est le vecteur défini par

TOHF) =V AF
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0 0 -

% bil % £

POt (F) = VAF = @ AN ofo| = @ f2 J
aiy f3 & f3 k

S \oy 0z or 0z )’ or Oy

2.9.3 L’opérateur divergence
Soit F: R? — R3

(l’, Y, Z) — F(IE, Y, Z) = [fl(xa Y, Z)a fQ(xa Y, Z)a f3(1‘7 Y, Z)]
L’opérateur différentiel divergence de f noté div(f) en dimension 3 est le scalaire défini par

div(F) =V.F
— (5574 557+ 52F) - (Al 20T+ falo 2 + . 2F)
: _of of of
div(F) 3 + 3y + 92

Propriétés : £
F:R3> — R3et F € ¢ (U) avec U convexe de R®. F est un champ de gradient si et seulement si

i

Tot(F) =

2.9.4 L’opérateur Laplacien
Soit F:R? — R
(xa Y, Z) — F(Z‘, Y, Z) = [fl(xa Y, Z)a fg(l‘, Y, Z)) f3($, Y, Z)]
L’opérateur différentiel Laplacien de f noté A(f) en dimension 3 est le scalaire défini par

Af = div. (gradf) = V. (gradf) = V2 f

Af =V.(gradf)

(97,05 05\ (0fz 0fz Ofp
N <8mz+ 8y] * 8zk) ' (axH ay] * azk)

782f o%f  O%*f
A= T e T o

Propriétés : &
(1) div[r6t(F)] =0

(2) Fotlgrad(f) = 0

0? 0?
Dans RQ; Af(x,y) = T;;(x’y)+873j£(x’y)
Exemple :
Soit f:R3 — R
(x,y,2) +— flz,y,2)
1. Déterminer le Laplacien en coordonnées cartésien, cylindrique et sphérique

2. Etudier le cas particulier d’une fonction radiale
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2.10 Les formes différntielles

2.10.1 Rappels

- Soit f une application définie sur un ouvert I de R?, & valeur réeles.

La différntielle de f en un point M s’écrit : dfp = %(M) + ?(M) + gi(M)
x y z
- Pour tout vecteur h = (a, 3,7) de R3, la dérivée de f en M suivant h s’écrit :
of of of
=Dpf(M) = M M M
s (k) = Dy F(M) = aGE (M) + BSL(0) + 45 (M)

2.10.2 Définition d’un formes différntielles

On appelle forme différentielle sur 'ouvert U inclut dans R® toute expression de la forme :
w(z,y,2) = P(2,y,2)dz + Q(z,y, z)dy + R(z,y, 2)dz
ou P,Q, R sont des applications de i C R? — R

Propriétés : &1

A une forme différentielle on peut toujours associée un champ de vecteur
Ainsi, si w(x,y, 2) = P(z,y, z)dz + Q(x,y, 2)dy + R(x,y, 2)dz

Alors F(x,y,2) = P(x,y,2)i + Q(z,y,2)j + R(x,y, 2)k

Définition :
On dit que la forme différentielle w est continue (respectivement de classe €* ) si les applications P,Q, R sont
continues (respectivement de classe € ).

2.10.3 Les forme différentielle exactes, ou fermées

1. forme différentielle exactes
Soit w = Pdx + Qdy + Rdz une forme différentielle et F' un champ de vecteur associé a w.
On dit que w est forme différentielle exacte s’il existe une application f : Y C R® — R, de classe €%,
telle que :
VM elU,w(M) =df (M)

Cela revient a dire que le champ de vecteur F' associé a w est un champ de gradient.

pon) = 2 )
VM eU,d QM) = %(M)
RO = L )

On dit que f est une primitive de w.

2. forme différentielle fermée
Soit w = Pdx + Qdy + Rdz une forme différentielle et F' un champ de vecteur associé a w.
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On dit que w est forme différentielle fermée si le rotationnel du champ de vecteur qui lui est associé est nul :

0@ _op
oy Oz
ri(F) =0 —{ 9008
z X
0Q _or
0z Oy

Propriétés : #o

Soit w une forme différentielle de classe €
- Si w est exacte, alors elle est fermée.

- La réciproque est vraie si w est un ouvert convexe de R?
Exemple : On considere la forme différentielle définie par :

72

2
(,u:—acalﬂvf—2
Y Y

dy
sur U = {(z,y) € R%y >0}

1. Montrer que w est fermé sur U

2. Montrer deux fagons différentes que w est exacte.
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I CuAPITRE Trois I

Sommes de Riemann

3.1 Rappel sur les sommes de Riemann

Soit f : [a,b] — R intégrable et o = {x1, 9, - ,z,} une subdivision de [a, b]; et ¢; € [x;, Ti41]
n—1
Rn(f) = Z(Ii+1 — ;) f(ci)
=0

Théréme : &0
b
| Jim Ru(f) = [ f@)is

Application
Pour n fixé mais quelconque on prend

—a
Tip1 — X = , neN*
n
To —=a
C; =X
b—a)k
vk € {0,1,--- ,n}; xk:aﬁ-ﬂona:

b _anfl .
[ st = [(b 'S far 020

Exemple :
Calculer les limites des suites suivantes :

(a) ﬁ+£+‘..+ﬂ

nyn ' ony/n nv/n
® > e

k=1
o (2n)!

n".n!

()

Analyse II: Prof Liamidi A. Leadi Fonction de Plusieurs Variables © ENS-FAST-UAC 2013-2014



I CuaPITRE QUATRE

Séries Numériques

4.1 Généralités

Définition 4.1.1
Soit (uy)n une suite de nombres réels, on pose :

n
Sn:u0+u1+...+un:2uk
k=0

La limite de S,, est appelé série de terme griéral u,,.
(S,) n est appelée suite des sommes partielles de la série.

Notation : Une série de terme général u,, est notée ( E un> ou E Up,
n=0

4.2 Convergence

Définition 1.2.1
Une série de terme général u,, est dite convergente si la suite des sommes partielles (S,,),, est convergente.
Dans ce cas, la limite de la suite (S,), est appelée somme de la série et on note :

+oo
lim S, = g U,
n——+oo

n=0

La limite de S,, est appelée série de terme général u,,.(S, ), est appelée suite des sommes partielles de la série.

Une série qui n’est pas convergente est dite divergente. En d’autres termes, si on note £ = lim .S, on a alors :
n——+oo

Z Uy, | converge vers <= lim S, =/
>0 n—-4o0o
—=Ve>0,INeN:VneN,(n>N= |5, — (| <¢)
n
<~ Ve>0,INeN:VneN, [ n>N= Zun—f <e
n=0
Exemple 1.2.1
(1) Série géométrique.
Une série géométrique est une série dont le terme général est de la forme

up =0a.q", a#0
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Pour ce type de série, le calcul de la somme partielle est donné par la formule suivante :

Sp =ugtur+-Fuy
=a+4aq+ag®+---+aq®
=a(l+q+q*+-+q")

1— n+1
a—— 4 sig#1
l—q
a(n+1) sig=1
On remarque ainsi que lim S, existe si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas la série géométrique converge et on

n—-+4oo
+o0 a
a.q" =
> aq 14

n=0

a

(2) Série harmonique.

. L 1 (.
C’est la série dont le terme général est de la forme u,, = — ol n € N* Montrons que cette série n’est pas convergente.
n

1 1
Pour cela montrons qu’elle n’est pas de Cauchy. En effet, posons S,, = 1 + 3 4+ -+ =
n
Alors
Son—8, =(taip gl o] S S
S R n n+1 2 172 n
1 1
T i S
Orpourtout peN, 1<p<n, onamnm+1<p+1<2netparsuite :
+1<2n" = !
n < 2n —_— > .
oy
24n<2n = > —.
711+2 1 2n
n<2n — — > —
s on = 2n
. 1 1
Par conséquent So, — S, =Zn| — | ==
2n 2
alors la suite (S,,), n’est pas de Cauchy, donc divergente.
+oo
De plus, (S,,), est strictement croissante, on déduit alors que Z =+
n=1
~ ~ - 1
(3) Soit la sA@©rie de terme gA©nA@ral u, = m avec n > 1. On peut écrire aprés décomposition en
n(n
4 . 1 1
éléments simples que : u, = — — .
n n+1
Alors
R 1 n 1 1 n 1 1 n 1 1
S 2 2 3 n—1 n n n+l
1
T on+1
+o0 1
Comme Z ——— = lim S, =1, alors la série est convergente et vaut 1.
— nn+1) notoo

Analyse II: Prof Liamidi A. Leadi Fonction de Plusieurs Variables © ENS-FAST-UAC 2013-2014



Convergence 44

Remarque : £

Si le terme général u,, est complexe u,, = a,, + ib, ; la somme partielle est :
n
Sn = Z Uk
k=0
n
= Z(ak —+ Zbk)
k=0
n n
> wtiY
k=0 k=0

Alors on a le résultat suivant :
(Z un) converge <> (Z an) et (Z bn> convergent en méme temps

n n
A ce moment la on a le résultat évident Z ap + ’LZ by
k=0 k=0

Proposition 1.2.1
Soient (Z un) et (Z vn) deux séries, on suppose que ces deux séries ne different que par un nombre fini de

termes (i.e il existe p € N tel que pour tout n > p on a u,, = v,) alors les deux séries sont de méme nature.
Preuve.
Soit n = p.

n P n n
Snzzukzzuk—l— Zuk:Sp—l— Zuk
k=0 k=0

k=p+1 k=p+1

n P n n
Tn:ka:ZUk—l— ka:Tp+ ka
k=0 k=0 k

=p+1 k=p+1

La différence S,, —T,, =S, — T}, = ¢, ¢ étant une constante indépendente de n et p alors :

(Z un> converge <= (S,,), converge <= (T},),, converge <= (>_v,) converge.
Remarque :1.2.2 &1

La proposition (1.2.1) permet de dire que les séries sont de mA?®me nature mais en cas de convergence,

elles n’ont pas nécessairement la méme somme.

Corollaire 1.2.1
On ne change pas la nature d’une série (Z un) si on lui rajoute ou on lui retranche un nombre fini de termes.

Proposition 1.2.2
Soit (Z un> une série convergente alors lim wu, = 0. La réciproque est fausse.
n——+oo

Preuve.
—+o0
1) Posons ¢ = g U, = lim S, = lim S,_1.
0 n—-+oo n—-+o0o
n=

Sp = Sp—1=(ug +ur + - +uUp—1+up) — (uo +ur + -+ +Un—1) = uy et

lim (S, —Sp—1) = lim u,
n—-+oo n—-+o00

= D~ A S
WP (Fn = Bnr) =0
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3=

1
) est divergente bien qu’elle vérifie lim — = 0.
n—+oon

2) La série harmonique (Z
1
k

n
En effet posons S,, = Z
k=1

s (S0 (51)

k=1 k=1
B 2n1
k:n+1k
1 1 1
1<k<?2 = — < -
ne " 2n E n+1
1 | o n
== - = — < Sy — 5, < =
2 Z% 2 Zk+1 n+1
k=n+1 k=n+1

Ainsi % < Sy, — S, = lirf San — Sp # 0, donc (S,,) n’est pas de Cauchy.
n——+0oo
Remarque :1.2.3 &1

La proposition (1.2.2) est utile sous sa forme contraposée

lim u, # 0= (Z un) diverge.

n—-+oo

On dira que la sA@rie est grossiA"rement divergente

Proposition 1.2.3
Soient (Z un> et (Z vn> deux séries convergentes respectivement vers u et v. Alors

+oo +oo +o0
1.La série (Z(un + vn)) est convergente et on a Z(un + o) = Z Uy, + Z v, =Uu+v
n=0 n=0 n=0
+oo —+oo
2. Pour tout a € R, la série (Z a.un> est convergente et on a Z(a.un) = aZun = a.u
n=0 n=0

Preuve.
1) Soit wy, = u, + v,. On aura :

Wa=> = (X +va) = St 4> v = S 4 T Ainsi
n=0 n=0 n=0

lim W, = lim (S, +T,)

n——+oo n——+4oo

= lim S, + lim T,

n—-+oo n—-+4oo

lim W, =u+wv

n—-+oo

n n n
2) Soit t, = avuy,. T, = Ztn = Za.tk + a.z Uy, = a.S, et par suite

k=0 k=0 k=0
lim 7, = lim (a.Sp)
n—-+oo n—-+oo
=« lim S,
n—-+4oo
lim 7, =a.u
n—-+oo
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Définition 1.2.2(Critére de Cauchy)
Une série <Z un> est dite de Cauchy si la suite des sommes partielles (S,,) n est de Cauchy. Cela revient a dire
que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(Z un> est de Cauchy

. (Sp)n est de Cauchy

—

[NV}

3.Ve>0,AN e N:Vp,geN(p =2 g> N =[S, — 54| <¢)

P q
4. V€>0,3NEN:Vp,q€N<p>q>N2 Zuk—Zuk <5>
k=0 k=0
P
5. Ve>0,INeN:Vp,qgeN|p=>2q¢g> N = Z ug| < €
k=q+1

Proposition 1.2.4
Toute série réelle ou complexe de Cauchy est convergente.

4.3 Séries a termes positifs

Définition 1.3.1
Une série Zun est dite série a termes positifs si u,, > 0 pour tout n € N.

Propriétés : &1

1. Les séries ( E un> vérifiant u,, > 0 pour n > ng sont aussi appelées séries a termes positifs

(voir corollaire (1.2.1)) car la nature d’une série ne change pas si on lui retranche
un nombre fini de termes.

2. Si une série (Z un) est dite série a termes positifs, la suite des sommes partielles

(S,) est croissante.
En effet, S,, — 5,1 =u, = 0; d’ou la proposition :

Proposition 1.3.1
Soit (Z un) une série a termes positifs.

(Z un> converge <= (S,,),, est majorée

Preuve.
11 suffit d’appliquer la remarque (1.3.1) et de se rappeler que les suites croissantes et majorées sont convergentes.

Théoréme 1.3.1 (Regle de comparaison)
Soit (Z un) et (Z vn) deux séries a termes positifs. On suppose que 0 < u,, < v, pour tout n € N. Alors :

1. (Z Un) converge = (Z un) converge.
2. (Z un) diverge = (Z vn> diverge.
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Preuve.

n n
1. u, <v, =S5, = Z Uy, < Z vy, = T),. Puisque (T,), est une suite convergente donc majorée alors (S, ),
k=0 k=0
est convergente comme étant une suite croissante et majorA(©e, (Z un) converge.

2. C’est la contraposée de la premiere proposition. R
Ce théoreme reste vrai si l'inégalité 0 < w,, < v, est réalisée A partir d’une certain ordre pg (i.e u, < v, si
n = po)
Exemple 1.3.1

“+oo
1
Montrer que série Z sin <2n> est convergente.
n=0
1
Effet posons u,, = sin o ) montrons que Vn € Nyu,, > 0
1 1
Vn € N, O<27<1<g.Dochn€N, Uy = 0. Deplusogungﬁ
Soit @ — f(z) = sina — x sur [0, g] - 0 s
m , o 2
Yz € [0, 5], f(z) =cosz—1<0, 7@ —
—l<cos<l= —2< f'(z) <0. 0
Ainsi f est strictement décroissante sur [0, g} f(x) N\ - -
Vme[O,g],f(x)go:sinmgx st (5)_5
ors U om
1
Uy < 5
1
up < 2
< 1
U2 X ?
1
Unp < an
27l

Alors u,, est convergente.

Théoreme 1.3.2 (Reégle de comparaison logarithmique)

Soit (Z un) et (Z Un) deux séries a termes strictement positifs.

Un+1 Un+1
On suppose que ntl < 2 Alors
U

1. (Z Un) converge — (Z un) converge.
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2. (Z un) diverge = (Z vn) diverge.

Preuve.

U v u U
1. n+1 < n+1 n+1 < n

~ ~
uun 11};” uanrl Unu U
1 —1 0 .. . 0
nt < 2 g = < -+ —. Ceci implique que u, < —wv,. Sachant que (E vn> converge alors
Un+1 Un Un—1 Vo Vo

Uo s N PR . .
E —u, | converge et d’apres le théoreme de comparaison ci-dessus, E U, | converge.
Vo

2. C’est la contraposée de la premiere proposition.

Théoréme 1.3.3 (Critére déquivalence)
Soit (Z un) et (Z Un) deux séries a termes strictement positifs.

On suppose que lim — =/, # 0 et # +o0o. Alors les deux séries sont de méme nature.
n—+00 Up

Preuve.

En effet :

lim “”=£)<:><vs>o,3NeN:vneN(n>N:>

n——+o0o Un

u"—(‘ <5)>.

n

U
Pour un € tel que 0 <& < £ on a alors £ —e < — < £+ ¢ pour tout n > n. On a aussi (£ — &)v, < u, < (£ + €)vy,
pour tout n = n. "

1. Si (Z vn> converge alors (Z(ﬁ + s)vn) converge et par suite grace au héoréme de comparaison (1.3.1)

(Z un) converge.
2. Si (Z un) converge alors (Z(ﬁ — 5)%) converge et donc (Z vn> converge.

Exercice
Que se passe-t-il si £ =0 ou £ = +00

Exemple 1.3.2
1
Montrer que le série ( E un> tel que u, = Log (1 + ) est divergente.
n

Exemple 1.3.3

1 1
Soient les sfies (Z un) et (Z vn> tels que u,, = Log <1 + 2n> et v, = o
U

Montrer que les séries (Z n) et (Z vn> sont de méme nature et convergent.

Exemple 1.3.4
1 1
Soient les séries (" wn ) et (3 va) tels = etv,=Log(1+-).
oient les séries Up | € Un ) tels que un, = — et vy og +n

Montrer que les séries (Z un) et (Z Un) sont de méme nature et divergent.

4.4 Séries de Riemann

Définition 1.3.2
Soit a € R. On appelle série de Riemann toute série dont le terme général est de la forme

1
un:n—a,n>1etaeR.
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Les séries de Riemann sont donc des séries a termes positifs.
0 si a>0

Remarquons que lim = 1 si a=0

e +oo si a<0
On conclut immédiatement que si a > 0, la série de Riemann est divergente puisque le terme général ne tend pas
vers 0.
Si a =1, on obtient la série harmonique qui est divergente elle aussi.
Examinons le cas o > 0 et o # 1

1
Soit la fonction f, : [1,+oo[— RT définie par f(z) = — . fa est une fonction positive, continue et décroissante
x
—«

car la dérivée f! = sy < 0.

¢

1

On a: / falz)dz = —— (t'7* — 1) et comme

1 l-—a

+o0o si O<axl1
lim = 1 .
t—+o0 — si a>1

a—1
Proposition 1.3.2
1
Une série de Riemann (Z — | converge si et seulement si o > 1.
na
Les théorémes (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3) vont nous permettre d’étudier beaucoup de séries en les comparant seule-

ment a une série géométrique ou une série de Riemann.

Proposition 1.3.3 (RA"gle de Riemann)
Soit (Z un) une série A termes positifs.

1. Sl existe o > 1 tel que la suite (n%u,), soit majorée par un constante A/ > 0; alors (Z un) est
convergente.

2. Sl existe a < 1 tel que la suite (n®u,,) ~ soit minorée par un constante m > 0, alors la sfie (Z un) est

n
divergente.

Preuve.

1 1
1. Par hypothese n®u, < M pour tout n € N. Alors u, < —. Comme a > 1 la série (Z a) est convergente
n n

et d’apres le théoreme de comparaison ( E un> converge.

m m
2. On a : n%*u, > m et donc u,, > —. Le fait que a > 1 alors la série (Z —a) est converge et par suite la
n n

série (Z un) diverge en vertu du thA@orA"me de comparaison.

Corollaire 1.3.1
Soit Z Uy ) une série & termes positifs. On suppose qu’il existe o € R tel que lirf n“u, =L, £ £ 0 et £ # 4o0.
n—-+0oo

1
Les séries (Z un) et (Z a) sont de méme nature.
n

Preuve.
lim no‘un£> = (V>0,3INeN:VneN=/{—¢c <n%, <l+¢))

n—-+o0o

<:>(V>O73N€N:Vn6N:>£_aE<un<g+€))
n

nOé

On choisit alors V > 0 de maniere que £ — ¢ > 0.

1
1. (Z n‘l> converge <= a > 1 et ceci implique que (Z un> converge.
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{—¢ 1
2. Si (Z un) converge alors (Z na) converge et par suite <Z nq) converge et donc a > 0.

4.4.1 Critére de de D’Alembert
Proposition 1.3.4

Soit (Z un) une série a termes strictement positifs.

U
1. S’il existe A € R,0 < A < 1 tel que —ntl < A pour tout n € R alors la série (Z un) est convergente.
U

n

u
2. Si Z+1 > 1 alors (Z un) est divergente.
n

Preuve.
Unp

U
. <=
Un Un—1

<A= u, < Aup_1.

Par récurrence on obtient u, < A".ug. Puisque 0 < A < 1, alors (Z uo)\") est une série géométrique

convergente et en vertu du critere de comparaison, la série ( g un) converge.

u7z+1
Un

(Z un) diverge.

Corollaire 1.3.2 (Critére de D’Alembert)

X ”» . u
Sous les mA®mes hypotheses que la proposition (1.3.4), posons-~ lim oty
n—+00 Uy

> 1 = u, < upy1 la suite (u,) est alors croissante. Puisque u, > O,ngrfoo un # 0 et par suite

1. /<1l = (Z un> converge.

2. 0>1 = (Z un) diverge.
3. £ =1, On ne peut rien conclure.

Preuve.

1. Sit<1.
lim L :€><:><V5>0,3N€N:VneN:f—E<un+l<€+5)).

n—+o0o Uy Up,

u
On choisit dans ces conditions € > 0 tel que £ 4+ & < 1 pour que 2t e <.
U

La conclusion est une conséquence de la proposition (1.3.4).
2. Si ¢ > 1, on choisit ¢ > 0 tel que £ — ¢ > 1 et par suite il existe NV € N tel que pour tout n > N, on ait

Untl 5 pqe>1. D’apres la proposition (1.3.4), la série (Z “n) diverge.
Un,

Exemple 1.3.5

1 1
Déterminer la nature des séries (Z 2) et (Z '>
n n!

4.4.2 Critere de Cauchy

Proposition 1.3.5
Soit (Z un) une série a termes positifs.

1. S’il existe A € R,0 < A < 1 tel que /u,, < X alors la série (Z un) converge.
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2. Si /u, > 1 la série est alors divergente.
Preuve.

1. vu, <\= u, <\ A") étant une série géométrique convergente (0 < A < 1), d’aprA s le théoréme

de comparaison (Z un) converge.
Z

2. Yu, >1=— lim u, >1 et donc (Z un) diverge.

n—-+oo

Corollaire 1.3.3 (Critére de Cauchy)
Sous les mA®mes hypothA “ses de la proposition (1.3.5), posons Erf YUy = 4.

1. /<1= (Z un) converge.

2.0>1 = (Z un) diverge.

3. £ =1, On ne peut rien conclure.

Preuve.
nli)rg@{t/ﬁ:é) — Ve>0,ANeN:VneN={—¢e < fu, <l+¢)) '
— (Ve>0,INeN:VneN= (L —¢&)" <u, <l +e)"))
1. Si £ < 1. On choisit € > 0 tel que 0 < £+ ¢ < 1. La série (Z(ﬁ + 6)”) est alors convergente et par voie de
conséquence (Z un) converge.

2. Si ¢ > 1. On choisit € > 0 vérifiant £—e > 1.On.aura alors u,, > ({—¢)™ > 1 ce qui entraine que lirf Up > 1
n—-+0oo

et par suite la série diverge.

Exemple 1.3.6

. . . 1
1. Déterminer la nature de la série harmonique g —
n

n>1

2. Déterminer suivant les valeurs de a et p la nature de la série de terme général
1 n
tn, = (a+> avec a > 0et p > 0.
npbP

Proposition 1.3.6
Soit (Z un) une série a termes positifs. Alors si

( lim = :€1¢0> . ( Erf V”“nzﬁz#o)

n—-+oo Up,
on af; = {,.

Preuve.
Considérons la série de terme général v,, = a™.u,, ; ou a est un réel positif qu’on va préciser. On a :

lim 2Pt g i Yetl 0 #0=a.l; et Yo, =a lim Yu, = aly #0.

lim
n—-+oo Un n—-+oo Un n——+4oo n——+oo

. . 1 1 , . . -
Fixons a strictement entre — et — alors nécessairement 1 est compris entre a.f1 et a.fs ; donc notre série de terme
1 1
général v,, est convergente suivant un critare et divergente suivant 'autre, ce qui est absurde; d’ou ¢; = /5.

Proposition 1.3.7
Soit (Z un) une série a termes positifs. Alors
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lim 2l Lim v, =4

n—+00 Uy n—-+o0o

On n’a pas I'équivalence.

Preuve.
u
Soit lim —* = ¢. Alors pour tout £ > 0, il existe un entier N € N tel que pour tout entier n > N on ait :

(- S <UL pC Soitn > N
2 Unp, 2
€ Uy, €
- =< <fl+ =
=D
Up—1
——< — <+ =
2 Up—2 +2
€ 'uNH' e
{— =< <fl+ =
2 unN +2

En faisant le produit membres & membres, on obtient :

e\ N u Up_1 UNL2  UNL1 e\ N
(£_7> < n X n X...x7+><7+<(€_|_,)
2 Up—1  Up—2 UN41 uN 2

Apres simplification on obtient :

eN"N e\n—N 1 eNI- & 1 eNI- %
(-3)  <ai<(t+3) =a(-3) T <vm<ar(c+3)
( 3 <UN< +2 Uy 5 < Yup < upy +2
1 eNI-% 1 eNI— T
Soitan:u}\}(f—i) et B = uf (€+§) .
. € , € €
lim anzﬁ—f:>3N1eN:Vn}Nlonaltan>(E—f)—fzf—s.
n—-4oo 2 2 2
lim 5n:£+5:>3N2eN:vn>N20naitﬁn<(£+§)+5:£+5.
n—-4o0o 2 2 2

Soit N3 > max{N, N1, N3}. Pour tout n > N3 on a :
{—e < ap < Yu, < Bn < f€+e, ce qui exprime bien que

Y, — Z‘ < g pour tout n > N3 et donc nll}I_iI_loo Y, = L.
Contre-exemple
Soit a > 0 et b > 0, a # b et considérons le série (Z un) définie par

antipn si n est pair
Uy =
antipnt! si n est impair
—+oo
Za"“bn =a+a’b+ a®b® + a*b® + a®b* + a%° + - -
n=0

En utilisant le critere de Cauchy :

2 n+l 1 . .
Vartlpn = g 2n b2 sl i est pair

P ntl  ntl . . .
"Vartlpntl = g2mFIpIFT  sin est impair

/i =

Dans les deux cas,on a lir_irrl Yu,, = Vab.
n—-+0oo
En utilisant la rA"gle de D’Alembert :

M =0 si n est pai
prEEyr pair
Upn+1
Unp, o an+2bn+l ] ] ]
W =a s1 n est impair
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Ainsi

b si n est pair
un+1

Un

a si n est impair

Donc la limite n’existe pas.
Cette exemple montre bien que le critere de Cauchy est plus "fort” que celui de D’Alembert.
Un autre exemple plus simple est ug, = 2 et ug,+1 = 3, la série est donc :

+oo
> =243+2+3+2+3+2+3+--
n=0
3 . .
3 =b si n est pair
un+17 . n .
w ) et ngrfoo\/un =1
3= a si n est impair

4.4.3 Critére de Kummer

Proposition 1.3.8
Soit (Z un> une série a termes strictement positifs.

Up 41
Un

1. S’il existe a > 0 tel que n <1 — > > « alors la série est convergente.

u
2. Sin (1 — nH) < « alors la série est divergente.

Un

Preuve : Bon exercice de maison

Corollaire 1.3.4 (CritA re de Raab)

Soit (Z un) une série a termes strictement positifs.

On pose lim (1 — u”“) =/.

—+o0 Up,

1. Sild>1= (Z un> converge.

2. Sil<1l = (Z un) diverge.

3. Si £ =1, On ne peut rien conclure.

Preuve.
On utilise toujours la définition de la limite d’une suite quand elle existe :

lim n(lunH)€<:>(V5>0,3N€N:Vn€N:>€5<n(lun+1> <€+5)).

n—-+oo Up, Up,

Un+1

1. Si £ > 1. On choisit € de maniére a avoir £ —e = « > 1 pour qu’on ait n (1 — > > apour n > N et par

n
suite utiliser le critA re de Kummer pour affirmer qu’il y a convergence.

Up 41

2. Si ¢ < 1. On choisit ¢ tel que 0 < € < 1 — /. Dans ces conditions, on aura n (1 —
Un

)<€+5<1pour

tout n > N et donc la sA@rie diverge.
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4.5 Séries A termes quelconques

Le paragraphe précédent était consacré a 1’étude des séries a termes positifs et c’est dans cette partie qu’il y a
beaucoup de résultats sur la convergence. Dans ce paragraphe il sera question des séries a termes quelconques.

4.5.1 Regroupement des termes

Théoreme 1.4.1
Soit Z Uy ) une série a termes quelconques et soit ¢ : N — N une application strictement croissante vérifiant
©(0) = 0. On suppose en plus :

1. lim u, =0.
n—-+oo

2. dM € N tel que p(n + 1) — p(n) < M pour tout n € N.

p(n+1)
On considere la série (Z vn) définie par v, = Z U, -
k=p(n)+1
Alors les séries (Z un) et (Z vn> sont de méme nature.
+oo +oo
Si les séries sont convergentes on a en plus : Z Uy, = Z Uy,
n=1 n=0

Remarque 1.4.1 : &

Prenons un exemple d’application pour comprendre les hypotheses de ce théoreme.
Soit ¢ : N — N définie par p(n) = 2n.

@(n+1) 2n4-2
Onapn+1)—pn)=02n+2)—2n=2=M et v, = Z Uy = Uy = Z Uk = Uzpt1 + Uspto
k=¢p(n)+1 k=2n+1

Ceci donne par exemple v, = uq + us, vy = ug + uy et ainsi de suite. On remarque sur cet exemple
que les termes sont regroupés 2 par 2.

Preuve. Bon exercice de maison

Exemple 1.4.1

= (D"
Appliquons ce théoreme pour étudier la série g —
n
n=1

Théoréme 1.4.2 (Critére D’Abel)
Soit (Z un) une série & termes quelconques. On suppose qu'il existe deux suites (e,)n et (v,)n telles que :

1. u, = e,v, pour tout n.

P
2. Il existe M > 0 tel que pour tout p,g e N | p > ¢ Z <M
k=q
+o00
3. Z len, — €n—1] converge.
n=1
4. lim =0.
n—-+oo

Alors la série (Z un> converge.

Preuve. Bon exercice de maison
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Exemple 1.4.2
+oo

: - o -1

Appliquons ce théoréme pour montrer que la série Z

est convergente.

n
n=1

4.6 Séries alternées

Définition 1.4.1
On appelle série alternA(©e toute série (Z un) vérifiant la relation wu, 1,41 < 0.

Le terme général u n d’une telle série peut-étre noté
Uy, = (—1)"0y, ou u, = (—1)" v, avec v,, > 0.

Dans le cas général une série alternée sera souvent notée : ((—1)” Z \un\)
Théoréme 1.4.3 (Critére de Leibniz)
Soit (Z un) une ssérie alternée. On suppose que :

1. La suite (|uy|), est décroissante.
2. lim =0.

n—-+oo

Alors la série (Z un) est convergente.

Preuve. Bon exercice de maison

4.7 Séries absolument convergentes

Définition 1.5.1 R
Une série (Z un) est dite absolument convergente si la sA(©rie (Z |un|) est convergente. Il est clair que toute

série & termes positifs convergente est absolument convergente.
Théoréme 1.5.1
Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est fausse.

En d’autres termes : ( g \un|> converge =—> ( E un> converge.
Preuve. Bon exercice de maison

Remarque 1.5.1 :£0

n

n
On sait que pour tout n € N, on a : Z Up | < Z |y, | (inA@galitA@ triangulaire).

n=0 n=0
400 400
En cas de convergence absolue, cette inégalité est conservée; e savoir g Up| < g ||
n=0 n=0
400 n
” . . . (-1 ) ,
Pour montrer que la réciproque est fausse, il suffit de considérer la série E qu’on a vu qu’elle est conver-
n=1
. . (=" 1
gente mais pas absolument convergente puisque car = —
n n
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Théoréme 1.5.2
Soit (Z un) une sA(©rie absolument convergente. Alors pour toute bijection ¢ : N — N on a :

1. (Z ug,(n)) est absolument convergente.
+oo +oo

2. Zun = Zu%"(”)'
n=0 n=0

Preuve. Bon exercice de maison

Exemple :
o0 1
Montrer que la série alternée E (71)"+1Log (1 + > est absolument convergente.
n
n=1
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Quatrieme partie

Suites et séries
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I  CuAPITRE CING N

Suites et séries de fonctions

5.1 Suites de fonctions a valeurs dans R ou C

Définition 1 :

Soit F # ¢. Une suite de fonction numérique définie par sur E est la donnée d’une application f, : E — R
avec n € N.
Ainsi, pour x fixé dans E; (fn(7)),cy est une suite numérique

Définition 2 :

Soit (fn),en une suite de fonction numérique définie par sur un ensemble £

% On dit que la suite (f,), oy converge en un point x € E si la suite (f, (7)), cy est convergente.

% Soit A une partie non vide de E. On dit (f,), ¢y converge simplement vers une fonction f sur I'ensemble A si

Vo € Aa (fn(x))nEN m f((L')

En d’autre terme, (f,,) converge f simplement si
( E&n fulz) = f(z)) <= (Ve > 0,Vz € A,Ing € N/(n = ng) = |fn(z) — f(2)] < &)

La convergence simple est encore appelée la convergence point par point.

Exemple 1 :
Soit (fn()), ey une suite de fonction définie par

fn: R
T

Etudier la convergence simple de (f,(2)),,cy

5.1.1 Convergence uniforme d’une suite de fonction

Soit (fn(x)), ey une suite de fonction définie sur un ensemble £ et A un partie non vide de E. On dit que la
suite de fonction (f,,()),cy converge uniformément sur A. S’il existe une fonction f définie sur A a valeur dans R
telle que :

Ve > 0,3Ing € N/(n = ng) = |fu(z) — f(2)| <e,Vz €A

Cela revient a dire que

lim |sup|fn(z) — f(z)]| =0

n—+00 | zcA

Remarque :
La différene entre la convergence simple et la convergence uniforme sur un ensemble A est que dans la définition
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de fonctions 59

de la convergence simple I'entier ng dépend de € et de x alors que dans la convergence uniforme ’entier ng dépend

uniquement de €.
Proposition :
Si(fn converge uniformément vers f alors (f, converge simplement vers f sur A. C’est-a-dire :
neN neN

la converge uniforme = la convergence simple
Mais on a pas toujours la réciproque.

Regle : pour la convergence uniforme

Pour démontrer qu'une suite de fonction (f,),cy converge uniformément sur un ensemble A.

Il suffit de :
@ Etudier convergence simple pour trouver la fonction f.

@ Calculer 6,, = sup | fn(z) — f(x)]

z€A

® Démontrer que (d,) converge vers 0. C’est-a-dire : lim 6, =0
n—+00

Remarque :
Si la suite (d,,) ne converge pas vers 0, on déduit que la convergence n’est pas uniforme.

Exemple :
Soit (fn(x)), ey une suite de fonction définie par

fn R —R
T ="

1. Etudier la convergence uniforme de (f,.(z)),ex

2. La suite de fonction f, (z) = (1 + E) converge-elle uniforément 7
n

5.1.2 Continuité-Intégration-Dérivation de la limite d’une suite
de fonctions

Théoreme : Continuité
Soit (fn()), ey une suite de fonction numérique définie sur une partie non vide I de R.

Soit a € I fixé. On suppose que :
@ Vn €N, f, est continue en a(respectivement f, est continue sur I .

@ f, converge uniformément vers une fonction f sur I.

Alors f est continue en a(respectivement f est continue sur I .

Exemple :
Utilise ce théoréme pour montrer si la suite de fonction f,(z) = 2™ converge uniformément.
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Théoréeme : Continuité

Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R et (f,(7)),cy une suite de fonction définie et continue sur [a, b].

@ Si f converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f, alors

b b
® / f(z)dz = liIJIrl / fn(x)dz. Cest-a-dire que
a n—-+0o0 a

b b
ngr}rloo/a fn(x)dz :/a <nll>I£oo fn(x)> dz.

On dit qu’on a passé la limite sous I'intégrale, mais cela n’est possible que si la convergence est uniforme.

Remarque :
La convergence simple seule suffit pour faire passer la limite sous U'intégrale.

b b
lim /fn(:n)d:c:/ lim f,(x)dx

n—-+oo a n—-+oo

Exemple :
Soit n > 2, (fn(x)),,cy une suite de fonction définie par :

(1 2
—nlr+2n size ;]

n'n
2 : o 1
fu(z) = niz siz € |0;—
| 'n
[2
0 size ;1]
|n
A
x
/) S .
0 1 2 -
n

lim f,(z) =0,Vz €[0;1]

n—-+oo
fn converge simplement sur [0; 1] vers la fonction = — f(z) =0

e f, est continue sur [0;1]
o [ est continue sur [0;1]

1
e calculons / fu(x)dz
0
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/Olfn(x)dx :/0

1 2
1 w 1 n
= |=n2a2? + [2nz — =n2a?

2 o 2

3=

2

2 1
nxdx + / (2n — n?x)dx + / 0dx
1

3|

3=

/1fn($)dx =1
0

1 1
De plus nlig_loo/o fa(x)de =14# /0 f(z)dz

Alors f,, ne converge pas uniformément vers f sur [0;1]

Théoréme : Dérivation
Soit I un intervalle de R non vide et non réduit & un singleton, et (f,,(z)),cyy une suite de fonction définie
et continue sur I a valeur dans R.

(a) Vn €N, f,, est dérivable sur I (respectivement f est dérivable sur I et de classe ¢!)

(b) La suite (f/) converge sur tout intervalle [a;b] C I vers une fonction f' =g

(c) 3wo € I tel que (frn(z)),cn st convergente.

Alors :
@ (fu(x)),cy est uniformément convergente sur tout intervalle fermé borné [0; 1] C I vers
une fonction f .
@ f est dérivable (respectivement f est de classe €’!) sur I.

® Vxel, f'(z)=g(x).

Exemple :
Etudier la convergence uniforme de la suite de fonction définie par :

fa:R — R
) =\

5.2 Série de fonction

Soit (fn(x)),cn une suite de fonction définie sur E vers R
On appelle série de fonction de terme général (f,) la suite de fonction (S,,) définie sur E telle que :

+oo
Vo€ B, Sp(z)=)_ f(x)
k=0

Définition 1 :

+oo
Soit (fn(2)), ey une suite de fonction définie sur E vers R et S, (z) = Z fr(z) la série de fonction.
k=0

& La série de fonction (Z fn) est dit simplement convergente sur A C E lorsque la suite de fonction (S, )nen
est simplement convergente sur A
& De méme, on dira que la (Z S’n) converge uniformément sur A lorsque la suite (S,)nen converge uni-

formément sur A.
Notation :
Lorsque la série (Z fn) converge simplement sur A, la limite simple de la suite de fonction (S,) est appelée

somme de la série (Z fn) sur A et est souvent notée : S, (x)
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n—-+4+oo

“+oo
Vee A, S(z)= lim S,(x) =) f(x)
k=0

Définition 2 :
Soit Z fn ) une série de fonction définie sue E et A une partie non vide de E.

On dit que (Z fn> est normalement convergente sur A s’il existe une série numérique (Z 19n> a terme posi-

tive telle que :
1. Ve € A, |fn(x)] <Yy

2. (Z 19n> est convergente.

Cela revient a dire que :
(@) (fn),en est brnée sur A

(b) up, = sup |fn(z)| est une série convergente
€A

Exemple :
Etudier la convergence normale de la série de fonction (fy, ),y définie par

fn(x) = Sinyg]‘;lx)yx €R

Théoréme :£0

Toutes série de fonction normalement convergente sur A est uniformément convergente sur A.

NB : La réciproque n’est pas toujours vraie.

Exemple :

sin(nx
définie par f,(z) = ¥7 z € R n’est pas convergente uniformément,

Montrer que la série de fonction (f;,) 5
n

neN
mais elle converge normalement.

Théoreme : Continuité

Soit I une partie non vide et non réduit en un singléton, et (f,) une suite de fonction définie sur I
a valeur dans R.

On suppose que :

@ Vn €N, f, est continue en un point a € I (respectivement f est continue sur 7).

@ (Z fn) convergente uniformément sur I vers S.

n —+oo
Alors . — S(x) = liI_IFl Z Jwla) = Z fn(x) est continue en a (respectivement f est continue sur I).
n—-+0o0
k=0 k=0

Exemple :
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Théoreme : Intgration

Soit f une fonction de classe ¢! sur [a;b], Vn €N

On suppose que la série (Z fn> convergente uniformément sur [a;b]. Alors la série de terme général

b
/ fn(x)dx est convergente et on a :
a

+o0o b b [+
> [ rer= [ (S o) an
@ k=0

k=0"%
n

b b n
Autrement dire : nETm];J/G fulz) = /a <n21}r100];)fn(x)) dx.

Exemple :
On considere la suite de fonction définie sur I = [0;1] par :

Folz) = M

n—+x

1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de f,(z) sur I

1
2. En déduire la nature de la suite numérique (u,,) définie par u, = / fn(x)dx
0

Théoréme : Dérivabilité
Soit (fn(2)),,cy une suite de fonction définie sur une partie non vide I et non réduit en un singléton
On suppose que :

® Vn €N, f, est dérivable (respectivement de classe €*) sur I.

@ La série (Z f,/L) convergente uniformément sur tout intervalle fermé [a; b].

® 1l existe zg € I tel que (Z f,'l(;co)) converge.
Alors :

(a) (Z fn) convergente uniformément sur tout intervalle fermé borné [a; b].

+oo
(b) z+— S(z)= Z fn(z) est dérivable (respectivement de classe €'1) sur I et on a :
k=0

—+oo

Veel, ()= fi(z)

k=0
Exemple :
Etudier la convergence normale de la série de fonction (Z fn> définie par

fn:[0;400] — R

—nx

x — fo(z) = T2
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Conclusion générale :

‘ Convergence normale ‘ - ‘ Convergence uniforme ‘

¢ ¢

‘ Convergence absolue ‘ = ‘ Convergence Simple‘
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Séries de % ourier

6.1 Polynémes de Fourier

On appelle polynome de Fourier tout expression de la forme :

x— Fp(x) = Z [ag cos(kz) + b sin(kz)], neN,zeR
k=0

=ao + Z lay, cos(kx) + by sin(kx)]
k=1

Les coefficients ag, a, et by, pour k € {1;2;---;n} sont appelés les coefficients de Fourier du polynéme F,.
Remarque :
(1) Un polynéme de Fourier est une fonction périodique de période T' = 2. On dit simplement que c’est une

fonction 27-périodique
(2) En utilisant les transformations trigonométriques suivantes :

e cos(a) cos(b) = % [cos(a + b) + cos(a — b)]

e sin(a)sin(b) = % [cos(a — b) — cos(a + b)]

e sin(a) cos(b) = % [sin(a + b) + sin(a — b)]

On détermine les coefficients de Fourier du polynéme F,.

& Vk€Z, cos(kr)=(—1)F et sin(kr) = 0.

o B 0 sin#0
™ g cos(nx)dx = { o Sim—0
& sin(nz)dr =0, VneN

—T

TS X . o 0 sin#£0
SN e dx = / (cos(nz) + isin(nz))dx = { o Sin—0

N (sin(nz) cos(mz))dz =0, V(n,m) € N?

—T

n 0 sin#m
N (cos(nz) cos(mz))dx = ™ sin=mz>1

- 2m sin=m=20

"o . ] 0 sinZmoun=m=0
SN _ﬂ(sm(mc) sin(maz))dz = { - sinem>1
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Série de Fourier d’une fonction 2mw-périodique

Application :
. /_iFn(x)dx =2aq0m = a9 = 217r/_: F,(z)dz
. /j (Fy(x) cos(nx))de = m.ap, = ap= ;/j (Fy(z) cos(nx))dx
o /j (F,(z)sin(nx))dx =m.b, = b, = %/j (Fy,(z) sin(nx))dx

Théoréme :£0

Soit F,, un polynéme de Fourier de la forme.

Fo(z) = ao+ »_ lax cos(kx) + by, sin(kz)]

k=1
= i " ( )d t
a0 = o Fn xz)dr e
1 us
an = f/ (Fy () cos(nz))dx
™ —T
Vk € N,
1 ™
b, = f/ (F,(z) sin(na))dx
™) 7

6.2 Série de Fourier d’une fonction 27-périodique

Soit f une fonction 2m-périodique et intégrable sur [—m, 7].
La série de Fourier de la fonction f est la fonction notée Sy ou F(f)

S¢(z) =ao + Z [an cos(nx) + by, sin(nz)], VreR,neN
k=1

ap = l/ﬂ (f(x) cos(nz))dx

™ ™) _x
Avec ag = by flz)(x)dz et Vn>=1,
- by, = %/ (f(x)sin(nx))dx
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Remarque #2

@ Si f est paire sur [, 7]

@ w=5-[ fay
Gy = z/Tr(f(alc) cos(nx))dx
(b)  VYn>1, TJo
b, =0
@ Si f est impaire sur [—, 7]
(a) ap=0, neN
(b) VYn=>=1,b, = %/Ow(f(m)sin(n:c))dx

Exemple 1 :
Soit f la fonction 2w-périodique définie sur [—m, 7] par f(x) =z

1. Trager le graphe de la fonction f sur [—3m, 47].

2. Calculer les coeflicients de Fourier de f et donner la série de Fourier de f.

Solution :

1. Tragons le graphe de la fonction f sur [—3m,4x]:

-4 —3%71‘ - 0 7/271’ 37477 5
-

-2r

-3

2. Calculons les coefficients de Fourier de f et donner la série de Fourier de f.
f est impaire sur [—m, 7] alors :

YneN, a,=0

Yn>=1l, b, = i/oﬂ(f(x) sin(nx))dx
2 (T
= 7r/O x sin(nx)dx
u(z) == u'(x_) =1
v'(x) =sin(nzx) | v'(z) = — cos(nx)
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™ n

gbn = {1’ cos(nx)} —|—/ ;lcos(nx)dx
n 0 0

T

- {n:” cos(nx)} i [n2 sin(nfv)}

0

= %COS(HW) +0  Orcos(kr) = (—=1)*, VkeZ

Alors 2p, — D", 2D
T n n
an = 07 Vn € N
Conclusion : n
b, = 2" , VneN*
n

S¢(z) =ao + Z [an, cos(nz) + by sin(nz)], VreR,neN
k=1
Donc

too n
S¢(z) = —22 % sin(nx)

Exemple 2 :
g(x) =0 si—rm<az<0
Soit g 2w-périodique définie par :
glx)=m si0<z<m
1. Trager le graphe de la fonction ¢ .

2. Calculer les coeflicients de Fourier de g et donner la série de Fourier de g.

Solution :

1. Tragons le graphe de la fonction f

2. Calculons les coefficients de Fourier de g et donnons la série de Fourier de g.

1 T
e ag=— g(z)dx
27

—T

2n
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27.ag :/ g(x)dx

_ /_07r o(@)dz + /Oﬁg(x)dx = /07r r.d = 7

o0may =72 = aqg=

Nl

_ / " 4() cos(nz)dz + /O " (z) cos(na)de = 7 /0 " cos(na)dz = 0

Ta, =0 = a,=0, Vn>1

o b, = l/ g(x) sin(nz)dx
™ —T
wb, = / sin(nz)g(z)dx
0 T T 1
= / g(x) sin(nz)dx +/ g(x)sin(nz)dx = 77/ sin(nz)dz = — [cos(nz)];
—m 0 0 n
1 1— (—1)"
= (n) [cos(nm) — cos(0)] = T
S ol Gt AP el Gt LV
n n
0 sik=2n
Vn>1,by = 9
5i k= 2 1
1 sik=2n+

Donc S, ( +22[1__ ]sin(nz)

3o [

6.3 Série de Fourier d’une fonction 2/-périodique (¢ €]0, 4o )

Soit f une fonction périodique de période 2¢ et intégrable sur | — £,£[,¢ >0 .
. xl
Soit g: x> g(z) = f <)
7r

® —4<=<{¢{ = —m<x<7. gestdonc définie sur [—m, 7]
xl xl
f ( + 2€> f <7T> = g(x)
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Ainsi g est périodique de période T' = 2¢. Donc on peut calculer le coefficient de Fourier de g

(S ao:i 7Tg(:z:)dac:% Trf( )dx—/ f(t)

2 J_ .
™ a,= 711_/: g(x) cos(nz)dx = i/: f (ff Cos(n:c)> dx = 2/2 f(t) cos (n—Zt) dt
> b, = 1/7r g(x) sin(nz)dx = l/ f <$€ sin(nac)) dx = 2/5 f(t) sin (n—grt) dt
T™)_x T —x ™ —£

= i[ancos( )—i—bnsin(n%t)}, VeeR,neN

Théoréme 40
Soit f une fonction périodique de période 2¢ et intégrable sur | — £, £[,£ > 0 .

La série de Fourier définie par :

i[ancos( )—i—bnsin(n?ﬂ-t)], Ve eR,neN
= 216/2 f@)dt et
an, Z/ f(@) cos )dt

1 [f . /nmw
z\/76 f(t) S11 (7t> dt
Exemple 3 :

Déterminer la série de Fourier de la fonction périodique de période T' = 4 définie par :

0 si—-2<z<0

Vk € N,

fz) =

T si 0<ze<?2

Solution :
Déterminer la série de Fourier S;(t) de f.

T:4:>€:2, apg = =

2
0 sin =2k
2((=1)" -1
neNa, =200
e _ sin=2k+1
m2(2n + 1)2
— sin =2k
- =2(=1)" nm
t " B 2 i 2k +1
s1n = +
(2n+1)
Donc
2 1 2 1
oo . 400 | —2cos |( nt )t n |( nt )t
2 T on Ul w(2n + 1)2 w(2n 4+ 1)2
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6.3.1 Convergence de la série de Fourier

A- Convergence simple

A-1/ Condition de Dirichlet
Soit f une fonction périodique de période T = 2/.
On dit que f satisfait aux conditions de Dirichlet si :
e f est de classe €' sur R
e f est monotone par morceau.

A-2/ Théoréme de Dirichlet
Soit f une fonction périodique de période T = 2/.
On dit que f satisfait aux conditions de Dirichlet alors :
Vit € [—£, [, la série de Fourier converge simplement sur 'intervalle [—¢, ¢] vers la fonction

)+ f(7)

t— 5 ,

avee f(t+) = lim f(x) et f(t7) = lim f(x)
> <

Cest-a-dire V¢ € [0, 0],  S;(t) = S+ ()

En particulier si f est continue au point x( alors

Sp(wo) = f(x0)

6.3.2 Convergence quadratique

Théoréme de Parseval
Soit f une fonction 2¢-périodique intégrable sur [—¢,¢[. On suppose que
t — f2(t) est intégrable sur [, ¢[ alors

1 ‘ 2 2 1 — 2 2
50| FOd =453 (@)
- n=1

Exercice d’application :

On considere la fonction x — f(x) = x sur [—m, 7] de période T' = 27
1. Déterminer les coefficients de Fourier de f.
2. Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
3 Bn dédu +oo (_1)71 +oo 1
. En de ulrequez:Qn_‘_1 et Zm

n=0 n=0

Solution :
1. Déterminons les coefficients de Fourier de f.
=2(=1)"
D’apres 'exercice 1 : onaag=0et a, =0, VneN; b, = g,n > 1.
n

Sg(z) = -

+oo .
—1)"sin(nz
o3 (U sine)
n=1
2. Etudions la convergence de la série de Fourier de f.
e f est monotone sur [—, 7
o 11_r>r%f(t) = —7 et iﬂf(x) =
> <
f est alors continue sur [—m, 7] et discontinue en —7 et 7

Conclusion : Vt €] —m,w[, Sp(t) = f(t), Sp(m)=0et Sp(—7)=0
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En déd +OO( 1)n 1
3. En eu1requez2 ) §2n+1.

Ainsi Vt €] —m, 7w, Sf(t) = f(¢) — _22 ™ sin(nx) .
+
™ 8in nx) 1
n=1
00 (—1)"sin (n;) -

7r
E ticuli t=—-¢€]—m,7[Ona: — L =
n particulier 5 ]—m,7[On a ;

0 sin =2k

(—1)k sin=2k+1
w2 (=)msin(n2) g £ (~1)*+sin (b + 2
(_1)2k Sin(kﬂ') sSin ™

D P Ph D Pl ey —ng

n=1 n=1 n=0
+oo (—1)"sin (ng) T oo (—1)" x
n T4 -2 n+1 4
n=1 n=0
—+oo
=" _ =
— ==
nz::o 2n + 1 4

Donc

n=0
Application du théoréme de Parseval :
Posons A = L fz(t)dt et B=a%+ lf (a? +b2)
o 0 2n_1 n n
1 1 [ 11 5] w2
A= 2 - 2d — | Z.3 -
o f() 27r/,fx or 37| T 3
+o0 1
2 2
B:a(2)+§z (an+bn) :2Zﬁ
n=1 n=1
D’apres le théoréme de Parseval A = B
2 too
us 1
A=B = —=2) —
3 nzl n?
+o00 2
1 s
— Z 2 6
n=1
+o00 1
Posons S = Z 3
n=1
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— — +
2 2 2
—n — (2k) poars (2k+1)
+oo +oo
1 1 1
=1 E T G
k=1 k=0
+oo +o0
1 1 1 3
Alors S; = -8 - = -  _Zg
ors 21 =7 1*;:0(2“1)2 2okt 17
D’ou
S
= —
= (2n+1) 8
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Les intégrales
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I CuapITRE SEpPT I

Intégrales multiples

7.1 Intégrales doubles

7.1.1 Un apercu formelle de l’'intégrales doubles

Soit = [a, b] x [c,d] un rectangle de R2, (a < b) et (c < d)

a- Quadrillage d’un rectangle

[ Yii
Y
Cloeooe .
L1 @ T
'y
J
0 - a b

Quadriller le rectangle de R? c’est se donner une subdivision o1 = {xg, 21, -+ ,2,} de [a,b] c’est-a-dire 9 = a <
21 < Ty < -+ < &, = b une subdivision o2 = {yo, Y1, - ,ynt de [c,d] Cest-d-dire yg =c <y1 <yY2 <+ < yp =d
Les rectangles qui constituent le quadrillage du rectangle de départ sont de la forme

R= (21, 2] X [yj_l,yj] avec i € {1;2;---;n} et j € {1;2;---;m}
Un quadrillage est dit régulier si
h—
Ti_1 — T = 278 e {1;2;---;n}
n
d—c .
Vi1 T Y = T Vi€ {1;2;---;m}
b- Fonction en escalier un rectangle

Soit = [a,b] x [¢,d] un rectangle de R? et
f+EFE — R
—

(z,9) f(z,y)
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On dit que f est une fonction en escalier sur F si f est bornée sur E et il existe un quadrillage {Rzy} 1<i<n de
1<j<m

E avec Rz’j: [«'L’z’—17$z‘] X [yj_l,yj] tel que V(i,5) € {1;2;---;n} x {1;2;---;m} et f est une constante sur le
rectangle ouvert

Rij=zicy, o[ X Jyj—, ;0 V06,5) € {1525 n) x {12+ ym)

7.1.2 Définition de I’intégrale double d’une fonction en escalier.
Soit E = [a,b] X [c,d] un rectangle de R? et f: E — R une fonction en escalier sur £
— On dit qu'un quadrillage {RU} 1<i<n est adapté a f si f est une constante sur I'intérieur de {RU}
1<j<m
— On suppose que {R”} 1<i<n est adapté a f.
1<j<m
Soit k;; la valeur de f sur le rectangle ouvert Rij: ]:Ei_l, xl[ X ]yj_l, yj[. Le réel

Ir(f) = kil —zi1)(yi — vi1)

1<i<n
1<j<m

est appelé intégrale double de f sur E et est noté // f(z,y)dzdy
E

1 R est indpendant du quadrillage adapté a f
/Ef($, ydedy = > kij(ei— 1)y — yio1)

1<i<n
1<j<m

Généralisation de I’intégrale double

Soit E = [a,b] x [c,d] un rectangle de R? et f : £ — R une fonction bornée.
On dit que f est intégrable sur E (au sens de Riemann) si :
Ve > 0, on peut trouver deux fonctions en-escaliers ¢; et po sur E telle que :

@ ¢pi(x) < f(x) <p2(z) VzeFE
|

/ o1 (2 y)ddy — / / wz(x,mdxdy] <e
E E

Dans ce cas on posera,

//Ef(l’,y)dxdy%//Egm(x,y)dxdy%//Egag(x,y)dasdy
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Théoréeme :£0

Soit E = [a,b] x [c,d] un rectangle fermé de R? et f : E — R une fonction intégrable sur £
Soit {RU} 1<i<n un quadrillage régulier de £ et Cjj= ]xi—la xz[ X ]yj_h yj[
1<j<m

On suppose

n m

Tnm=Y "> flei) (@i — zioa) (Wi — vic1)

i=1 j=1

On montre que ( lir_~r_1 Lym )eR
n——+00 ’

m——+00

I est appelé intégrale double de f sur E

b—a
n m Tj — Tj—1 =
n
insi [[ ooy = Tm 323" ) o = mima) s = i), avee L
m—+oo i=1 j=1 &
Yi —Yi-1 =
m
) b—a . d—c) .
En pratique on prend ¢;; = a+ 1, |c+ i
n m
Corollaire :

Soit E = [a,b] x [c,d] un rectangle fermé de R? et f: E — R une fonction continue, alors f est intégrable sur E
au sens de Riemann.

7.1.3 Quelques propriétés de l’intégrale double

Soit E = [a,b] x [c,d] un rectangle fermé de R?

— Si f et g sont deux fonctions intégrable sur E, alors ¥(«, 8) € R?,
la fonction (z,y) — af(x,y) + Bg(x,y) est aussi intégrable sur F et on a :

J[ 0+ palw.nety = [ [ f@dnay+ 5 [ gtz
— Si f et g sont intégrable sur E, et V(x,y) € E, f(z,y) < g(z,y) alors

//E f(z,y)drdy < //Eg(x,y)dwdy
— Si f est intégrable sur F,

alors la fonction (x,y) — |f(z,y)| est aussi intégrable sur E, |f(z,y)| = |f| (z,y) et on a :

‘//Ef(x,y)dzdy‘§//E|f($,y)|dxdy

7.1.4 Théoréme de Fubini

Introduction :

Soit £ un rectangle de R? et f de E vers R une fonction continue.
e Pour z fixé dans |a,b[, y — f1(y) = f(x,y) est continue sur [c, d] donc intégrable sur [c, d]

d d
Posons : / fi(y)dy = A(x) cest-a-dire A(x) = / fi(y)dy
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Ainsi la fonction  — A(x) est définie sur ]a,b[ on a :

/a”A@)dx _ /ab [ /jm,y)dy] "

On dit alors qu’on a intégré d’abord par rapport a y puis par rapport a z
De maniere analogue : pour y fixé dans |c,d|, on considere la fonction x — fo(z) = f(z,y)

B = [ fawria = [ poas

Ona:

/ " Blayay - / ' [ / b f(:v,y)dx] dy

f+EF —R
(z,y) — flz,y) =2y +y*+1

Exemple 1 : E = [1;2] x [0;3] et

En utilisant ce théoréme de Fubini Calculer de deux maniere différente I'intgrale double de f sur E puis conclure.

Théoréme :£0

Soit E = [a,b] x [c,d] un rectangle fermé de R? et f une fonction continue sur E .

Alors on a :

/ab/cdf(ﬂc,y)dmdy :/ab [/cdf(sc,y)dx] dx

d[ b
=/ l / f(x,y)dﬂc] dy
2 2
Exemple:/ / ye”:yd:tdyz// ye™Vdxdy
1 Jo [1;2] % [0;2]
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7.1.5 Intégrale double sur des domaines non rectangle

a- Domaine compris entre les graphes de deux fonctions
et deux droites verticales

BT S B T ——

()

v (a,)‘ ................. /
il
[0 7[: “[a b
/ (Cu)
V17 ]

U(O,) ............ /

Soit u et v deux fonctions définies de [a,b] — R continue

D ={(z,y) e R*/a< o <bet u(r) <y <v(r)}

Soit f : D — R continue alors :

/[ f@dzay = [ b [ / (()) f(:v,y)dy] dx

b- Domaine compris entre les graphes de deux fonctions
et deux droites horizontales

()
d
(%v)
il ||
Ol © " w(a) v(b) u(c) u(d)

Soit u et v deux fonctions définies de [c,d] — R continue
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D ={(z,y) e R*/v(z) <y <u(r) et c<y < d}

Soit f : D — R continue alors :
d u(x)
// [, y)dady =/ / [z, y)dx| dy
D c v(x)
Cas général :

Soit D une partie de R?*(D C R?)
On suppose que D n’est ni rectangle, ni la répresentation d’'un domaine située entre les graphes de deux fonctions
et deux droites (verticales ou horizontale). Dans ce cas on décompose D en des domaines élémentaire de type de
ceux déja traité et on applique la propriété suivante.

Remarque 1.5.1 :£2

Soit D un domaine fermé et borné de R.
On suppose que D est la réunion de deux domaines fermés c’est-a-dire que D = Dy U Do
tel que .

DlmD2:¢OuDlmD2 Cq1 Na

Dans ce cas :

//D f(x,y)d:cdyZ/D1 f(z,y)dxdy+/D2 f(x,y)dzdy

Exemple 1 : Soit D le domaine compris entre les droites x = 1; y = 4; les paraboles d’équations y = (v —2)? —4
ety=4—(z—3)2
1. Répresenter et déterminer le domaine D.

2. Calculer I = // f(z,y)dzdy avec f(x,y)=3x —2y+ 1.
D

Solution :
1. Répresentons et déterminons le domaine D.

'
o)
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D={(z,y) eER*/1<z<det (r—2) —4< <4 (z—3)?}
2. Calculons I:// f(z,y)dxdy

4—(z—3)2
I—//fa?ydxdy—// flz,y)dzdy
(z—2)2—4

4
Posons I’ */ f(x y)dy et I :/ I'dx
(x—2)2—4 1

4—(x—3)*? 4—(z—3)?
I = /( f(z,y)dy = /( (3z =2y +1)dy

z—2)2—4 r—2)2—4

—(x—3)2
= [3zy —y* + y] ?w,(2)23,)4

I’ =223 — 222 + 552 —30

Ainsi
4
= // f(z,y)dzdy = / (22% — 22% + 552 — 30)dx
D 1
4
|l a 2 5 095,
[ 57 3:E + 5 T 301’]1
I =153 1 =153
Exemple 2

1 1
OndonneD:{(x,y)€R2/72<x§Zy2+let —2§y§71x2+3}etf(x,y):xfy

1. Répresenter le domaine D.

2. Déterminer D sous forme de la réunion de deux domaines D; et Ds.

3. Calculer J = // f(z,y)dzdy
D

Solution :

1. Répresentation du domaine D.

1
Posons x — fi(z) = —1x2 +3

x> fa(2)/ [f2(2)] = 4z - 1)

2. Déterminons D sous forme de la réunion de deux domaines D et Ds.

4

Dy ={(z,y) eR?/ —2< < 2et2<

1
Dy ={(z,y) eR?/ —2< o< ~y*+1let —2<y <2}
1
Z$2+3}

Alors D =Dy UD,
3. Calculons J :/ f(z,y)dady
D
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7.1.6 Calcul d’aire d’un domaine de R?

Soit D un domaine borné de R. L’aire d’un domaine de R? est le réel

= [ asay

Autrement dit 'aire de D est la fonction caractéristique de D
1 si (x,y) € D

lD(xay) =
0 si (z,y) # D

Exemple 1 :

// dxdy/ / dxdy = (b—a)(d—c¢)

Exemple 2 : On donne les répresentations graphiques des domaines respectifs D et A :

3 3
. B
2 ) B
-~
- -~
J B 3
c
> c
-1 0 = 5 G »
i 2 s ! 1 A 7D 2 3 1 5
-2
-2
-3 A L

Calculer laire des domaines respectifs D et A.

7.1.7 Changement de variables
Soit p : R2 — R
(u,0)  +— @(u,v) = (z,y)

Soit £ C R? tel que
(8) det(Jo(u,0) £0, W(u,v) € E

b) ¢(E) =D
Alors //Df(x,y)dxdy://E(fogp)(u,v)|J¢(u,v)|dudv
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a- Coordonnées polaires

La fonction ¢ : R? — R

(0, 0) s o, v) = xr =rcosf
’ PUYI=0 y =rsing

cos) —rsinf
sinf rcos6

// f(z,y)dady = // rf(rcosf,sinf)drdf
D E
Exercice :

Calculer de deux maniére différente 1'aire de la boule B = {(x,y) € R?/2? + y? < a®}
c’est-a-dire o = // dxdy
B(o,r)

7.2 Les intégrales triples

‘:T

Alors  |J,(r,0)| =

Donc

Introduction :
On introduit de fagon analogue a 'intégrale double I'intégrale triple.
Si f: D CR?® — R est continue avec D = [a,b] X [¢,d] X [e, f] alors

m £

[ #wy2andyz =t 3737 S o= i)y = 951~ ) )

m—too i=1 j=1 k=1
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Remarque 1.5.1 :£0
Soit D = [a,b] x [c,d] X [e,t] un fermé de R?.

e Si f,g et h sont trois fonctions intégrables sur D, alors V(«, 3,7) € R?,
la fonction (z,y, 2) — af(z,y, 2) + Bg(x,y, z) + yh(x,y, 2) est aussi intégrable sur D et on a :

///D [af + Bg +~h](z,y, z)drdy = a// Df(x,y,z)dxdydz—kﬂ///D g9(z,y, z)dxdydz

—|—’y/// h(zx,y, z)dxdydz
E
e Si f, g et hsont intégrables sur D, et V(z,y,2) € D, f(z,y,2) < g(z,y, 2) < h(x,y, 2) alors

// . f(z,y, 2)dzdydz < ///D g(z,y, z)dxdydz < ///D h(z,y, z)dzdydz

e Si f est intégrable sur D,
alors la fonction (x,y) — |f(z,y, z)| est aussi intégrable sur D, |f(z,y, 2)| = |f| (z,y,2) et on a :

‘///D f(z,y, z)drdydz| < ///E |f(z,y, 2)| dedydz

Technique de calcul

Soit D ¢ R?® — R continue.
On suppose que D a une des formes suivantes.

1ecas : D = {(7,y,2) € R3/a < 2 < b,g1(x) < y < g2(x) et hy(x,2) < z < ha(w,2)} ol g1,92,h1 et hy sont
des fonctions continues

f(z,y, 2)dzdydz = flz,y,2)dz | dy| dw
i LU (L o) ]

2°mcas : D = {(x,y,2) € R3/a < x < b,hi(x,2) <y < ha(z,2) et g1(7) < 2 < ga(x)}

flz,y, z)dedydz = e wy)f(x,y,z)dy dz| dx
D g1(z hi(z,y)

Exemple : Soit R l'intérieur du tétracdre OABC

0 1 1 1
avecO=1 0 |, A= 0 |,B=|1 |,etC=1[ 1
0 0 0 1

1. Construire et déterminer le domaine R.

2. Calculer l'aire de ce domaine.
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Solution :

1. Construisons et déterminons le domaine R.

déterminons 1'équation des plans (OAB), (OAC), (0C), (ABC)
1 1 0

e« 0OAnOB=[o0|al1]=(0]=(04B):z=0
0 0 1

. 1 1 0

o OArOC=0|r[1]=( -1 |=(0BD):—y+z2=0
0 1 1
1 1 -1

o« OCNOB=|1]n|1]= 1 = (OCB): —x+y=0
1 0 0
0 0 1

o ABAAC=|1|n[1]=(0]=UBC):z=1
0 1 0

(AC)‘(a:oy) r=Yy
Alors R={(z,y,2) eR/0<2<1,0<y<zet0<2z<y}

N =

2. Calculons laire de ce domaine. | @/ =

~

Exemple : Calculer 'aire du domaine D =

(v,9,2) ER/x >0,y >0, et 22 + 9> < 2 < 1}

Analyse II: Prof Liamidi A. Leadi Fonction de Plusieurs Variables © ENS-FAST-UAC 2013-2014



Changement de variables dans R? 86

7.2.1 Changement de variables dans R3

a-Coordonnées cylindriques

Soit E =)0, +0o[x0,27[xRet p: ECR® — R3
(T7 0, Z) H (x’ y? Z)

r =rcosf cosf rsinf 0
tel que ¢ y =rsing et J,(r,0,2) =| sinf rcosd 0 det [J,(r,0,2)]r #0
z =z 0 0 1

Soit D et E C R3 tel que (D) = E avec E =]0,+00[x0, 27[xR

Donc
///Ef(x,y,z)dxdydz = ///Erf(rcosﬁ,sine)drdedz

Exemple 1 : Calculer I = /// fz,y, 2)dxdydz
D
avec f(x,y,2) = 26tV ot D = {(z,9,2) ER3/1 < /a2 +9y2<2et 0< 2 < 1}

x =rcosf z >0
Effet posons ¢ y =rsinf avec 6 € ]0,2n7]
z =z z €eR

Vaz+y?=rel;2 et (D) =[1;2] x [0;27] x [0;1] = E

I= ///Ef(l',y,z)dxdydz = //[Eze’"zdrdedz
///Eze”drdedz = </01 zdz) . (/027r d9) . (/12 re?”zdr) = g(e4 o)

Exemple 2 : Calculer J = / / / f(z,y, z)dzdydz et le volume du domaine délimité par la fonction
D
flx,y,2) = 22 + 9% + 22 et le domaine D = {(x,y,2) € R3/2% + % < 1,22 < 4(2® +y?) et —2< 2 <2}
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b-Coordonnées sphériques

€T
Yy
Soit : ECR® —» R3
(r0,0) > (2,9,2)
— 2 x 22
r =rcosfsingp o=Vt tyt 2 ro>0

Y
tel que ¢ y =rsinfsing — tan ¢ = avec 6 €[0,2n]

= Treose © :arctan(\/xQ-l-yQ) p €0,

cosfsiny —rsinflsing rcosfcosp
Jyp(r,0,0) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosy det [Jy (1,0, )] = r¥sin¢
cos ¢ 0 —rsin e

Si D et E C R3 tel que v(D) = E alors

/// flz,y, 2)dedydz = /// 72 f(r cos O sin o, r sin @ sin @, r cos @) | sin @|drdfdy
E E
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Intégrales généraliées

définition 1 :
Soit f:[a,b] — Raveca € Ret b€ R\ {—oo} =] — 00, +0].

On dit que f est localement intégrable sur [a, b] si V¢ €]a, b[,/ f(z)dr € R

définition 2 :

Soit f : [a,b] — R continue et localement intégrable sur [a, b]
b

e On dit que b est une borne impropre de l'intégrale / f(x)dx si

a

— b=+00

— lim f(z) = o
z—b
<

b
e Si b= +00 ou lilr%7 f(x) = 0o alors on dt que / f(x)dx est une intégrale généraliée
r—r a

définition 3 :
Soit f : [a,b] — R continue et localement intégrable sur [a, b[ et soit ¢ €]a, b]

c b
e Si lin% f(x)dx = £ € R, on dit que / f(x)dx est convergente et converge vers £ et on écrira
c—r

a a /abf(x)dmzf

c b
e Si lim/ f(x)dx € R, on dit que / f(x)dx diverge.

c—b a
= 1
Exemple 1 : f(z) =1In(z) et T :/ f(z)dz
0

Solution :

La fonction x — In(z) est continue sur [a; 1], Ya € [0;1] donc f est localement intégrable sur |0; 1]
De plus

/ In(z)dz = [z1n(z) —z]! = =1 —aln(a) +a

a—0

1 1
lim(—1—aln(a) +a) = —1 donc / f(z)dx est convergente et / fl@)dx = -1
0 0

+oo
Exemple 2 : Calculer / e dx
0
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Propriété :£2

Soit f : [a,b] — R continue et localement intégrable sur [a, b] et soit ¢ €a, b]

/ f(z)dx et / f(z)dz sont de méme natures

De plus on a : /f dx—/f da:+/f

8.1 Intégrale généralisée des fonctions ayant un signe constant

/abf(x)dx = —/abf(—x)dx

On peut se limité a ’étude de I'intégrale généralisée des fonctions positives.

En remarquant que

Propriété :£1

Soit f : [a,b] — R continue et localement intégrable sur [a, b] et positive.

(1) On suppose que Vz € [a,b[,0 < f(z) < g(x)

b
(a) Si / g(x)dx converge alors / f(z)dz converge aussi et on a :
a

/ f(z / g(x)dx

b b
b) Si / f(z)dz diverge alors / g(x)dx diverge aussi
a a
b
(c) Si / g(z)dz diverge alors on ne peut rien conclure pour / f(z)dz
b b
(d) Si / f(z)dx converge alors on ne peut rien conclure pour / g(z)dz

b b
(2) Si hn}7 fEJU; = { €]0, +-o0[ alors les intégrales / f(z)dz et / g(z)dz sont de méme nature
z—b g{T a a

b b
(2) Si }CILI%) g((;)) =0et / g(z)dz converge alors / f(x)dx converge.
< a a

8.2 Les intégrales de Riemann

Soi‘504€IRett»—>f(t):i

1251 teoq
Etudions les intégrales I = / t—adt et J = / t—dt
0 1

1
1
QIZ/fdt
o 1
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400
lim — = 1
t—0+ ¢t
0
Supposons que a > 0.
1
1
Posons I(a) = / t—adt avec a €]0;1]
1 a
1
I(a) = / —dt
a ta
1 1
_ [a+1t—a+1L sia#1
[In(?)] sia=1
1 1 .
_ [1_04(1—(10‘1)} sia#1
—1In(a) sia=1

|
/—dt: lim I(a)=
o t®

a—0t

1
1
Conclusion : / t—adt converge <= a €]0;1]
0

“1
J(a) = t—adt avec a > 0
1
1 1 .
—In(a) sia=1

+oo 1
/ —dt = lim J(a) =
1

to a——+00

+oo
Conclusion : / t—adt converge <= a > 1
1

sia>0

sia=0

sia<0

sia>1

sia<1

sia=1

sia<1

sia>1

sia=1
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Remarque :#£1

b b—a
dt dt
(1) Par un changement de variable / el / —
G Sy @

(2) Si f ’est ni définie en a ni en b on prend un réel ¢ € R et o pose :
c b
h:/f@ﬁmh:/f@ﬁ

b
Si I et Iy convergent alors / f(t)dt converge et on a :
a

Lv@ﬁ:lv@ﬁ+lv@ﬁ

e > In[cos(1)]
Etudier 'intégrale I = / — i
2 ll'l(t)

Exemple 1 :
dt
Solution :
In(1 +x)~o(x) et (z) 1-l2) — ! o
n ~ ~ _ = — ~ [
x)~o(z e cos(x)~p 237 cos ; 0 272
1
2t2
0<1<1<7r:> L < ! <1
. 5 5 cos 5 cos ;

In(t) >0 et Infcos(})] < 0

Alors  In[cos(1)]~400
Vit € [2;+00];

Donc Vt € [2;+o0], f(t) <0

_1
2t2 1n(¢)

= 1] Or Vt € [2;400[,In(¢) > In2 > 0 alors

Posons g : t — —f(t); g(t) ~+oo
1 1 1

0< —=5<

1
li t):= I -
i g(t) m@) “mz S22 S 2l

- lim ——

[t—>+oo t 4o 22 In(t)
+oo +oo 1

/ ) est convergente donc / t—2dt converge
0 0

+00 +oo +oo
Ainsi / g(t)dt converge =—> / ft)ydt = —/ g(t)dt converge.
0 0 0

Exe le2:1 /+0<> dt
xem I = —_—
—xempe 2 ¢ o te(t—1)Adt

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur « et 8 pour que I converge.

8.3 Intégrales généralisées de fonction ne gardant pas un signe constant

Soit f : [a,b[— R une fonction ne gardant pas un signe constant sur un intervalle I contenu dans R

Définition :
On dit que f est absolument intégrable sur [a, b[ si la fonction x — | f(x)| est intégrable sur [a, b[.
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Proposition :£0

Soit f de [a,b[— R une fonction localement intégrable sur [a, b]

Si f est absolument intégrable sur [a, b[ alors f est intégrable sur [a,b] et on a :

b
[t
Remarque :

1l existe des fonctions intégrables qui ne sont pas absolument intégrables

< / | @)d

in(t
Exemple 1: t+— f(t) = ilj—(tl
Mountrer que est f absolument intégrable sur [1, +o0]

Solution :
Montrons que f absolument intégrable sur [1, +o0]
, | sin(?)|
Soit t — g(t) = |f(t)]| =
oit £ (1) = (1) = )
oVt € [1,+00[;9(t) >0
1
e De plus Vt € [1,+o0[, |sin(t)] < 1et 1+¢2 >0 alors g(t) < T

“+oo
1 4 T T 0w
Or /1 mdt = [arctan(t)];> = 5 1-39€ R

D’apres le critére de comparaison f est absolument intégrable sur [1, 4+o0].

cos(t)

Vit
Montrer que est f intégrable mais pas absolument intégrable sur [1, +o00]

Exemple 2 : t+—— f(t) =
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Intégrales curviligne.

9.1 Généralités

9.1.1 Courbes paramétrées
Soit D C R. une courbe paramétrée dans D est toute application

y:R —R”
t —~(t)eD

et définie sur intervalle [a, b].

L’ensemble image ([a, b]) = {7(t),t € [a, b]} est appelé courbe géométrique associée a . Il s’agit de la trajectoire
décrite par 7 et on identifie v a son image. On dira alors que « est une courbe sur D

v(a) est appelé lorigine du courbe et v(b) son extrémité
Une courbe est dite fermée si 'origine du courbe et Pextrémité se confondent vy(a) = v(b)

9.2 Courbes inverses et juxtaposition

Soit v : [a,b] — R™ une courbe.
e La courbe 7' : [a,b] — R"™ telle que v/(t) = v(a + b — t) est appelé courbe inverses de v car 7'(a) = v(b) et
¥ (b) = (a)
e Soit 1 : [a,b] — R™ et 73 : [a, b] — R™ deux courbes telle que : 71 (b) = v2(b).
La juxtaposition des courbes 7, et 79 est la courbe « : [a,¢] — R™ telle que :
MNap) =1 et Ypg =
Remarque :
Paramétriser un sous-ensemble de R™ c’est déterminer une courbe sur ce sous-ensemble.
Exemple :
Donner la paramétrisation de : (AB);[AB] et € (A(a,b); R)

Donner la paramétrisation de : (AB);[AB] et € (A(a,b); R)
Soit
Y1t R —D
t —y(t)

A(a,b), B(c,d) avec ¢ # a

b—d b—d
Posons : a = etﬁzb—< >a

a—c a—c
Ainsi (AB) :y=aa+f

Y1 R — RQ avec { x(t) =
t = m(t) = (z(t);y(t) y(t) =at+p
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Cherchons [to; t1] tel que aq(tg) = A et ay(t1) = B

to =a
Oél(to) = (to, aty + ﬁ) = (a, b) — t1 =c¢
a1(ty) = (t1,at; + 8) = (¢, d) atp+B=">
ozt1 + ﬂ = d
a = to
e Une paramétrisation de la droite (AB) est IC) z Zto 45 (o, B,to, t1) € R*
d = Oétl + B

y2 i [a,b] — [AB] C R?
t — ’yg(t) = ’71(t)

Autrement dit 71 (f) = [2(t), y(t)] € (AB) —> Ay () = tAD
l’(t) =t.xaB + A
= t € [0;1] et v2(t) = v1(t)]efo;1]
y(t) =t.yas +ya
z(t)=txap+xa
e Une paramétrisation du segment [AB] est t e [0;1]
y(t) = t.yap +ya

t— v(t) = (Rcost + a; Rsint + b) = (x(t); y(t)). Alors Vt e R,v(t) € € (A(a,b); R)
x(t) = Rcost+a

e Une paramétrisation du cercle € (A(a,b); R) est R >0 et t e [0;2n]
y(t) = Rsint+0b

9.3 Vecteur tangent.

Soit v : [a,b] — R™ et t — ~(¢) une courbe.
AeR™; y(A) = (21(t), x2(t), - -+, (t)) avec v € CL(R).
Un vecteur tangent & la courbe « est le vecteur X (¢) = 2/ (t) = (2] (t), z4(t), -+ , 2}, (1)).

rn

En mécanique du point, lorsque (t) décrit la trajectoire de point matériel, alors 4/(¢) représente la vitesse de
ce point matériel.

9.4 Intégrale d’un champs de vecteur le long d’une courbe

9.4.1 Champs de vecteur

Un champs de vecteur de R est toute application F' d’efinie par :
F: R* —R"
(1,22, ;) = F(x1,22,  ,Zn)
Exemple :

F(x,y) = P(z,y)i + Q(z,y)j avec 7 = (1;0); j = (0;1) et F(x,y) = [P(z,y), Q(z,y)]
Soit f : R” — R de classe € on a :

of of af

Zid = ? = —_— e —

gradf / Oxy Oz’ Oz,
Définition :

Soit F': D € R® — R™ de classe ! sur D.

Soit v une paramétrisation de D. On appelle intégrale de F' le long de v (intégrale curviligne) ; le réel noté / ?

¥
tel que :

Analyse II: Prof Liamidi A. Leadi Fonction de Plusieurs Variables © ENS-FAST-UAC 2013-2014



Cas particulier de champs dérivant d’un potentiel 95

L?_Lb?[y(t)}.y'(t)dt siv:la,b] — D
7 :/?.d‘%

On écrit plus souvent /
¥

Y

Remarque e

En physique, I'intégrale curviligne de F' le long de ~y est encore appelée la circulation
ou le travail de F' le long de 7.

Lorsque 7y est une courbe fermée, on écrit souvent

[F-4F
Exemple :

Calculer l'intégrale curviligne sur [0;1] le long de la courbe 7(t) et du champs de vecteur F tel que :
Fw,y) =i +yj et 2(t) = (¢, 20

9.4.2 Longueur d’une courbe.

Soit v : t — y(t) une courbe dessinée sur D C R
La longueur de la courbe v est le réel L(y) égale & l'intégrale curviligne le long de v du champ de vecteur
unitaire tangent a ~y. C’est-a-dire :

I @)l

L) = S

b /
Si~v:[a,b] — D alors L(vy) = / ”z/&.'y’(t)dt

b
L(y) = / I/ (1)t

9.4.3 Quelques propriétés de l’intégrale curviligne

[F=-].F

(2) Soit 71 : [a,b] — R™ et 5 : [b, c] — R™ tels que 71 (b) = y2(b)
La juxtaposition de 1 (b) et 72(b) est la courbe notée v = v U2 : [a,c] — R™ telle que : y|jqp) = 71 et

Y, = Y2
/?:/ ?:/?+ F

9.4.4 Cas particulier de champs dérivant d’un potentiel

Soit F: D C R* — R"
On dit que F dérivant d’un potentiel ou bien F est un champs conservatif, s’il existe f : D — R™ de classe €
sur D telle que ?f = F.
Dans ce cas la fonction f est appelé potentiel de F'.

(1) Si~v~ est la courbe inverse de v alors
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Propriété :£2

Soient 7 : [a,b] — D un chemin de classe ¢ et f: D — R de classe €'
Alors

/ﬁﬁﬂﬂ=ﬂﬂw—ﬁ%®

On dit que l'intégrale curviligne d’'un champs de vecteur dérivant d’un potentiel ne
dépend pas du chémin choisit plutot de 1'origine et de 'extrémité.

En particulier : si v est fermé

ﬁﬁwm=o

Propriété :£0
Soit F' un champs de vecteur et v fermé.
Si j{ ? =0 alors ? est un conservatif.
Y

Rappel : Condition nécessaire suffisante pour qu’un champs décrire diun potentiel lorsque le do-
maine est simplement connexe.

Définition :
Soit 1 : [a,b] — R? une courbe.
On dit que v est une courbe simple lorsque v(t;) = y(t2) pour tout t; # to sauf lorsque t; = a et t5 = b; 7 est dit
simple lorsque <y ne se coupe pas. On dit aussi que 7y est une courbe régulier.

Un sous-ensemble de R? est dit simplement connexe si tout chémin fermé construit dans ce sous-ensemble n’en-
toure que des points de D .
Autrement dit on dit que D est un ensemble connexe lorsque D n’a pas de trou.

Exemple :
R? et tout ensemble convexe est simplement connexe.
Théoréme : de point carré

Soit F' un champ de vecteur définie par :
F:DCcR? —R?
(z,y) — [P(z,y),Q(z,y)]

F € €1(D) et D simplement connexe.

0Q

% (z,y), V(z,y) € D

0
F est un champs conservatif si et seulement si a—(aj, y) =
Y

Exemple :

F:R? —R2
(z,y) +— 3+ 2zy,2? — 3y?)

Démontrer que ce champs est conservatif et démontrer ses fonctions potentielles.
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9.5 Formule de Green-Riemann

Soit v : R — R? une courbe fermée de classe €' par morceaux dlimitant un domaine compacte D simple du
plan (v est une paramétrisation de D C R)
Soit F un champs de vecteur F': D C R? — R? telle que :

F(z,y) = [P(x,y),Q(x,y)],Y(z,y) € D

Alors on a la formule suivante appelé formule de Green-Riemann

A Pl = / Fhlwa = [[ [%};@,y) =99z )] dray

Exemple :
Calculer I'intégrale curviligne donnant circulation de F(z,y) = (2® — 3,23 + »?) le long de €((0,0); 1) parcouru
dans le sens trigonométrique.

9.5.1 Conséquence de la formule de Green

Soit D un domaine compact simple et v une courbe fermée de classe ¢! par morceaux délimitant D.

Par définiition on a : & = // dxdy

D
,d://jjdxdy:,d://D [%(x,y)—{;j(%y) dxdy

o ://dxdy
D

= /?ﬁ avec F(x,y) = [P(z,y),Q(x,y)]

:f(o,x).?ez/xdy
—/ydm

On a les résultats suivants :

1
=5 /(—ydm + zdy)
2J5
Exemple :
22 2
Calculer laire de ellipse déquation — + i laveca>0etb>0
a
2 2
_ 2.2 v _
E—{(amy)ER ’a2+b2_1}
Solution :

Soit v :[0;27] — R2
t +— v(t) = (acost,bsint)
v est la paramétrisation de E

2m
.;zf(E):/O (0,acost).”y (t)dt

v/ (t)dt = (—asint,bcost) alors F[y(t)].y'(t) = abcos®t
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27
o (E) = (0,acost).” (t)dt
0
b 2m
= %/ (1 — acos2t)dt
o 2m
ab 1 .
= — {t — sm?t} = mab o (F) = mab
2 2 0
Exemple :
- 22 2
Calculer l'aire de '’hyperbole déquation — — i laveca>0et b>0
a

2 2
Y
E:{(x7y)ER2;a2_b2:1}

9.6 Les intégrales de surfaces

D une surface régulier de R? c’est-a-dire
D = {(amy,z) eER3/f(z,y,2) = k}
avec f : R? — R de classe €' tel que
¥M € D, (Vf)(M) # Oga
une paramétrisation de D est toute application

p:R? —R3
(w,v)  — p(u,v)= [z(u,v);y(u, v); 2(u, v)]

telle que p(u,v) € D,¥(u,v) € U. Ainsi ¢ est un champs scalaire de R?

9.6.1 Définition de 'intégrales de surface

Soit ¢ un champs scalaire de R3. On appelle intégrale de ¢ le long de la surface D, le réeel I noté

- | /D odo = | /A olip(u, )| N | dudv

A=¢(D) et N le vecteur normal associé & la paramétrisation.
L’élément || N||dudv est appelé élément de surface et est noté souvent do

Exemple :
Calculer laire D tel que D = {(:E,y,z) ER3 /22 + 2 =22 et 0<a<2<h

Solution :
Calculons 'aire D tel que D = {(x,y, 2)eR 2P+ =22 et 0<a<2<b
Soit y:R? — R?

(D) = //D ldo
(r,t) +——~(t) = (rcost,rsint,r)

est une paramétrisation de D avec V(r,t) € R? ¢(r,t) € D,r € [a,b] et t € [0;27]
- dp - dp

€, =— = (cost,sint,1) et €;=—-— = (—rsint,rcost,0)
cost —rsint —rcost
ﬁz?r/\?t: sint A rcost = —rsint
1 0 r

Analyse II: Prof Liamidi A. Leadi Fonction de Plusieurs Variables © ENS-FAST-UAC 2013-2014



Formule de Green-Ostogradshy 99
alors ﬁ = \/(—r cost)? + (—rsint)2 + 12 =12
b r2m b
1 =
= \@/ / rdrdt = /2 {27‘2} [t]g = 1V2(b? — a?)
a JO a
9.6.2 Flux d’un champ vectoriel
Soit F un champ de vecteur de R? et D une surface de R?
On appelle flux de F a travers la surface D, l'intégrale :
I= / (?.ﬁ)da
D
ot 7 est la normale unitaire & la surface
I= // ?.W)do = // F[(p(u,v)}.ﬁdudv
D A
si o est une paramétrisation de D et (D) = A
Exemple :
Calculer le flux sortant & travers la demi spheére {(x,y,2) € R®/z > 0 et 22 +y> + 22 = 1} et F(x,y,2) = (z, —y,2)

9.6.3 Formule de stockes-Ampere
Soit D une surface de R? dont le D est orienté et paramétriser par la courbe définie par

~v:R — 0D C R?
t = (t)

Ainsi;

/ 7t dudv—/?ﬁ

9.6.4 Formule de Green-Ostogradshy

Soit K C R3 un domaine fermé et borné délimité par une surface orientée D c’est-a-dire D = 0K.

Soit F un champs de vecteur de classe ¢! sur K

//D(?.ﬁ)da:///de(?)dxdydz
Exemple :

En utilisant la formule Green-Ampere calculer la surface d’elimitée par
S ={(r,y,2) €R3/2 > 0 et 2% +y? + 22 = 1} et le champ de vecteur F(z,y,2) = (z, —y,2)

Solution :

D’apres la formule Green-Ampeére on a : I = / ? ﬁdudv
Cherchons 7 tel que @t 7 ? ? A 7

V.RS — RS
(z,y,2) = V(z,y,2) = (f1, f2, f3)

%t(?) (%%78ﬁ8f3 afza) et?xy, —y,x,xy), 0S = €(0;1)

Soit ~v:[0,27r] — R3
t +— v(t) = (cost,sint,0)
est une paramétrisation de S
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I = / V.di
‘y27r
- [ Phowa
027'r
:/ (—sint, cost,sint cost).(—sint, cos, 0)dt
0
27
= / (sin?t + cos? t + 0)dt
027r
- / 1dt
%
I =[] =2n I=27

Exemple :
En utilisant la formule Green-Ostogradshy calculer le flux du champ de vecteur
F(x,y,2) = (23,43, 2%) sortant a travers la sphére S d’équation
S={(z,y,2) e R¥/a? +y? + 22 =1}

FIN.

C’est bon maintenant
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