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Préface

Ce livre est un recueil d’exercices et de problémes des mathématiques pour
I’ingénieur. Il s’adresse aux étudiants de deuxieme année de Licence des sciences
et techniques, deuxieme semestre (L2S2), ainsi qu’aux étudiants des autres filieres
et des écoles préparatoires qui y trouveront autant les théorémes qu’ils doivent
connaitre que des exercices pour les illustrer. Il est le fruit d’un enseignement de
mathématiques pour I’ingénieur dispensé au département sciences et techniques,
faculté de technologie a I’université de Tlemcen.

Nous avons privilégier I’exposé des méthodes de calcul (théorémes, propositions,..)
sans démontrer quoi que ce soit pour aller directement vers le but et ceci en ajoutant
des exercices avec des solutions détaillées et quelques exercices supplémentaires
donnés sans solutions pour examiner les capacités des lecteurs. Nous les invitons
cependant a chercher eux méme les exercices avant de regarder les solutions. Nous
mentionnons aussi que le cours de ce livre est un résumé fait a partir de la biblio-
graphie insérer a la fin de ce livre.

Le premier chapitre rappelle les nombres complexes et les différentes régions du
plan complexe telles que le cercle, disque et autres. Le second chapitre initie le lec-
teur aux fonctions a variable complexe, il découvre la notion d’une fonction mul-
tiforme et uniforme et la notion d’holomorphie (dérivabilité) de ces fonctions. Le
troisieme chapitre est consacré aux intgrales curvilignes et aux formules intgrales
de Cauchy. Le chapitre quatre est reservé aux séries de Laurent, classification des
sngularités et théorie des résidus et le dernier chapitre traite quelques applications
sur les résidus sous forme des intégrales impropres et séries numériques.

Nous avons ajouté aussi les examens des années passées depuis 2008 avec leurs
solutions sous forme d’un chapitre et une annexe historique résumant une bréve
biographie des mathématiciens cités dans ce livre.
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Chapitre 1

Nombres complexes
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1.1 Nombres complexes. Définitions

Définition 1.1. On appelle nombre complexe, toute expression de la forme z =
x + 1y (dite forme algébrique de z) ou x et y sont des nombres réels et i définit par
la relation i* = —1. Les nombres x et y s’ appellent respectivement partie réelle et
partie imaginaire de z.
Notation : © = Re(z) ety = Im(z).

On désigne par C I’ensemble des nombres complexes :

C={z=z+1y, z€R, yeR}

Six = 0, z = 1y est dit imaginaire pur.
Le nombre z = = — 7y est appelé conjugué de z.
Deux nombres complexes z; = x1 + iy et zo = o + tys sont égaux si x1 = To
ety = Y.
Un nombre complexe z = 0 si et seulement x = O et y = 0.
Siz; = x1 + 1y1 et 29 = x2 + 1Yo, alors
o 21+ 29 = (21 +x2) +i(y1 + y2).
® 21 — 2o = (a;l — xg) + i(yl — yg).



2 Nombres complexes

o 21.20 = (w1 +iy1) (w2 +iy2) = T122 — Y1y + i(21Y2 + T2y1).
o ZL — zitiyr _ (mitiyi)(wo—iys) _ mixatyiys 4+ WT3—T1yy

z2 — wotiya — (z2tiye)(wa—iy2) T x3+ys z5+y;

® 21+ 290 =721+ Z9.
® 2| — 2 =21 — 22.
® 21.29 = z1.29.
(1)

22 Z2
oz =2

_ 2tz _ 2—Z

o Re(z) = 2= et Im(z) = 5~.
o zestréel <= Im(z) =0 < z=72.

e 2 estimaginaire pur <= Re(z) =0 < z = —7Z.
On appelle module de z = x + iy, le nombre réel positif, noté |z|, définit par

|2| = V2Z = Va2 + 32

etona

|z| > 0.

2| =0 <= z=0.

|2122| = |21]-|22.

|21 + 22| < |z1| + |22 (Inégalité triangulaire).
|lz1] = [22]] <21 — 22].

|1R (2)| < lz], Im(z)] < |z].

== ﬁ, |22 = 2z

1.2 Plan complexe

Tout nombre complexe z = = + iy est déterminé par le couple (x,y). Pour
cela nous associons & tout nombre complexe z un point (z,y) dans le plan des
coordonnées cartésiennes.

1.3 Forme trigonométrique

On peut décrire un vecteur dans le plan complexe en coordonnés polaires.
On désigne par (1, 6) les coordonées polaires du point A. On a les relations sui-
vantes

{o e

et par conséquent tout nombre complexe s’écrit sous la forme
z = r(cos(f) + isin(d))

cette expression est dite forme trigonométrique du nombre complexe z avec r = |z
et 6 est appelé argument de z, noté arg(z).
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Siz1 = r(cos(61) +isin(61)) et zo = r(cos(fz) + isin(f2)) alors
21 =29 < 11 =r9etb =0y +2kmw, keZ.

Remarque 1.1. L’argument d’un nombre complexe z n’est pas unique puisque
arg(z) + 2km, k € Z est aussi un argument de 2.

Propriétés 1.1. o arg(ziz9) = arg(z1) + arg(z2).
e arg <%> = arg(z1) — arg(z2).
e arg(z) = 27 — arg(z).
Définition 1.2. Soit z = r(cos(0) + isin(f)) € C, l'unique argument 6 apparte-
nant a | — w, 7| s’appelle I’argument principal de z, noté Arg(z).
Ona
arg(z) = Arg(z) + 2km, k € Z.

Soit z = z 4 iy € C, alors

arctan () siz >0
arctan(%)—i—ﬂ siz<0Oety >0
Arg(z) = 5 siz=0ety >0
arctan(%)—w siz<Oety <0
-3 siz=0ety <0.
Exemple 1.1. Donner la forme trigonométrique de z = —/3 — i.
Onax=—+3ety=—1donc|z| = \/(—\/§)2+ (—1)2 =2,
_ —1 _ T _ _bm
et Arg(z) = arctan (7\6) —MT=F—T=—%.
Ainsi la forme trigonomértique est z = 2(cos(—2F) + isin(—2T)).

1.4 Formule de Moivre, formule d’Euler

La formule de Moivre

(cos(f) +isin(#))" = cos(nb) + isin(nh).

La formule d’Euler

e = cos(6) + isin(h).
Ainsi un nombre complexe peut s’écrire aussi sous la forme
z = |z|(cos(f) + isin(8)) = |z[e®.

Exemple 1.2.

(? + ;)3 = (cos (%) +isin (%))3 — cos <367T> +isin (?’g>
= cos () +isin(5) =1
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1.5 Racines n“"¢ d’un nombre complexe

Soit z = r(cos(f) + isin(f)). On appelle racine n’*™ de z tout nombre com-
plexe w = p(cos(v)) + isin(1))) tel que z = w™.
On obtient alors

p"(cos(y) + isin(yh))" = r(cos(#) + isin(h))
p" (cos(ny) + isin(niy)) = r(cos(d) + isin(f))
"=r et np=0+2kn, kel

o ok
p=r et p=—+=" k=012 -1
n n

11ee

En donnant a k les valeurs 0,1,2,...,n — 1, nous trouvons n valeurs différentes
de la racine n'“™¢ de z :

0 2k 0 2k
wy, = {L/;<COS<+7T>+Z'SH1<+7T>>, k=0,1,2,...,n—1.
non n

n

Exemple 1.3. Les racines cubiques de 'unité, z> = 1,

23 = 1=1(cos(0) + isin(0))

0 2kn . (0 2k
=z, = \%(COS<3+3>+ZSIH<3+3>>, k=0,1,2.

2k 2k
=z = cos<37r>—|—isin<37r>, k=0,1,2.

Ainsi les racines cubiques de 1 sont

zo = cos(0)+isin(0) =1,
2 2 1 3
Z] = COS <;> +isin <;> =5 —I-i\g,
m . (Am 1 V3
Z2 = cos| — |+ism|— | =—<—1—.
3 3 2 2

1.6 Ensemble de points

Soit M et My deux points du plan complexe d’affixes z = = + iy et 29 =
T + 1yo respectivement. La distance entre M et M est donnée par

|2 — 20l = V/(z — 20)2 + (y — y0)2-
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Définition 1.3. 1. Cercle : Un cercle de centre 2 et de rayon r > 0 est I’ensemble
de points donné par

C(z0,7) ={2€C, |z — 2| =7}.

2. Disque ouvert : Un disque ouvert de centre zy et de rayon r > ( est I’ensemble
de points donné par

D(zp,r) ={2€C, |z — 2| <r}.

3. Disque fermé : Un disque fermé de centre zy et de rayon r > 0 est I’ensemble
de points donné par

D(zp,r) ={2€C, |z— 2| <r}.
4. Couronne : Une couronne est [’ensemble des points vérifiant
r < |z — 20| <R.

5. Ensembles bornés : On dit qu’un ensemble A C C est borné s’il existe un
nombre réel v > 0 tel que |z| < r,Vz € A.

6. Voisinages : Soit zg € C. Une partie V. C C est dit voisinage de zg s’il existe
r > 0 tel que D(zp,r) C V.

7. Ensembles ouverts et ensembles fermés : Un ensemble A C C est dit ouvert
(resp. fermé) si et seulement si

Vze A, Ir >0, D(z,r)C A

(resp. C\ A est un ensemble ouvert).
Autrement dit un ensemble A est un ouvert s’il est voisinage de tout ses points.

Exemple 1.4. Tout disque ouvert est un ouvert de C.

8. Ensembles connexes : Un ensemble D C C est dit connexe si deux points
quelconques de D peuvent étre joints par un chemin appartenant a D. ( si z1 et
29 sont deux points de D, on appelle chemin d’origine z et d’extrémité zo toute
application continue v : [0, 1] — D telle que v(0) = z1 et y(1) = 22.)

9. Domaines : On dit qu’un ensemble D C C est un domaine si D est un ouvert
connexe dans C.
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1.7 Exercices

Exercice 1.1. Trouver les parties réelles et imaginaires, arguments et modules
des nombres complexes suivants

1—4\° 2414 2i 1 + cos(8) + isin(0)
1+ iv3)8, , , .
A+iv3) <1+i> 1—i+1—+—i 1+ cos(6) — isin(6)

1.z = (14+iv3)% = 64, Re(z) = 64, Im(z) = 0, |z| = 64 et arg(z) =
04 2km, k € Z.

2.z = (%—3)5 = —i® = —i, Re(2) = 0, Im(2) = —1,
—T 4 2%m k€ L.

3.z =2t 4 1+z =3+ 34, Re(2) = 3, Im(z) = 3,
arctan(3) —|— 2k:7r ke Z.

4,

z| =1letarg(z) =

2| = Y= etarg(z) =

1+ cos(f) + isin(0)

= 0 2k +1 kelZ.
1+ cos(f) —isin(6)’ 7 (2k+ 1, <

1+ cos(f) + isin(6) 1 4 cos(6) + isin(0)
1+ cos(f) — isin(6) 1 4 cos(6) + isin(6)
(14 cos(#))? — sin() + 2i 51n(9)(1 + cos(6)
(1 + cos(6))2 + sin?(6)
1+ 2cos(f) + cos?(#) — sin?(#) + 2isin(0)(1 + cos())
2(1 + cos(#))
1+ 2cos(#) + 2cos?(0) — 1 + 2isin(6)(1 + cos())
2(1 + cos(#))
2 cos(0)(1 + cos(0)) + 2isin(0)(1 + cos())
2(1 4 cos(#))

= cos(f) +isin(f), puisque 0 # (2k + 1)7.

Ainsi Re(z) = cos(0), Im(z) =sin(0), |z| = letarg(z) =0 + 2km, k € Z
Autre Méthode :
En utilisant la formule d’Euler

Alors
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Exercice 1.2. Trouver les points z du plan complexe vérifiant

1
|z| =|z—14|, |z—44+1i =1, Re(l—z)(i

Trouver les points z du plan complexe vérifiant :

1. |z| = |z —1|. Ce sont tous les points du plan complexe d’affixe z équidistants
des points d’affixes zg = 0 et z; = ¢, donc tous les points de la droite y = % :

Posons z = x + 1y, alors

2l =lz—i] & Va2+y?= a2+ (y—1)?
{xER
y=3

2.|z—4+i| =1,onalz—4+i| =]z —4—i| = |z—4—i| = |z—(4+1)| = 1.

L’ensemble de points est le cercle de centre zp = 4+i etderayon 1 : C'(4+i, 1).

Autre méthode :

Posons z = x + iy, donc |z — 4 + ¢| = 1 implique |z — iy — 4 +i| = 1, i.e.
(x—4)+(y—1)? = 1.

3. Re(l1 — z) < 4. Posons z = x + iy, on obtient 1 — z < % ie. .z >
L’ensemble de points est le demi-plan x > %

(Sl

Exercice 1.3. 1. Trouver les solutions de I’équation z* = 1.
2. Calculer les racines cubiques de <.

Trouver les solutions de I’équation z* = 1.

24 =1 = 1(cos(0) + isin(0))

Les racines de ’équation z* = 1 sont z;, = cos(”fT”) + isin(me”), k=0,1,2,3.

zo = 1,
21 = cos(g) +z’sin(g) =1,
zg = cos(m)+isin(m) = —1,
3 3
23 = cos(g) + isin(g) = —i.

2. Trouver les solutions de I’équation 23 = 3.

B =i= 1(cos(g) —i—isin(g))
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Les racines de I’équation z3 = i sont z, = cos( %+;k”)+l sin( 2+2k‘7r) k=0.1.2.
20 = COS(%) —i—isin(%) = \g + %,
) 3 ]
7 = cos(g) + isin(g) = _\2[ + %’
3 3
29 = COS(g) +isin(§) = —q.

Exercice 1.4. 1. Résoudre ’équation z3 = 1 en utilisant la forme exponen-
tielle.
2. On note j la solution complexe de partie imaginaire positive.

a) Vérifier que 52 est aus51 solution.

b) Montrer que j2 = 1 = j.

¢) Calculer 1 4+ 5 + g

23 =1 = 1(cos(0) + isin(0))

Les racines de 1’équation z3 = 1 sont zj, = cos(%”) + zsm(2§ ), k=0,1,2.

20 = 1,
2 2 x
21 = COS(I) +z’sm(§) = e%l,
4 o
zog = cos(—) +z’sm(§) = e,
2.
2 3
sm(g) = 2cos(3)sin(3) = \2[,
2 1 3 1
Cos(g) = COS2(§) - smz(%) =1 1" 3%
4 2 2 1.v3 3
sin() = 2eos()sin() = 2(—2)\2[ _ —\g,
4 2 2 1 3 1
cos(g) = COS2(£) - SIHQ(?W) =17 1" "3
On déduit que j = €7/ = —1 4+ ¥3;.
a. j% = — ¢'51 ¢est une solution. ,
b.Onaj?=1=j%2=1=j2= %: -3 —j.

—
©¥ o
N—

Il
T
+

o
—

|
N[ —
N—

Il

o

cl+j+42=14+j+7=1+2cos(?
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Exercice 1.5. Soit z un nombre complexe vérifiant |z| = 1. Montrer que

z—1 2 Im(z)>0
— ) 2
Arg (z T 1) { T Im(z) <0

Soit z = = + 1y.
z—1  z4+iy—1 (v—1+idy)(z+1—1y)
41 z+iy+1 (414w (z+1—1y)
_ @-DE+D)+y’ iyl + 1) —iy(z — 1)
B (z+1)% 4+ ¢2
22+ — 1+ 2iy 22 +y?—1 . 2y
BCES S e

(x +1)%2 4+ 42

—1 2
Arg z — arctan | ——9 ,
z+1 2 +y?—1

puisque [2| =1 =22 + 2 =1 =22+ y> — 1 = 0. Ainsi

z—1 2y arctan(+oo) =%  y >0
A = t 7)) = 2
9 (z—l—l) are an(o) { arctan(—oo) = =5y < 0.
Exercice 1.6. 1. Démontrer que
im i2m i3 idn 2
l1+e5 +e5 +es5 +e5 =—p.
1—es5

112, En déduire les valeurs des sommes
4 4
km kr
S = cos(— S/ = sin(—).
1;) ( 5 ) ’;) ( 5 )

1. Nous remarquons que
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D’autre part,

24: i 2 2 2(1 — cos(%) +isin(E))
e 5 = — = = — — — — - -
0 1—¢5  1—cos(})—isin(f) (1 —cos(%))?+sin*(%)
B 2(1 — cos(%) —i—isin(%))
B 2 —2cos(%) '
Ainsi
4
Zcos(%r) = 1,
k=0
! km sin(Z%)
Zsin(?) : 2
=0 — cos(§)

Exercice 1.7. Trouver les lieux géométriques suivants
L |z — z1| = |z — 22|, 2. Re(z) > cetIm(z) < ¢,

3.0 < Re(iz) < 1, 4. Re(z) + Im(z) < 1,
5. |z — 2i| < 3, 6. Re(1) = ¢, Im(3) =,
T.z=t*+itYteR,  8.z= 5 teR

1. L’ensemble de points d’affixes z vérifiant |z — 21| = |z — 22| sont tous les

points du plan complexe équidistants des points d’affixes 27 et zg, c’est la média-
trice du segment [21, 23].
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2. Re(z) > cet Im(z) < c. Lensemble de points est I’intersection des deux
demi-plans z > cety < c.

T
+
40

L

3.0 < Re(iz) < l,onaiz = i(x +iy) =iz —ydonc 0 < —y < 1 =
—1 < y < 0. L’ensemble de points est I’intersection des deux demi-plans y < 0 et
y > —1 (une bande).

4. Re(z)+Im(z) < 1 = x4y < 1, ainsi I’ensemble de points est le demi-plan
z+y <L
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\ A
N
A 41
N
N 3
N
N
N2
z+y<1l N

1 1 z—uy
2 x4y x2 4y
1 T T
Re(-) = ——— =c=21? 2_Z=0
e(z) Ry c=z"+y -
= _ — =

un cercle de centre (2, 0) et de rayon 5-.

1 —Y 2 2 Y

m(z) R c=>z"+y +C
1 1
:>a:2+(y+%)2=402,

un cercle de centre (0, —5) et de rayon o

%.
7.2 =12+ ith,
v=t =y =2’
y = t4 Yy = .
Ainsi I’ensemble de points est la partie de la parabole

d’équation y = 22 avec x > 0.
8.

1 1—1t 1 —t

= = — = = s = .
& 1+t 1+2 T iy YT e
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On a alors
2,2 1 N t2 1
X = = ey
Yy A+e22 1 reeE 142
= 22+ y2 =
1 1
= (.13 — 5)2 + y2 = 1

un cercle de centre (3, 0) et de rayon 3.

1.8 Exercices supplémentaires

Exercice 1.8. 1. Soient z1, z2, 23 trois nombres
complexes distincts ayant le méme cube. Exprimer
z9 et z3 en fonction de z4.
2. Donner, sous forme exponentielle, les solutions dans C de :

254+ (7—i)22 —8—-8i=0.
Indication : poser Z = 23 et calculer (9 + 7)2.

Exercice 1.9. En utilisant les nombres complexes, calculer cos(560) et
sin(560) en fonction de cos 6 et sin 6.

Exercice 1.10. 1. Déterminer les deux solutions complexes de u? = —2 +
2i4/3.

2. Résoudre

.\ 2
<z+z,> = —2 + 2iV3.
z—1

On explicitera les solutions sous forme algébrique.

—Zz

Exercice 1.11. 1. Déterminer I’ensemble des complexes z tels que ll—iz soit
réel.

2. Déterminer ’ensemble des complexes z tels que
pur.

1—=2
1—iz

soit imaginaire

Exercice 1.12. Déterminer I’ensemble des points du plan, d’affixe = € C,
tels que :

2z —4 z—3
1) Yer, 2) |1-i)z-3i=3, 3) ‘:1,
z—1 z—5
-3 12
g |2 ‘S\/E, 5) '1— = 2.
z—5 z

Exercice 1.13. Résoudre (z — 7)™ = (z + 7)™, n € N. Quel est le nombre
de solutions ?
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in @EtU ni
2 _e2.

; it int _
Exercice 1.14. 1. montrer que 1 + €* + ... + "™ = — %

2. En déduire la somme de 1 4 cost + cos(2t) + ... + cos(nt).

S

Exercice 1.15. Pour z € C, démontrer les équivalences suivantes :

(a) Re(z) >0 <— |z—1| < |z+1]
(b) Im(z) >0 <= |z —1| < |z+1|
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2.1 Variables et fonctions

Définition 2.1. Soit D C C. On appelle fonction d’une variable complexe une
application

f: D=>C
z = f(2)

z=z+iy €D, f(z) = f(z +1iy) = u(z,y) + iv(z,y), avec u(z,y) et v(z,y)
sont respectivement partie réelle et imaginaire de f(z).
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Exemple 2.1.
f : C=C
z f(z) =—
1 1 T —y
f(z)_;_x—l—zy 22y 2?4 y?

2.2 Limites et continuité

Définition 2.2. li_)rn f(z)=1 < Ve>0,3a>0,|z—2| <a=|f(z)-])| <
z—20
€.

On dit que f est continue en zy € D si li_>m f(z) = f(20)-
z2—20

f est continue dans un domaine D si elle est continue en tout point de D.

Remarque 2.1. Soit | = a + ib et zo = xg + iyp comme f(z) = f(x +iy) =
u(z,y) + iv(x,y) donc

° lim f(z) =1 < lim u(x,y) =a et lim v(x,y) =b,
=120 f() (:r,y)%(:}co,yo) ( y) (w,y)%(wo,yo) ( y>

o [ estcontinue en zy < lim  wu(z,y) = u(zo,yo)
(I7y)*>(w()7y0)

et lim  wv(z,y) = v(zo,yo)-
(z,y)—(zo,y0)
La limite n’existe pas si on peut trouver deux chemins (directions) ot z — 2y qui
donnent deux valeurs différentes a la limite.

. zZ o, .
Exemple 2.2. /. lim — n’existe pas, car
z—0 2

Siz=xz+10avecx — 0

. 2 . x—+10
lim — = lim — =1,
z—0 2 z—=0x — 1

Siz=0+4+1yavecy — 0

.z . 041y
lim — = lim = =
z—=0%Z y—=00—1y

—1.

2. Les fonctions z +— 22, z v %, z — Re(2) et z — Im(z) sont des fonctions
continues sur C.

3. Si f est continue <=> Re(f), Im(f), f et |f| sont continues.

4. Les fonctions polynémes sont continues dans C.

5. Les fonctions rationnelles sont continues dans leurs domaines de définition.
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2.3 Fonctions usuelles

2.3.1 Fonction exponentielle

Définition 2.3. On définit I’exponentielle d’un nombre complexe z = x + iy € C
par
z — €® = e"(cos(y) + isin(y)).

Propriétés 2.1. 1. |e*| = e” et arg(z) = y + 2km, k € Z.

2.Vz, 2 € C, e#t% = e%e?.

3.t = e < z1 = 29+ 2kmi, k € Z.

4.¥z € C, eiz =e Z

5.Vk € Z,Vz € C, e*t267 = ¢% (La fonction €* est périodique de période
271).

400 p
Z ol
6.Vze€C, e _Zn!'
n=0
Si a > 0, par définition o* = €*'" alors on a pour tout ay,as > 0 et

21,79 € C:
[} (051042)2 = ozfag.
o aF1t%2 = %122
° azlzz — (azl)zz'

2.3.2 Fonctions trigonométriques et hyperboliques

A partir de I’exponentielle complexe, on définit les fonctions cosinus et sinus
par

j —i oo 2n
eZZ + e 1z n z
cos(z) = — = Z(—l) 2 z € C,
n=0
—iz 2n+1
sin(z) = 7—2 2n+1) z e C.
On déffinit aussi les fonctions hyperboliques
_ +oo om
e +e* z
cosh(z) = —y = Zm, z € C,
n=0

— +oo
—e % Z2n+1

Sinh(Z) = T = Z m, z e C
n=0 ’

Aussi on définit les fonctions
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tan(z) = :)I;((z; = 22:11, zeC\ {g +km, ke Z},
cor(s) = ) ol ez
tanh(z) = sg;}}ll(é)) = ZZ J_r 1, zeC\ {2k+ 1772', ke Z} ,
coth(z) = Z?jig)) = ZZ i_ 1, z € C\ miZ.
Remarque 2.2. [. On a les relations suivantes
CQS(Z) = cosh(iz), sin(z) = —isinh(iz), z € C,

e = cos(z) +isin(z), z € C.

cos?(z) +sin?(z) =1, cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

2. Les fonctions cos(z) et sin(z) sont 2w-périodiques.
3. Les fonctions cosh(z) et sinh(z) sont 2mwi-périodiques.

2.4 Fonctions uniformes et multiformes

Une fonction f est appelée uniforme si a chaque valeurs de z ne correspond
qu’une seule valeur de f(z).

Une fonction f est appelée multiforme si a chaque valeurs de z correspond
plusieurs valeurs de f(z).

Une fonction multiforme peut &tre considérée comme un ensemble de fonc-
tions uniformes, chaque élément de cet ensemble étant appelé une branche (ou une
détermination) de la fonction.

Exemple 2.3. 1. z — 22 est une fonction uniforme.
2. La fonction z — f(z) = \/z est une fonction multiforme, en effet ;

z=re? = re!@t2%m) L7,
0+2km

f(2) = V2 = Vre5) = e Tt 0,1,
F(2) = £v/fre®.

Si on fait un tour complet autour de 1’origine on ne revient pas a la valeur
initiale. On dit que 0 est un point de branchement de la fonction z — f(z) = /.
Pour obtenir les fonctions uniformes (les branches), on pratique "une coupure"
dans le plan complexe allant de 1’origine jusqu’a I’infini en suivant I’axe positif
des z. Voir la figure suivante
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2.4.1 Logarithme complexe

Définition 2.4. Soient z € C* et w € C. Si e = z, on dira que le nombre
complexe w € C est un logarithme de z € C*.
Le logarithme complexe d’un nombre complexe z est donné par

In(z) = In|z| +iarg(z) + 2kmi, k€ Z.
Le logarithme complexe est une fonction multiforme (infinité de branches).
Définition 2.5.

In(z) =1In|z| +iArg(z), —m <Arg(z)<m

est appelé logarithme principale de z ou détermination principale du logarithme.

Exemple 2.4.
In(1+4) = Inv2 + %H—%m’, ke

2.4.2 Fonctions réciproques de cosinus, sinus et tangente

arcsin(z) = —iln(iz 4+ V1 — 22),

arccos(z) = —iln(z+iv1—22),
arctan(z) = In <Z + z> .

2 1 — 2

2.4.3 Fonction puissance

f(z) = 2*
e Sia € Z, f est une fonction uniforme.
e Sia ¢ Z, f est une fonction multiforme.

f(Z) — 50— ealn(z) _ ea[ln|z\+iarg(z)+2k7ri]’ ke,

0 est un point de branchement.
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2.5 Transformations complexes

Soient z = z+iy et f(z) = u(x,y)+iv(x,y). Soit D le domaine de définition
des fonctions u et v. Le systeme des équations

{ u=u(z,y)

v =v(z,y)

décrit une transformation ou une application de D dans le plan (z,y) vers le plan
(u,v).

Y

R est I'image de la région D par la fonction f.
Exemple 2.5. 1. Soit f(z) = iz. Trouver I’image du demi-plan Re(z) > 2 par f.

Soit z =x 41y =1z =—y+ix
Re(2) > 2= 12 >2ety €] — 00,400|

{u:u(x,y):—y é{ v>2

v=uv(z,y) == —00 < u < 400

vA

21

2. Trouver I’image de la droite x = 1 par la fonction f(z) = 2.

z=x+iy = 22 = 2% —y® + 2ixy

u(z,y) = 2? — y?
v(z,y) = 2xy
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u(z,y) =1—y?
r=1= —o0o <y <400
{v(x,y):2y Y

2

A
4 L

3+

\ 4

3. Fonction exponentielle
Trouver I’image de la région

{zeC,x eRety €|a,a+2n[}
Pour f(z) = €*

ez _ ex_H'y _ €I€iy — et G]O, +OO[

arge® =y €|a, a+ 27
4. Transformation homographique
Soit

az+b
cz+d

etad —cb #0,ona

az+b |a bi;g d
cz+d ¢ z4 %
__ bc—ad . .
Posons o = 3%, La transformation homographique se compose de

i) Translation z — z9 = z + %.
ii) Inversion zo — z3 = é
iii) Similitude z3 — z4 = «z3.
iv) Translation zy v+ z5 = z4 + 2.
Définition 2.6. Une transformation homographique est dite conforme si elle
conserve les angles et leurs grandeurs et leurs sens.
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2.6 Fonctions holomorphes

Définition 2.7. Soient D C R? un domaine, (x9,vy0) € D et g : D — C une
fonction. La dérivée partielle premiére par rapport a x (resp. par rapport a y) de
g en (xo, yo) si elle existe, est définie par

0 . ) B ’
(’Ti(mo’y‘)) — iy 9@ %0) — 9(0,50)

T—XQ T — X

T 9(550, y) B g($0) yO) )
Y—Yo Y — Yo

0
( resp. a—g(azo,yo) =

Soith =x — xg et k =y — yo alors

Jg . g(wo+ h,yo) — g(z0, yo)

ax (J’IUayO) - }llgr(l) B )
dg . g(wo,y0 + k) — g(x0, y0)

—_Z = 1] .
ay($07 Y0) kg% L

Définition 2.8. Une fonction g est dite de classe C sur D si elle admet des déri-
vées partielles premieres par rapport a x et y continues sur D.

Définition 2.9. Soit D un domaine de C et f : D — C. f est dite dérivable (au
sens complexe) au point zy € D si et seulement si la limite suivante

i $2) = $(z0)

Z—20 zZ — 20

existe et finie. On note f'(zp).

Posons h = z — zg alors f est dérivable en 2y <~ }1113% o+ h})L ~ f(=0)
existe et finie.
Exemple 2.6. /.
f: C=C
2z f(z) = 22

est dérivable dans C.
2.

f: C=>C
2z f(z) =Z.

n’est pas dérivable dans C, en effet ;
Posons z = x© + 1y et z9 = xg + 1Yo

. Z—7Z . (z —1y) — (zo — iyo)
lim = lim - -
220 2 — 20 (@y)—(zoy0) (T +iy) — (w0 + iyo)
_ lim (x —x0) — Z:(y - yo)‘
(z,9)—(zo,90) (T — x0) + i(y — o)
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Fixons y = yo,

. Z— 2 . T —Xo
lim = lim =1.
Z—20 2 — ZO T—T0 T — [,UO
Fixons x = x,
. Z—720 .~y — o
lim = lim ¥ = —1.

z=oz20 2 — 29 y—=vo (Y — Yo)

Définition 2.10. f est dite holomorphe dans un domaine D si elle est dérivable en
tout points de D.

Définition 2.11. Une fonction f est dite entiere si elle est holomorphe sur le plan
complexe tout entier.

Soit f(z) = f(xz +iy) = u(x,y) + iv(z,y)
Proposition 2.1. Si f est dérivable en zy = xq + iyg, alors les fonctions u et v
admettent en (xq, yo) des dérivées partielles premiéres par rapport a et y et on a

ou v
a*(iﬂovyo) = g(xo,yo)
be v (Conditions de Cauchy-Riemann)

a*y(ﬂ?o,y()) = —%(ﬂﬁo,yo)-

Preuve. La dérivée de f au point z est donnée par

o) — tim A SG)

Az—0 Az

En supposant que f(z) = u(z,y) + iv(z,y) et Az = Az + iAy, alors on a

f/(Z) = lim U(I‘ + ACE, Y+ Ay) + ZU((L‘ + AZE.a Y+ Ay) B ’U,(LL’, y) B ’LU(.CL', y)
Az—0 Ax + 1Ay

La limite doit exister indépendamment de la maniére dont Az tend vers 0. Ainsi,
nous avons deux cas.
1) Az — 0avec Ay = 0et Az = Az. On a alors

u(m + Ax?@/) — U(.’L’,y) +1i [?}(QZ + Ax?@/) — U(xv y)]

() = lim

- Az—0 Az
_ g Mt ATy —uzy) vt Ary) —o(@,y)
Ax—0 Az Az—0 Az
ou ov
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2)Az — 0avec Az =0et Az =iAy.Ona

£(2) = lim u(@,y + Ay) — u(z,y) v(z,y + Ay) —v(z,y)

Ay—0 1Ay t Algl/go 1Ay

_ou o

0y Oy

il vient

@ _Ov

or 9y

ou_ v

oy Oz’

Proposition 2.2. Si les fonctions u et v admettent des dérivées partielles premieres
continues sur un voisinage de zy = xo-+1yq et si ces dérivées satisfont aux relations
de Cauchy-Riemann en z = zg alors f est dérivable en z.

Preuve. Soit w = f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Les dérivées %Z et g—;‘ étant
supposées continues
Au = u(zr+Az,y+ Ay) —u(r,y)
= u(z+Az,y+Ay) —u(z,y+Ay) +u(z,y+Ay) —u(z,y)

9 B
— (8“+51> Az + ((,;Zj+€2> Ay

0 0
- Zag + —uAy—l—gle—l—mAy
ox dy
De méme 9 9
Av=Z2Az + LAy + mAz + Ay
ox oy
D’ou

Aw=Au+iAv = (au—l—zaz) Ax + <aZ+zaZ> Ay

+ (e1+im) Az + (g2 +in2) Ay.

o ey +in — Oeteg +in — 0 quand Ax — 0. d’apres les équations de
Cauchy-Riemann

ou .Ov ov ou
Aw = <8x+18>Ax+<_8+Z8x>Ay+€A$+nAy

= <(‘9u + 182> (Azx + iAy) + eAx + nAy.

Jx 0
D’ou, en divisant par Az = Ax + iAy et faisant tendre Az vers 0, on voit que
3w () = Aw  Ou .0v
Az—>0 Az Oz Oz
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Exemple 2.7.
fz)=z=z—1y
u(z,y) =z, etv(z,y)=—y
O 0r10) = 1 # 52 (s, y0) = 1
or Zo,Yo) = By Zo,Y0) = .
)

= f(2) = Z n’est pas dérivable.

Remarque 2.3. Soit z = x + iy alors

2tz 2= Z
Ty YTy
donc
o _ 00z 90y _116 .90
0z  0xdz Oydz 2|0z Oy’
9 oo ooy 1[0 .0
0z  0xdz Oyoz 2|0z oy

Proposition 2.3. Soit f une fonction de classe C' sur un domaine D (en tant que
fonction des deux variables x et y), alors

f est dérivable au point zy € D <~ a—g(zo) = 0.
Exemple 2.8.

flz) =2

%(Zo) =1#0,

ainsi f n’est pas dérivable.

Proposition 2.4. Si f est une fonction dérivable a valeurs réelles dans un domaine
D: f:D cCC — Ralors f est constante.

2.7 Opérateurs différentiels complexes

On définit les opérateur V et V par

0 .0 0
v_9 _,9 _,90
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Soit F'(z, y) une fonction de classe C! et h(z,y) = u(x,y)+iv(z, y) une fonction
complexe différentiable de x et y.
En coordonnées conjugées, on

z2+zZ z2—72
2 72

F(z,y) = F( ) =G(%,%z), h(z,y) = B(z,32).

1. Gradient. Nous définirons le gradient d’une fonction réelle (scalaire) par

oF  OF oG
grad F—VF—%-i-za—y—Qg

De la méme facon, on définit le gradient d’une fonction complexe h = u +
1v,(vecteur) comme

grad h=Vh= (% + zaay)(u +iv)

_Ou  Ov . Ou  Ov

En particulier, si la fonction B est dérivable de z, alors 9B — (etle gradient est

Z
nul ( car les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées).
2. Divergence. Nous définirons la divergence d’une fonction complexe (vecteur)

par

= ou Ov 0B
div h= Re(Vh) = — 4+ — = 2Re{—
v e(Vh) 9 + By e{ 82}
3. Rotationnel. Nous définirons le rotationnel d’une fonction complexe par
= ov  Ou 0B
t h=1 h)= — — — =2Im{—
ro m(Vh) ax oy m{ 32}

4. Laplacien. On définit I’opérateur de Laplace ( ou Laplacien) par

= 0? 0?
V2 =Re(VV) = — + —.
e(VV) Oz + Oy?
Définition 2.12. Soit D C R? un domaine et w : D — C. La fonction u est
harmonique dans D si elle y admet des dérivées partielles d’ordre deux continues
qui y satisfont I’équation de Laplace :
0’u 0%

Viu=——+

ax2 87y2 = O

Exemple 2.9. La fonction u : (x,y) — x? — y* + 2xy est harmonique. En effet,

0%u 0%u
2 JE— = —_— pr—
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2.8 Analycité

Définition 2.13. Une fonction f est dite analytique en un point si elle est dérivable
dans un voisinage de ce point.

Exemple 2.10. f : z > |z|? est dérivable seulement en 0, et elle n’est analytique
en aucun point.
of
2 —
Z)=z"=22=> =(2) =2=0 <= 2=0.
£z =12) = (2)

Critére de non analycité

Si les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiées en un point z € D
alors elle ne peut pas étre analytique.

Définition 2.14. Une fonction f est C-analytique sur un domaine D si et seulement
Si

Vzo € D, 3R >0, Han}nen C C telles que

f(Z) = Zan(z — 20)", avec ]z — z0| < R.
n=0

Remarque 2.4. Soit D un domaine de C et f = u+iv : D — C. Siu et v vérifient
les conditions de Cauchy-Riemann en tout point de D (i.e. | est holomorphe sur
D) < f est analytique dans D.

Exemple 2.11. 1. z — €* est analytique sur C et d%(ez) = e~
2. La branche principale du logarithme complexe

z—In(z) =Inlz| +iArg(z), —7m < Arg(z) <.
est analytique dans C \ (] — 00,0]), et on a d%(ln(z)) = %

Proposition 2.5. Soit D un domaine de C, zg € C et f une fonction analytique
sur D, on a alors I’équivalence entre les propriétés suivantes :

1. fest nulle sur D,

2. fest nulle sur un voisinage de z,

3. f™(2) = 0 pour tout n € N.

Corollaire 2.1. Si f et g sont analytiques sur le domaine D et si f = g sur un
ouvert alors f = g sur D.

2.9 Exercices

Exercice 2.1. Calculer les limites suivantes si elle existent :

T B2 2 (2243)(z—1)
lim — =0, lim-—, lim —, lim .
z—0 z z—0 z z—0 |z| z——2i 22 — 2z + 4
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Calculer les limites suivantes si elle existent :

1. lim,_q 22222 =0, carsionpose z = x + iy alors z - 0 < (x,y) —
(0,0), et
72 2 .
zZ¢—z —4dizy 4|xy| 4|xy]
= 2| = < < 4|x|]— 0, quand (x,y) — (0,0).
= e e T < T <4 (2.4) = (0.0)

Autre méthode :
Sion pose z = e alors z — 0 <= r — Oet

=2 2 2,-2i0 _ .2 2i0
zZ°—z ree " —re 3 ~
= = =r(e 3 —¢?) 0, quand r — 0.
z re’
2. )

. z . 2z N . .
hmu:hm—:hmz: lim (r—iy)=0
20 2z z=0 z  z=0 (z,4)—(0,0)

Autre méthode :
Posons z = ret?
2 2
. z . . _i
lim ‘—| = lim 5 = lim re~% = 0
z—0 z r—0 re’ r—0

3. lim,_.q é n’existe pas, en effet;

. z . T+ 1y
lim — = lim

z=0|z| 250 /x2+y2’

fixons y = 0,
.2 . x . , .
lim — = lim —— = lim — n’existe pas car
=0 2] (29)=(00) Va2 @0 |z
T . x
im —=1, et Ilim — =—-1.
z—07t ‘JJ‘ z—0— ]x\
Autre méthode :
Posons z = re'? ”
.2 . re' o
lim — = lim = lim €%
z—0 ‘Z‘ r—0 71 r—0

ainsi, la limite dépend de # donc elle n’existe pas.
4.

2 -1 1 11
<Z+3><Z>:2+i_

li
11m 4

z5—2i 22 —2z44
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Exercice 2.2. 1. Montrer que la fonction u(x,y) = mfif_’yZ n’a pas de limite
quand (z,y) — (0,0).
2. Montrer les formules suivantes

cos(iz) = cosh(z), sin(zz) = ¢sinh(z).

3. Montrer que sin(z) et cos(z) ne sont pas bornées dans C.

1. La limite de u(x,y) = ﬂxify? quand (z,y) — (0,0) n’existe pas, en effet ;

si on pose ¥y = x on obtient

. . 2 1
lim  u(z,y) = lim —— = =,
(x,y)—(0,0) =0 22 + 22 2
et si on pose y = —x on obtient
2
—x
lim wu(x,y)=lm —— = ——.
(z4)—~(0,0) (z.9) = 1y 2 + 2 2
2. g g
(3%4 —nz —z z
cos(iz) = ¢ —|—26 _— ;_e = ch(z),
w2 ,—1z —z _ 2
sin(iz) = ¢ 2; _— 5 - ish(z).
3.
sin(z) = sin(x + iy) = sin(z) cos(iy) + cos(x) sin(iy)
+ i cos(z)sh(

I
=
=
—~
8
~——
(e}
=
<.~
<

cos(z) = cos(x +iy) = cos(z) cos(iy) — sin(z) sin(iy)
= cos(x)ch(y) — isin(z)sh(y)
|sin(z)] = \/sin2(x)ch2(y) + cos?(x)sh?(y)
— \/sin2(2)(1 + sh¥(y)) + cos? (x)sh?(y)
= \/sinz(x) + sh?(y) — +o0, quand y — +o0,
|cos(z)] = 1/cos?(x)ch?(y) + sin?(z)sh?(y)

cos?(z)(1 + sh?(y)) + sin®(z)sh*(y)

I
= = =

cos?(z) + sh?(y) — 400, quand y — +oo.
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Ainsi les fonctions sin(z) et cos(z) ne sont pas bornées sur C.
Exercice 2.3. Calculer

1) sin(1—3), 2) In(—1), 3) 2% 4) In(1+414), 5) 4,
6) arcsin(i), 7) (cos(i))i, 8) (—1)v2.

1.
sin(1 — ) = sin(1) cos(i) — cos(1) sin(i) = sin(1)ch(1) — i cos(1)sh(1).
2. Le logarithme complexe d’un nombre complexe z est donné par

In(z) = In|z| + iarg(z) + 2k7i, k € Z,

donc
In(—1) =In| — 1| +iarg(—1) + 2kmi = (2k + 1)mi, k € Z.
3.
20 = ¢'m2 — cos(In2) + i sin(In 2).
4.

In(1414) = In|1 44| +iarg(1 + i) + 2kmi = In(v/2) + i% + 2kmi, k€T

5.
it = eiln(i) _ ei(ln(|i|+iarg(i)+2k’m) _ e—g—2k7r’ kel

6.On a arcsin(z) = —iIn(iz + v'1 — 22), donc

arcsin(i) = —iln(ii + /1 — i2) = —iln(—1 4 v/2).

(cos(i))? = (ch(1))? = ™M) = ¢os(In(ch(1))) 4 i sin(In(ch(1))).

(71)\/5 _ e\/iln(—n _ e\/§(2k+1)m” kcZ.

Exercice 2.4. Résoudre dans C, les équations suivantes
e?* T4 = 34/3 + 3,
22 = 3 + 41,
e — (1+i)e * =i.
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Résoudre dans C, les équations suivantes
1.

et = 3V3+43i

=2z+4 = In(3V3+3i) =In(|3V3 + 3i|) + i arg(3V/3 + 3i) + 2kmi, k€ Z
=244 = 1n(6)+z%+2km’, kel

1 7T
— —1n(6) — 2 4+ i + ki A
=z 2n(6) +112+km, ke

2. Soit I’équation 22 = 3 + 4i.
Posons z = x + 1y, alors

I2—y2:3
20y =4
2 +y?=5

en résolvant ce systeme on trouve z = +(2 + 7).
Autre méthode :

P =344i=4-1+44i=224+?+22i=2+i) = z2==£(2+1).
3. Soit I’équation * — (1 +i)e™** = i.
€ —(1+i)e @ =i <= ¥ —ie"* — (14+14) =0,
posons X = ¢e**, on obtient
X% —iX - (1+14) =0,
A =3+ 4i,
Xi=141i, Xo=-1
eF=1+4+i V %=1,
iz=In(1+4) V iz =In(-1),
iz = In(V2) + z% +2kmi V iz = (2k + V)i, k € Z,

A

z:—iln(\/i)—i-%—i-%m V z=(2k+ ), ke
Exercice 2.5. Montrer que

arctan(z) = ;[ln(i + z) — In(z — 2)].
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Montrons que arctan(z) = £[In(i + z) — In(i — z)], on a

et _p—iw

= tan(w) _ sin(w) _ 21»7‘ _ lez:w — ef’l:w
cos(w) geUre™® e e
= iz(eiw + e—iw) _ eiw _ e—iw
= eV(iz —1) = e ™ (—iz — 1)
= ez 41) = e W (—z 4 1)
- p2iw _ i—z
14z
= 2iw = In <Z _ z>
1+ 2z
= 2iw =1In(i — 2z) — In(i + 2)
1
= w = ?[ln(i —2z) —In(i + z)]
i
= w = %[ln(i—i—z) —In(i — 2)].

Exercice 2.6. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont holomorphes

F(2)=Im(z), f(z)=¢% f(z)=22+5iz+3—1i,
F(z) = (Re(2))

1.
zZ—z
af 1
g(z)——ﬂ#o Vz € C.
Donc f n’est pas holomorphe sur C.
2.
flz)=¢*
%(z) =e"#0 VzeC.
Donc f n’est pas holomorphe sur C.
3.
f(z) =22 +5iz+3—i
of

De plus f est différentiable (de classe C' ) sur C, ainsi f est holomorphe sur C.
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Autre méthode :
posons z = x + 1y, donc

flz) = 22+5iz+3—i
= (x+iy)? +5i(z+iy)+3—i
= 2% —y? + 2izy + iz — 5y +3—i
= u(z,y) = 2° —y? — by + 3, et v(z,y) = 2xy + 5z — 1.

Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées car :

ou ov
= =27 et — =2

ou ov
3y (z,9) y—5et 5 (2,y) =2y +5,

De plus u et v sont différentiables (de classe C'! ) sur R?, ainsi f est holomorphe

sur C.
4.

0 1

8—2(2) = 5(2 +Z) = Re(z).
Donc f n’est pas holomorphe sauf aux points z tels que Re(z) = 0.
Autre méthode :
Posons z = x + 1y, donc

f(2) = (Re(2))* = 2”
= u(z,y) = 2%, et v(z,y) = 0.
Les conditions de Cauchy-Riemann :

ou ov
%(x,y) =2z et aiy(x7y) - O’

ou ov
@(xvy) =0 et %(‘T’y) _07

Donc f n’est holomorphe qu’ aux points z tels que Re(z) = 0.
Exercice 2.7. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont analy-
tiques

f(z) = ze%, f(z) = Ez27 f(z) = sin(3z).
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1. Soit la fonction f(z) = ze?,

f(2) = ze* = (x4 iy)e™™ = (x + iy)e®(cosy + isiny)
=  u(z,y) =€e"(xcosy —ysiny), et v(x,y) = e*(ycosy + xsiny).

Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées Vz € C car :

ou . .
%(z,y) =¢*((z + 1) cosy — ysiny),
v " .
afy(x,y) =¢e*((z + 1) cosy — ysiny),
O () = e%(— (@ + 1) siny — yeosy),
dy

ov " .

o r,y) = (4 1) siny + y cosy).

Donc f est analytique sur C.
2. Soit la fonction f(2) = 222,

gﬁ(z) = 2°.

f n’est dérivable qu’au point z = 0, donc f n’est pas analytique en aucun point.
3. Soit la fonction f(z) = sin(3z),
Posons z = x + iy, donc

f(z) = sin(3z) = sin(3z + 3iy) = sin(3z) cos(3iy) + cos(3z) sin(3iy)
= sin(3x)ch(3y) + i cos(3z)sh(3y)
= u(z,y) = sin(3x)ch(3y), et v(x,y) = cos(3z)sh(3y).

Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées Vz € C car :

%(g;, y) = 3cos(3x)ch(3y),
g; (x,y) = 3cos(3x)ch(3y),
‘;Z () = 3sin(3z)sh(3y),
gz (x,y) = —3sin(3z)sh(3y).

Donc f est analytique sur C.

Exercice 2.8. Déterminer les constantes réelles a, b et c telles que la fonction
f(2) = x + ay + i(bx + cy) soit holomorphe dans C.
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Posons u(z,y) = . + ay et v(x,y) = bx + cy. Pour que f soit holomorphe il faut
que les fonctions u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann :

ou_ o
oxr Oy’
ou_ v
oy Oz’
Ona
ou_ o
or ' Oy
ou_, o _,
8y_a’ ox

ainsi
c=1, eta=—b.

Exercice 2.9. Soit la fonction v : (z,y) — 2xy, trouver une fonction v telle
que la fonction f = u + iv soit holomorphe sur C. Exprimer f(z) a ’aide
de la variable z.

Posons f(z) = u(x,y) + iv(x,y),
f est holomorphe donc les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées :

ou B 7@

o
gZ(x,y) =20 =~ 2" (@,y)
% 2y owy) =+ O,
= gzﬂ(%y) = C'(x)
D’autre part
00 (a,9) = —2a

Ce qui implique que

Ainsi
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De plus on a
f(z) =22y +i(y? —2?) +c= —i(z +iy)® + c = —iz® + ¢, ceR.
Exercice 2.10. 1. Montrer que la fonction
U(xz,y) = 2> — y?> — 2y — 2z + 3y

est harmonique.

2. Trouver une fonction V (x,y) telle que la fonction complexe f(z) =
U(x,y) + ¢ V(x, y) soit holomorphe.

1.Ona
oUu 02U
%(x,y)—2x—2y—2, @(xvy)_
ou 0*U
ay ($,y):—2y—2$+3, 87y2<x7y):_2
0*U 0*U
= @(Cﬂ,y) + 8y2 ('T,y) =0.

Ainsi la fonction U est harmonique.
2. Les conditions de Cauchy-Riemann

oUu oV

= V(z,y) =22y —y*>—2y+C(x)

= Py =@
d’autre part on a
ou ov
- — 9y —92 - _
a9y (z,9) y—2x+3 o (z,y)
= g‘g(x,y):2y+2x—3
Ce qui implique que

C'(x) =2z -3
d’ou
C(z) = 2® — 3z +c, ceR.

et par suite

Viz,y)=2xy—y? —2y+2>—3z+¢, ceR



2.10. Exercices supplémentaires 37

2.10 Exercices supplémentaires

Exercice 2.11. Montrer que si I’on passe des coordonnées cartésiennes (x, y)

aux coordonnées polaires (, 0), les conditions de Cauchy-Riemann prennent

9P __ 10Q ,+9Q _ _19P
la forme o = r 80 et o =

r 00 °

Exercice 2.12. Montrer que le module et ’argument de la fonction analytique
f(z) = R(xz,y)expi® (x,y) sont liés par les relations % = R% et

AR __ a®

Biy = —R%.

Exercice 2.13. Trouver la fonction analytique w = f (z) si I’on connait
sa partie réelle u = 2 (coshxsiny — xy) et compte tenu de la condition
£(0) =o0.

Exercice 2.14. Quelles sont les conditions nécéssaires pour que le trinome
u = ax? + 2bzy + cy? soit une fonction harmonique ?

Exercice 2.15. Trouver toutes les fonctions harmoniques de la forme u =
f (=? + y?) qui different d’une constante.
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3.1 Intégrales curvilignes complexes

Définition 3.1. Soit D C C un domaine. On appelle arc dans D une application
dérivable

v: [a,b] — D
t =)

v(a) et y(b) sont appelés I’origine et I’extrimité de I’arc ~y respectivement.

v(b)

v(a)

Définition 3.2. La réunion d’arcs est une application dérivable par morceaux dite
chemin :

7 = Uin1vi
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.—w

On décrit les points de I’arc au moyen de 1’équation y(t) = 2(t) = x(t) +iy(¢)
aveca <t <b.

Exemple 3.1. les segments orirntés [z, z1] sont des arcs :
v({#t) = (1 —t)z0 +tz1 = 20 +t(z1 — 20), 0 <t < 1.

Définition 3.3. Un arc ~y est dit fermé (Lacet ou contour) si son origine coincide
avec son extrimité. i.e. 7y(a) = ~y(b).

Exemple 3.2. Le cercle de centre 2 et de rayon r est un chemin fermé

v(t) = 20 +re’, 0<t<2m
A

czo

\

Définition 3.4. Un arc est dit simple s’il ne coupe pas lui méme.
Définition 3.5. Une courbe simple et fermé est dite une courbe de Jordan .

Définition 3.6. Soit z(t) = z(t) + iy(t), a < t < b, une paramétrisation qui
décrit un arc ~y. Si x(t) et y(t) sont de classe C' sur [a,b] alors 7y est appelée arc
différentiable.

La longueur de I’arc y est

b
L(y) = / 12/ (8)dt
ol |2/(8)] = /720 T 7200,

La longueur ne dépend pas de la paramétrisation.
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Exemple 3.3. 2(t) = re, 0 <t < 2r

2(t) =re', 0<t<2r

z(t) = rcos(t) = 2'(t) = —rsin(t)

y(t) = rsm( ) =y (t) = rcos(t)
2

(1) = [ (=rsin()? + (rcos(®))2dt = / rdt = 2.
0

0

h

Définition 3.7. Soit f(t) = u(t) + iv(t), a < t < b, avec u et v deux fonctions
réelles continues. On définit I’intégrale de f de a a b par

/ab F(t)dt = /abu(t) —I—i/abv(t)dt.

Exemple 3.4. [ (2t +4)2dt = [/ (4¢% — 1)dt +1i [} 4tdt = L + 2i.
Propriétés3.1. 1. [Tkf(t)dt =k [° f(t)dt, k € C.

2. () +g)dt = [} f(t)dt + [ g(t)dt

3. [P rtydt = — [ f(¢)dt

4. [P fydt = [ pydt + [0 f(2)dt

Définition 3.8. Soit f : D C C — C une fonction continue et vy : [a,b] — D un
chemin. L’intégrale curviligne de f sur le chemin -y est définie par

b
2)dz = "(t)d
LAﬂ) Lf@@h@)t

Exemple 3.5.

g
/zdz-/ t— dt =
g —

Remarque 3.1. /. Siy = U}'_,~; alors

Af@MZ=

n

Li f(z)dz

i=1
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2. fr f(z)dz = — f,y f(2)dz on v~ est le chemin opposé (inverse) de -y :
v~ ¢ [a,b] — D
t =y ()=va+b-1).

Ona~~(a) =~(b) ety (b) = y(a).

3.
[y f(z)dz

Théoreme 3.1 (Primitives). Soit D C C domaine et f : D = C continue alors
f admet une primitive dans D <= Y~ C D chemin fermé f,y f(z)dz = 0.

< MIL(Y), oit M=sup|f(2)|
zEy

Exemple 3.6. ‘ 1. fv % ou vy est le cercle de centre 0 et de rayon r.
y(t) =ret, 0<t<2m,

t
d 2 o it 21
/Z:/ ”itdt:i/ dt = 2mi # 0,
y 2 o Te o

v (t) = ire®,
1 N %
donc f(z) = - n’admet pas de primitive dans C*.
2. f 4z _ o5y est le cercle de centre zy et de rayon r.
Y 220

Y(t) =z + e, 0<t<2m,

it
dz 27r,L',r€it 2
[t [ [ o
WZ-—ZO o re °

V() = ire",
3. fv (Zflizzoy” n # 1 oi 7y est le cercle de centre zy et de rayon r.
Y(t) = 20+ e, 0<t<2n

7 (t) = ire'
/ dz _ /2“ ire' gt — it /27r o)t gy — pontt [ei(l—n)t] 2m
¥ (Z - ZO)n o (Teit)n o 1—n 0
—n—+1
_ T {ei(lfn)%r _ 1} -0
1—n

3.2 Lien entre intégrales curvilignes et intégrales doubles

Théoréme 3.2 (Théoreéme de Green). Soit D une partie de R? bornée par un che-
min simple et fermé y orienté positivement par rapport a D. Soient u et v deux
fonctions de classe C* dans D. Alors on a

ov  Ou
//D (8:5 — 8y> dxdy = /yuda:—i—vdy.
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Exemple 3.7. Vérifier la formule de Green pour ’intégrale
/ (2* = 2zy)d + (y* — 2%y)dy,
¥

ou vy est le carré de sommets (0,0), (2,0), (2,2) et (0,2).
Y=mUrUypaUrn

V3

[=]o Ll

Surviy=0,dy=0,et0 <z <2,
2
8
/ (2% — 2zy)dx + (v — 2%y)dy = / 22de = -,
71 0 3
Suryvx=2,dr=0et0<y <2
2
8
/ (2% = 2ay)da + (y° — 2?y)dy = / (v —dy)dy = - -8,
V2 0 3
Surysy=2,dy=0,et0<x <2,
0
8
/ (2% — 2zy)dx + (v* — 2%y)dy = / (2% — da)dr = —= +8,
V3 2 3
Suryvyx=0,dr=0,et0<y <2,
0
8
/ (y* = 2ay)dz + (y* — 2?y)dy = / ydy = —<,
Y4 2 3

donc
8 8 8 8

3 3 3 3

/(y2—2xy)d$+(y2—x2y)dy:+—8—+8—:0.
.

En utilisant la formule de Green on a

2 2 2 2
/(y2—2xy)dx+(y2—x2y)dy :/ / (—2zy+2x)dxdy = 2/ :cda:/ (—y+1)dy
5 0o Jo 0 0

IE2 2 2 2
-2 [} [—y—i-y} =2.2(—2+42) = 0.
2 0 2 0



44 Intégration complexe

3.3 Intégration des fonctions analytiques

Définition 3.9. Soit D un domaine de C, le bord (la frontiere) 6 D de D se répartira
comme suit :
e Une courbe extérieure.
e k — 1 courbes intérieures (k > 1).
Lorsque k = 1 on dit que le domaine D est simplement connexe.
Lorsque k > 1 on dit que le domaine D est multiplement connexe.

5 O

FIGURE 3.1 - Simplement FIGURE 3.2 — Multiplement
connexe connexe

Remarque 3.2. Un domaine simplement connexe ne comporte aucun trou.

En 1825, le mathématicien Louis-Augustin Cauchy prouve 1’un des théoremes
les plus importants de I’analyse complexe.
Théoreme 3.3 (Théoreme de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur un
domaine simplement connexe D avec f’ soit continue dans D, alors

ou vy est un chemin fermé (Lacet) quelconque inclus dans D.
La démonstration est une conséquence directe du théoréme de Green (théoreme
3.2) et des conditions de Cauchy-Rieman (proposition 2.1).

Preuve. Supposons que f’ est continue dans le domaine D. Alors si f = u+iv,
on sait que les dérivées partielles sont continues. D’autre part, on a

/ f(2)dz = / [u(z, y) + iv(z, y)] d(z + iy)
v il

= /u(:v, y)dx —v(z,y)dy +1i / v(z,y)dr + u(z,y)dy

Y Y
ov  Ou . ou Ov
—//D<‘ax‘ay)dxdy“ L(am‘ay)dl‘dy
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Puisque la fonction f est analytique dans D, alors les fonctions « et v vérifient les
conditions de Cauchy-Rieman dans tout point de D. Ceci implique que

Lf@mz:o

En 1883, le mathématicien Edouard Goursat prouve que la condition que f’ soit
continue n’est pas nécessaire.

Exemple 3.8. Soit ot v un chemin fermé dans C alors

/ezdzzo
.

car la fonction z — € est holomorphe dans C.

Proposition 3.1. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine simplement
connexe D. soient | et vy deux chemins dans D ayant les mémes extrimités, alors

(2)dz= | f(2)dz.
7 72

L’intégrale dépend des extrimités.

Proposition 3.2. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine simplement
connexe D, alors f admet une primitive F dans D, et pour tout chemin ~y : [a, b] —
Dona

/ f(2)dz = F(3(b)) — F(v(a)).
Y

En particulier, si vy est fermé (y(a) = (b)) alors
/f(z)dz = 0.
.

Conséquence 3.1. Soit D C C un domaine simplement connexe borné par un
chemin orienté positivement par rapport a D.

Si f est holomorphe dans D et continue sur D U 6D alors

ADf@Mz:Q
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Théoreme 3.4 (Généralisation du théoreme de Cauchy). Soit D C C un domaine
borné par un nombre fini de chemins orientés positivement par rapporta D : 0D =

" U (Uigyi)-
Si f est holomorphe dans D et continue sur D U 0 D alors

/5 H@)dz =0,

etona

3.4 Formule intégrale de Cauchy

Théoreme 3.5 (Formule intégrale de Cauchy (F. I. C.)). Soient f une fonction
holomorphe sur un domaine simplement connexe D, et zy € D. Alors on a pour
tout chemin simple et fermé ~y orienté positivement par rapport a D et entourant

20 |
f(z0) = 5= /z)

211 v 7= 20

dz.

Exemple 3.9. ]. fy Ze_zl dz ety : le cercle de centre 0 et de rayon 2.

fz)=¢ 20=1, f(1)=e¢,
/7;— -dz = 2mif (1) = 2rie.

2. 1. f7 @fiﬂdz ety : le cercle de centre O et de rayon 2.

flz) =22 —dz+4, z9=—i, f(—i)=3+4i,

2_ 4z 44
/ R omif(—i) = 2mi(3 + 44).
v Z+1
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Théoreme 3.6 (F. I. C. pour les dérivées d’ordre supérieur). Soient f une fonction
holomorphe sur un domaine simplement connexe D, et zy € D. Alors on a pour
tout chemin simple et fermé ~ orienté positivement par rapport a D et entourant

20

(0 = Y f&)
£ (z0) = ./y(z_zo)nﬂd.

21

Exemple 3.10. /. fv Z&%dz ety : le cercle de centre O et de rayon 1.

2+ 1 1y

A4 2i8 2(z+2i) 23

—21 est a lextérieur du cercle vy donc on pose

z+1

- ) :0’

1) z+ 21 0

L omi

zZ+21 _ "
/7z3 dz_j (0),
2 — 44 241

1/ — I: //0:
£ = G = O =S
/ z+1 2m1 2+ 14 7T+7T_
—_——dz = —— = —— 4+ —1.
724—}—22'23 21 4 4 2

3.5 Conséquences et applications

Théoreme 3.7 (Théoréeme de Moréra). Soit f une fonction continue dans un do-
maine simplement connexe D. Si pour tout chemin fermé ~ dans D, fv f(z)dz=0

alors f est holomorphe dans D.
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Preuve. La condition Vy C D, f,y f(2)dz = 0 est équivalente a I’existence
d’une primitive de f dans D, a savoir F'(z) = fzzo f(s)ds, zo est fixé arbitrairement
dans D ie.Vz € D, F'(z) = f(z) donc F est holomorphe dans D, ainsi F' est
C-analytique dans D ce qui implique que f est C-analytique dans D.

Théoreme 3.8 (Théoreme de Liouville). Si f est holomorphe sur C et |f| < M
alors f est constante.

Preuve. Soitz € C,

M (2) = n'/ (5 / (Zs))nﬂdz

211

1 (9] = 2 L(f(;Hd <

- est un cercle |s — z| = r, alors

pourn =1,ona
M
|f/ (2)| < 7?

sir — +o0, alors f’ (2) = 0. Donc f est constante.

Théoréme 3.9 (Théoréeme de d’Alembert). Si P(z) est un polynome de degré n,
alors I’équation P(z) = 0 admet n racines dans C.

Preuve. Posons P(z) = ap2" +...a1z+apoun > 0etay, # 0.
Supposons par ’absurde que Vz € C, P(z) # 0 alors la fonction h(z) = ﬁ
est holomorphe dans C, de plus

1

apZ" 4+ ...+ a1z 4+ ag

1 1
= — — 0, quand z — +o00
2" Gy A1z .+ Fagz

h(z) =

ie. Ve > 0,3R > Otel que |z| > R = |h(z)| < e, cela signifie que h(z) est

bornée dans C \ D(0, R), d’autre part / est continue dans D(0, R), elle est donc

bornée dans D(0, R), et par suite h est bornée sur C donc d’apres le théoréme de

Liouville i(z) est constante donc P(z) est constante(contradiction).

Donc P(z) admet au moins une racine z; € C, d’ou P(z) peut s’écrire P(z) =

(z — 21)Q(2), avec degQ(z) = n — 1, ainsi on peut montrer sans peine que P(z)

admet n racines dans C.

Théoreme 3.10 (Principe du maximum). Soit D un domaine de C, toute fonction
holomorphe dans D possédant un maximun local dans D est constante sur D.
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3.6 Exercices

Exercice 3.1. Calculer les intégrales suivantes

1) | Zdz, ou
¥i

7 Y2

2) / Zdz, -y estle segment de droite [0, 2 + 7]
¥
1 . ,
3) / —dz, -y estlesegment de droite [1, 2 4 7].
-
4)/ S tle cercle |z — (1 4 i)| = 2
———dz est le cercle |z — 1) = 2.
vy (1 +1i—2)? 7

5)/Re(z)dz, ~ est le cercle |z| = 1.
¥

6)/zzdz,
¥
A
vy
- - > R >
1 vy
0 1
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1.
a) 7 (t) = it, -1<t<1,
nt) =1,
1 1 1 2
/ zZdz = / Y1 (t)7; (t)dt = / (—it)(i)dt = / tdt = [5]1,1 =0,
m -1 -1 -1
3T m
b t) = e’ <t -2
) 72( ) €, 9 = 2’
YVo(t) = ie",
7377" 737“ _ 3m
/ Zdz = / Y2 (t)vh (t)dt = / e Mietdt = 2/ dt = —im
2 -3 —3 -3

() =z0(1 —t)+z1t, 0<t<1,
2’0:0 21 =2+, ainsi y(t) = (2 +1i)t,
t)=2+1,

/zdz—/ /01(2—i)t(2+i)dt /Oltdt_5[t;]5 g

V() =201 —t) +21t,  0<t<1,
20=1, z1=2+1i, ainsi Y(t)=1—t+ (2+i)t =1+1t+it,
’(t)=1+z',

I ) Lo
/Vzdz A ’y() v ()t /0 1+(1+i)tdt
= [In(1+ (1 +49)t)]p = In(2+4) — In(1) = In(2 + ).

Remarque : Ici In désigne la détermination (branche) principale du logarithme.

4.
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Y(t) =20 +re’,  0<t<2m,
20=141, r=2, ainsi y(t) =1+ i+ 2¢*,
7' (t) = 2ie®,

z [T v(t) [P (L4 2e™)2iettdt
[ a4 [ arisarissor

2T (144 4 2e)2ietdt i [ ) N
:/0 BT :2/0 (1+17+2e")e "dt

i 27 ) i e—it 2m
= / (L+d)e™ +2)dt = [(1 + 1) — ] + [2t)3™ | = 2mi.
2 0 2 —1 0
5.
v(t) = z0 + re', 0<t<2m,
20=0, r=1, ainsi y(t) = e",
7 (t) = i€,
27 2 ~(+)
/ Re(z)dz = | Re(v(t))(t)dt = / YOO gy
~ 0 0 2
21 it | —it .op2m LT 20t 2
:/ Wie’tdtzl/ (€ + Dt = = |5 +t| =im
0 2 2 0 2 21 0
6.
/ zzZdz = / zzZdz + / zZdz,
v 7 72
71(t) = Re® = ~{(t) = iRe",
12(t) =t = () =1
/ zzdz = / (Re™)(Re™™)iRe"dt = iR3/ e'tdt
71 0 0
Gt ,
= iR? [Z] = R3(e'™ — %) = —2R?.
0
R 318
t 2
/ 2Zdz = / t2dt = [] = -R%.
2 -R 3 -R 3
Ainsi

2 4
/zzdz = 2R3+ R} = ——R3.
’ 3
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7.
/[z\de:/ \z\zdz—l—/ \z|2dz—|—/ 122dz,
v 71 72 73
1(t) = (1 —t) +it, 0<t<l,
72(15) = it, t variede 120,
3(t) =t, 0<t<,
1
/ |z?dz = (i—1) / +t2)dt (i — 1)/ (1 — 2t + 2t%)dt
71 0

0
/ |z?dz = /
72 1

1 1
1 1
|z|?dz = /t2dt:[t3} =_.
73 0 3 1o 3

Ainsi

Exercice 3.2. Calculer les intégrales suivantes

/ L / e*dz / e? dx
l2|=4 22 + 1’ 2|=2a 22 + a?’ l2l=1 2(z — 1) ’
/ cos(mz) dz, / ze* dz,

lz=2 (z +1)(z — 3) |z—1]=2 (2 — 1)3

1 4
/ ———dz, / (e — —mwz*)dz,
lz21=1 23(2 — 4) |z)=1 3

eiz
——dz
/|z+i|=1 (22 +1)2
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/ dz 1 dz 1 dz
|2|=4 2241 26 |2|=4 2 —1 21 |2|=4 Zz41

On sait que la fonction f(z) = 1 est holomorphe a 'intérieur du cercle |z| = 4,
alors I’application de la formule intégrale de Cauchy (F.I.C.) a la fonction f(z) = 1
en zp = i eten zg = —i donne

R
/|z|:42'—2’0dz_/2|:42_i—27”f(2)—27”7
IO Y
/z Z_/Iz = 2mi f(—1) = 2mi.

|=4 Z — 20 4 2+1
Ainsi
d 1 d 1 d 1 1
l2|=4 2~ + V=42 =1 20 Jy =g 2+ 2 24

2.
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/ e*dz 1 / e*dz 1 e*dz
sl=2a 22+ 0% 2ia [ —9q 2 — i@ 2ia =g, 2 +ia’

On sait que la fonction f(z) = e® est holomorphe a 'intérieur du cercle |z| = 2a,
alors I’application de la formule intégrale de Cauchy (F.I1.C.) a la fonction f(z) =
e?en zyg = ta eten zg = —ia donne

/ &) 4. _ / e 2mif(ia) = 2mie’,
|2 |z|=2a

|=2a Z — 20 z—1a

/| Mdz = / crdz _ omi f(—ia) = 2mie” .

z|=2a % ~ 20 z|=2a % +1a

Ainsi
/ efdz2 1 e*dz 1 e*dz
|z|=2q 22 + a2 2ia J|yj=2q 2 —ia  2ia J|y=9q 2 +ia
1 ; 1 ; 2mi
:72'111772'—10,:7' .
2ia( mwie') Qia( mie ') . sin(a)
3.
Posons f(z) = Ze_zl alors f est holomorphe a I'intérieur du cercle |z| = 3 (1

n’appartient pas) alors d’apres F.I.C.

z

P e
/ S - / ==Ly = 27if(0) = 2mi(—€) = —2ni.
2= j2l=4

12(z—1) z

Autre méthode :

[yt [ e [ S
L=l 2(z—1) J=12—1 J=1 %
‘ |‘ 2 H 2

1
2

z N . s . N 2 N
%5 est holomorphe a I'intérieur du cercle |z| = % donc d’apres le théoreme

de Cauchy f|z|:% “=dz =0,
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e est holomorphe a I’intérieur du cercle |z| = % donc d’apres F.I. de Cauchy

z . . .
f\Zl*l dz = 2mie?, ainsi

»

z

e
————dz =0 —2mie = —2mi.
/|Z|:1 1) z Tie i

2

cos(mz)

lors f est holomorphe a I’intérieur du cercle |z| = 2

Posons f(z) = —/5~ a
(3 n’appartient pas) alors d’apres FI1.C.
cos(mz)

M z = z—3 » — i f(—
/z|2 (Z+1)(z—3)d /|22 Z+1d 2mif(—1)

_ o Em) gt T
—-1-3 — 2
Autre méthode : On sait que
1 111
(z+1)(2-3)  4z+1 42-3
alors
/ cos(7z) o — 1 / cos(Trz)dZ N 1 / cos(7z) s
zl=2 (2 +1)(2 = 3) 4 J=2 241 4 Jjz=2 23
e

1
= —1271005(—%)—1—0: 5

dont on a utiliser la F.I.C pour la premiere intégrale et le théoreme de Cauchy pour

la deuxiéme.
5.
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La formule intégrale de Cauchy pour les dérivées succéssives d’une fonction
holomorphe f sur un domaine simplement connexe D est :

Pour tout chemin fermé v dans D entourant z on a

270 ) () = [ —LEL__g eN.
(20) L zZ, n

n! (2 — zo)7t1 7

On sait que la fonction f(z) = ze? est holomorphe sur C alors

/ S dz = 2mi "(1),
|lz—1|=2 (z—1)3 2!

P = (406t f(2) = (2 + 2)e" = (1) = 3e,
ze? 211 .
= /|z—12 7(2 e dz = ?36 = 3emi.
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On sait que la fonction f(z) = TLL est holomorphe a I'intérieur du cercle

|z| = 1 alors

1 Z—1 20y
_ dy= dy = 2
%7«’:1 23(2 —4) N /|Z|:1 3 45T (0);

, B 1" . 2
f(Z)——m, f (Z)—m

s [ akgesTi(l)-o
be1 2z —4) 2! 32) 32

vzl =5

La fonction e* — %7&24 est holomorphe sur C donc d’apres le théoréeme de

Cauchy on a

et?

61'2 eiz 7(zfi)2
———dz = / ———dz = / —dz
/|z+z'|=1 (22 +1)2 letil=1 (2 — 9)%(2 +1)? oil=1 (2 +1)?
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Posons f(z) = ﬁ donc f est holomorphe a 'intérieur du cercle |z +i| = 1 (i
est a 'extérieur du cercle |z + i| = 1),
e (iz — 1)

f/(z) = (z—i)3

= f/(_l) = 07

iz

e? (;_7@)2 2 L, .
LA dz = ey —o.
- /z+i=1 (224 1)2 : /|z+i|:1 (2 +1)? T (=)

Exercice 3.3. Calculer les intégrales

x = 5 cos(t)

1. 2 . 2 N 2,
[y(zc y“)ds, ou ~ est donné par { y = 5sin(t)

0<t< 2.

2. / 4xdx 4 2ydy, ou ~ est donné par x = y> + 1.de (0, —1) a (9, 2).
¥

3. a) (z? 4+ y*)dx — 2zydy, ou~;: y=x?de(0,0)a(1,1).
71
b) / (z? 4+ y®)dx — 2zydy, ou~y: = =y?de(1,1)a(0,0).
2
1.
/(alc2 —y?)ds, ol v est donné par { z = 5cos(t) ,0<t<2m.
.

y = 5sin(?)

x(t) = 5eos(t), y(t) = 5sin(t), ds = \/2'2(t) +y'(t) = 5,
/(1'2 —y?)ds = /%(25 cos?(t) — 25sin?(t))5dt = 125 /27r cos(2t)dt
v 0 0

5 =0.

= 125[
0

2
/4xda: + 2ydy, ol ~y est donné par z = > + 1 de (0, —1) 2 (9,2).
7
r=y>+1=dr=3ydy, —1<y<2,
2
/ dxdr + 2ydy = / 4((y® + 1)(3y3dy) + 2ydy)
o7 —1

2
= / (12y5 +12¢% + 2y)dy = [2y6 + 4y + y2]2_1
—1

=1284+32+4—-24+4—-1=165.
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3.

a) / (2% + y?)dx — 2xydy, ou v, est donné par y = x2 de (0,0) a (1, 1).
!

y=2>=dy=2xdzr, 0<z<l,
1 1
/ (x2 + yz)d:v — 2xydy = / (:1c2 + x4)dx — d2tdy = / (x2 — 3x4)dx
Y1 0 0

I EA T R S B
_ s

b) / (2% + y*)dx — 2xydy, ol v, est donné par z = y? de (1,1) a (0,0).
2

:v:y2:>dx:2ydy, 0<y <1,

0 0
/ (2% + y*)dz — 2zydy = /1 (y* + v*)(2ydy) — 2y>dy = 2/1 yody
Y2

fEll-ch-

Y2
il

3.7 Exercices supplémentaires

Exercice 3.4. En utilisant la formule intégrale de Cauchy, calculer ’intégrale

e’
/ Y 4
c 22 — 6z
si:

a)|z—2| =1, b) |z — 2| =3, ¢ |z —2|=5.

Exercice 3.5. En utilisant les formule intégrales de Cauchy, calculer I’inté-

grale
/ cosh zdz
=2 (z+1)° (z— 1)
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Exercice 3.6. 1. En considérant I = % sur ellipse * = acosf ,y =
bsin 6, a,b > 0, démontrer que
/2" do 27
o a2cos20 + b2sin?0  ab

= 0.

/2" sin 0 cos 0d0
o a2cos20 + b2sin?0

2. Calculer I’intégrale

(2n)!

27
2n
0do = 2 .
/0 COSs 7r22n(n!)2



Chapitre 4

Séries de Laurent

Sommaire

4.1 SériedeLaurent . . ... ...... ... .00 62
4.2 Classification des singularités . . . . ............. 64
43 Résidus . . ... it ittt 66

4.3.1 Quelques méthode pour le calcul des résidus . . . . . 66

43.2 Applicationdesrésidus . . . . .. ... ..., 67
44 Singularitésal’infini. .. ................... 68
45 Exercices . . . ... i ittt i e e e 71
4.6 Exercices supplémentaires . ................. 80




62 Séries de Laurent

4.1 Série de Laurent

+oo
Définition 4.1. La série Z an(z — 2zp)" est appelée série de Laurent de centre

n=—oo

2 et de coefficients {a,} C C.

+oo
a— a_
Z an(z—20)" = ...+ 2 5+ ! —i—ao+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+...
= (z—20)% z2—20
n=—00
+oo
La série Z an(z —20)" est appelée partie réguliere de la série de Laurent. Si elle
n=0

converge pour |z — zg| < R vers une fonction f1(z) alors f1 est holomorphe pour
|z — 20| < R.
1

= +oo +oo -
La série Z an(z — 20)" = Z a_n(z —20)" " = Z ——"— est appelée
(z — zo)"
n=—00 n=1 n=1

partie singuliere de la série de Laurent. Si elle converge pour T=z] < r’ ol bien

|z2—20| > L = rvers une fonction f»(z) alors f, est holomorphe pour |z—zo| > .
Ainsi, La série de Laurent converge dans la couronne : v < |z — zp| < R.

Théoreme 4.1 (Théoreme de Laurent). Si f est holomorphe (analytique) dans la
couronne D = {z € C, r < |z — 20| < R} alorsVz € D,

+00
flz) = Z an(z — 29)".

n=—oo

Les coefficients {ay }nez sont donnés par

_ 1 f(s)
an_mLWst’

ou y est un contour simple et fermé quelconque inclus dans D.
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Preuve. Fixonsz € D ={z¢€C, r < |z — z| < R}, etsoitr’, R tel que
r<r <|z—2| <R <R
alors d’apres la formule intégrale de Cauchy, on a

_ 1 f(s)
fz) = o 8ng5

270 J|s—zg|=r S — 2 270 J|s—zg|=pr S — %

Sis e C(zp,r")onals— 29| < |z — 20|

1 1 1
s—z  s—zmta-—z (2 — z0) <1_%>
(s — z0)"
= Tl
Donc
1 s 1 1
e LY ) R C S
1 1

™M

(o= 20)7 2 /s—zo|=7“/ f(s)(s — 20)" " 'ds

3
\%

Sis e C(zp,R)onals— z| > |z — 2]

1 1 B 1
s — 2z s—20+20— 2 (S—Zo)<1—§:§8>
= Y
= (S _ ZO)nJrl
Donc
1 1
— f(s) ds = Z(z—zo)”‘/ Aﬂds
270 Js—zp|=rr 8 — % 270 Js—zo)=r' (5 — 20)"

n>0

ie.Vze D, R telsquer <r' < R < Retr' <|z—z| < R’

S N Sy A O I

f(z) = ; (z — 20)™ 2mi /S_z()r’ (s —20)7 "1
n 1 f 5

+ Z(z ~ %) 2mi /|Sz0|:R’ (‘S_ioinﬂds
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Soit v un chemin fermé inclus dans D donc d’apres le théoréme de Cauchy
généralisé on a pour tout n € Z,

) g IO I,
/7 (s — zO)n+1d - L_Z()'T, (s — zo)”+1d /s—zoR' (s — zo)n+1d

puisque la fonction % est holomorphe dans la couronne 7’ < |s — 2| < R'.

+o0o
Ainsi f(z) = Z an(z — 20)", avec a5 = 5= . %d‘s, Vn € Z.
n=-—00
Exemple 4.1. Donner le développement en série de Laurent de f(z) = ﬁ
valable dans les domaines suivants
1.0< |zl <1
1 1
2(z—1) zl—z__izz
2.1 < |z < +oo.
111 1 *2” 1\"
2(z—1) _221—% B 22n:0 z
30<|z—1| <L
“+oo
1 1 1 1
= = )"z —-1)".
2(z—1) z—-114+2-1 zlnz:;]( J'(z=1)
4.1<|z—1| < +oo.
1 1 1 B 1 1 B Z
2(z—1) z—-114+2z—-1 (z2—-121+ 1 ( z—l2 z—l

4.2 Classification des singularités

Soit la série
—+oo

Z an(z — 2zp)".

n=—oo

La partie singuliere de la série de Laurent

—1 +o0

-n a—n
Z anz—zo E a_np Z—ZO 22(7

n=-—00 n=1 - Zo)n ‘
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Le point 2y est dit un point de singularité.
Les types de singularité sont :

20 Série de Laurent 0 < |z — 29| < R

Singularité apparente | ag + a1(z — z0) + a2(z — 20)> + . ..

Pole simple (2 —20) +az(z —20)* + ...

Pole d’ordre n (z(i;;b)n + (Z[i;g;rnl—l ot o 20 + ap + a1(z — 20) + az(z — Zo) + ...
Singularité essentielle e ZO) > + ==L = ZO + a4 a1(z — 20) + a2z — 20)2 + ...

Exemple 4.2. ]. f(z) = Sinz

z
0 est une singularité apparente car

sinz 1 i n zj n
z 31 5T
2 f( ) — SIHZ
0 est un pole szmple car
sinz 1 =z " 23 +
22z 31 5l
3‘ f(Z) — sin 2
0 est un pole d’ordre 3 car
sinz 1 1 n z 28 n
24 T 28 31z 5 7T
4. f(2) = s
0 est une singularité essentielle car
1+Z+2+ N S P T
e? = — ez = — 4 ——+...
2! 1z 2122

Propriétés 4.1. 1. Une fonction analytique f dans 0 < |z — zo| < R posséde un
pole d’ordre n en zg ssi f peut étre écrite sous la forme

¢(2)

(z — 2z0)"’

flz) =

ou ¢ est analytique et ¢(zy) # 0.

2. zp est un pole d’ordre n <= lim f(z) = +o0.
Z—r20

3. 2o est une singularité apparente <= lim f(z) est finie.
Z—20

4. 2 est une singularité essentielle <= lim f(z) n’existe pas.
Z—r20
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4.3 Résidus

Le coefficient a_1 dans la série de Laurent est dit résidus de la fonction f au
point zg, noté
a_1 = Res(f, zp).

Exemple4.3. 1. f(2) = % + %, 0 est un pole d’ordre 2.

2
Res(f,0) = i.
2. f(z) = e? ,
3 3 3
f(z)=e= :1+;+@+...
0 est une singularité essentielle.
Res(f,0) = 3.

4.3.1 Quelques méthode pour le calcul des résidus

1. Si f possede un pdle simple au point zq alors

Res(f,z0) = lim (z — z0) f(2).

Z—r20

2. Si f posséde un pdle d’ordre n au point zg alors

Res(f,zp) = lim

1 n n—1
2920 m [(z - ZO) f(Z)]( ) .

3.Si f(2) = 28 et la fonction h posséde un zéro d’ordre 1, alors

Res(f,z0) = Res(%,zo) = 9(z0) .

W (z0)
EXemple 4.4. f(Z) = m
f admet 3 comme pédle simple et 1 comme pdle double.

Res(f,3) = h_>rr§(z —-3)f(z) = lim ——— = -.

Res(f,1) = L lim [(z — I)Qf(z)]/ = lim ( ! ) = lim (_1 = —1.

TSt 2—1
2
2'4+1:0:>;>;4:—1$zk:e%+
g(2) =22, h(z) = 2* + 1,

kmi

2, ke’

Res(f,zo):7:—: - = =
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On sait que

= Lf(s)ds = 2mia_1

= /f(s)ds = 2miRes(f, z0),
v

avec -y est une courbe simple et fermé entourant zg.

4.3.2 Application des résidus

Théoreme 4.2 (Théoreme des résidus). Soit D un domaine simplement connexe et
v la frontiére de D. Si f est analytique dans D sauf en un nombre fini de points
21,29, ..., 2p alors

/ f(z)dz = 2mi Z Res(f, zx).

k=1

Preuve. D’apres la généralisation du théoréme de cauchy on a

/f(z)dz = Z f(2)dz = 2mi ZRes(f, 2k )-
v k=1

k=1""k

Exemple d.5. 1. [ %

~y est le rectangle de sommets : (0, —1), (4,—1), (4,1) et (0,1).
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\

dz 11
— —9mi(R 1)+ R M =omi(—>+2) =0
2246
2. f|z—i|:2 Sidz,
224 4= (2 +2i)(z — 20),
2 6
/ ;j;dz = 2miRes(f,21),
lo—i|=2 27 + 4
22 +6 6+ 4i
R 2i) = li —2i = )
€S(fa Z) 21—>H211(Z Z) (2+27,)(Z—2Z) 1
Ainsi ) ; .
Z+ + 4i
dz = 2mi = m(3 + 2i).
/Iz—i|2 2 e =3+ 2)

4.4 Singularités a I’infini

Définition 4.2. f(z) est holomorphe a Uinfini <=  f(1) est holomorphe au
voisinage de Q.

Exemple 4.6. e est holomorphe a U'infini car e* est holomorphe au voisinage de
0.

Définition 4.3. L’co est une singularité apparente de f(z) <= 0 est une singu-
larité apparente de f (%)

Exemple 4.7. f(z) = zsin(1)
00 est une singularité apparente car

f(l) _ sinz:z—§+§+...
z z z

22 2t

= 1—54‘54-...

0 est une singularité apparente.
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Définition 4.4. L’co est un pole d’ordre n de f(z) <= 0 est un pole d’ordre n

de f(%)

Exemple 4.8. f(z) = 22 +1
L’0c0 est un pole d’ordre 2 car f(%) = Z% + 1 possede 0 comme un péle d’ordre 2.

Définition 4.5. L’co est une singularité essentielle de f(z) <= 0 est une singu-
larité essentielle de f(1).

Exemple 4.9. f(z2) =¢*, f(1) = e:.

Définition 4.6 (Résidu a I’infini).

Resto0 = ~reo (7 (1) ).

1
Exemple 4.10. f(z) =1— - = Res(f,0) = —1.
f(%) =1 — z = oo est une singularité apparente.
Hf(2) =% — 1= Res(f,00) = 1.

z

Nous remarquons que

Res(f,00) + Res(f,0) = 0.

Ainsi on a le théoreme suivant

Théoréme 4.3. Supposons que f est une fonction analytique dans Co, = CU{o0}
sauf des singulaités 21, 22, 23, . . . , Zp, 00, alors

Res(f,00) + zn:Res(f, z,) = 0.

k=1

Exemple 4.11. Calculer

dz
/|z|:2 Gosyn—1) "2 L.

n
= 2rm Z Res(f,z1), 21 : les racines n"*™ de 1.
k=1

> Res(f.z) + Res(f.3) + Res(f,00) =0,
k=1

= En:Res(f, zi) = —Res(f,3) — Res(f,o0)

k=1
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retre) = s (S (1).0) = - (3 (gt ) 0)
1

Ainsi

/ dz _ 271
|2]|=2 (Z—3)(Zn—1) 3n—1°

Théoreme 4.4. Soit D un domaine borné par un nombre fini de chemins et f une
fonction analytique dans D, ¥z € D, f(z) # 0, alors

1 [ fl(z)
2mi Jsp f(2)

ou Zy : nombre de zéros de [ dans D comptés avec leurs multiplicités.

dz = Zj,

Exemple 4.12. 1. [, © =27
2.

A7 si D contient les deux zéros de 2> — 3z + 2
2z—3 . . p 9
mdz = 2w si D contient un seul zéro de z* — 3z + 2
D # o 0  si D ne contient aucun zéro de 2% — 3z + 2.

Théoreme 4.5 (Théoreme de Rouché). Soit D un domaine borné et D sa fron-

tiere. Supposons que f(z) et g(z) sont des fonctions analytiques a l'intérieur de D
avec

Vz € 6D, |f(2)] < |g(2)|

alors Zy = Zg .
Z : nombre de zéros avec leurs multiplicité.

Exemple 4.13. Soit P(z) = 219 — 62 — 32 + 1. Nous voulons déterminer le
nombre des zéros a 'intérieur du cercle |z| = 1.

Posons P(z) = f(2) + g(2) avec f(z) = =62 + 1 et g(z) = 2! — 3z alors

1f(2) =1-62"+1]>162"| —1=6-1=5
et
l9(2)] = 210 = 32| < |2|" + 3|z = 4 < |£(2)].
Ainsi par le théoréme de Rouché f(z) et P(z) possédent le méme nombre de zéros

a Uintérieur du cercle |z| = 1, et puisque f(z) posséde 9 zéros on peut conclure
que P(z) posséde aussi 9 zéros a Uintérieur du cercle |z| = 1.



4.5. Exercices 71

4.5 Exercices

Exercice 4.1. Donner le développement en série de Laurent des fonctions
suivantes en précisant dans quelles parties de C elles sont valables.
1

1) G+2)(z—1) autour de 0, de 1, de — 2.
z

2) 5 autour de 0, de 2, de 1.
z pu—
1. La fonction f(z) = m =1 [Zil — ﬁ}

Autour de 0
e Si |z| < 1 alors

1 1 1 1
1) = 3[z—1_2§+1}
1 1 Z\"
- 3| Ze- iz )
n>0 n>0
1 n 1 n 2\
= 0 (3)
n>0 n>0
e Sil < |z| < 2alors
11 1 1 1 11
12 = 3|3 st1| =3 |3
31— 25+1] 3|25

¢ Si2 < |z| < oo alors

111 1 1 1 11 1, 1 2\"
et — | — —_ — = — — — — — _171 —
/) 3 [21—1 z1+2 3|z (z) zz( ) (z)
z z | n=0 n>0
Autour de 1

e Si |z — 1| < 3 alors

1 1 1 1 1
1e) = e R
z—1 z42 31lz—1 2—-1+43 3<|z—1]|<oo

Wl Wl
!

—

=

=

Il
| —
0
| |~
—
|
Lo =
3
V
o
—
|
—
N—
3
N
N
w| |
—
~_
3
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¢ Si3 < |z — 1] < 400 alors

[0 JEg LI Py S —
- 3|z—1 z+42| 3|lz—-1 z—-1+3
1] 1 1 1 1] 1 1 3 \"
= - — = — — _1n
| s e ()

Autour de -2
¢ Si0 < |z+2| < 3alors

[ Ny NS N !
7T 3lz—1 z+2] 3[242-3 =z+2
_ 1-} 1 _ 1 3<|z4+2|< 0
3 3%—1 z+2
1 1 z+2\"
=3 ‘3Z< 3 > -
L n>0

®Si3 < |z + 2| < 400 alors

£(2) 1 1 1 1 1
A = —_ R frg— —
3lz—1 =z+2 3|z+2-3 z2+2
_ 1 1 1 1 1 1 Z( 3 )" 1
= = 5 — [ _
3|z+2 25 -1 z+2 3 Z+2n20 2+ 2 2+ 2
2. La fonction f(z) = 5 = % [zil + Zil}
Autour de 0 1<|z}<o0

e Si |z| < 1 alors

f(2)=1[1+1]

2|1z—1 z+4+1
1
AR IR DS b
n>0 n>0

e Sil < |z] < 400 alors

111 1 1 1

Autour de 2
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eSi0 < |z—2| <1alors

3<|z—2|<0
17 1 1
1) = 2_z+1+z—1]
1] 1 1
) z—2+3 z—2+1
M1 1
= - |z +
2 3Z3 +1 z—2+41
1)1 z—2
= 3 32(—1)”( ) +Z "z —=2)"
|7 n>0 n>0

f) = S O 1L
4 = Y121 2|z-2+3 z-2+1

N = DN =
|

—_

T2 722 (Z_2> +zi2§:“lw<zi2>n

n>0

¢ Si3 < |z — 2| < 400 alors

£(2) 17 1 n 1 1 1 1
z = —_ —
2 z+1 z-1 2|z—243 2—-2+1
1 11
Y 3
1 1 3 \" 1 1 \"
2 |1z2—-2 (=1) (zZ) +2722( ) <22>
L n>0 n>0

Exercice 4.2. Donner le développement en série de Laurent de la fonction

1

&) = o9y

dans les régions

1) 0<|z—1/<2, 2) 0<|z—3|<2.
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Soit la fonction f(z) = m

1.Si0 < |z — 1] < 2 alors

1 1 1 1 1
L i ) Rl Py s o Rl prp § e

1 11 1 1
T z-12| 21— 2(z—1)21 - =1L
2

- s ()

2.510 < |z — 3| < 2 alors

I 1 1
1) = z—3(z—1)2_z—3(z—3+2)2_4(z—3)(Z53+1)2

- 1 1+Z(—2)(—3)...(_2_n+1) <2_3>n

4(2*3) n>1 n' 2
1 | n z—3\"
= 4(2_3)_1+nz>:1(_1) (n+1)( 5 )

Exercice 4.3. Quels sont les points singuliers des fonctions suivantes ; préci-
ser leurs types.

e” e” 1 —cosz

22(z—1)(2 —2)’ 2 2’ 3 z ’
o s 6. =

28 — 25’ 2241’ z2 -1

Calculer les résidus de ces fonctions.

1. f(2) = #;(%2), les points singuliers sont 0, 1 et 2
0 est un pdle double, 1 et 2 sont des pdles simples.

1. e® "5

Res(£,0) = 7lim [Z222(z—1)(z—2)] v
Res(f,1) = i;rri [(2—1)22(2_;(2_2)] = —e.
e® e?
Res(f,2) = ,ll—% [(Z a 2)2’2(2 —1)(z— 2)] vy
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2. f(z) = %, 0 est un pdle simple et

z

Res(f,0) = lim P

z—0 =z
3.
2 4
fy o imeosz _1-(-gagt.)_ = 2
z z 21 41

Ainsi 0 est une singularité apparente donc Res(f,0) = 0.

4.f(2) =zt = s
0 est un pdle d’ordre 3, —1 et 1 sont des pdles simples.

1. [51 17"
Res(f,0) = 221_13(1)[2 z31—z2] =1
. 1 1 1
Res(f,1) = lim [“‘”Zsl_zz} =73
. 1 1 1
Res(f,~1) = lim, [<Z+1>23122]—‘2'
5. f(z) = Z%l, i et —i sont des poles simples.
eiz 671
ST I N R
Res(f,9) Pt [(2 z)(z—i—z') z—i)} 2%
et e
es(f, =) fure? [(Z—H)(z—l—i)(z—i)] “9i
6. f(z) = ;Q—e_zl, —1 et 1 sont des pdles simples.
. ze? e
Res(f,1) = ll_)ﬂll [(2_1)22—1] =-3
Res(f.-1) = Jim [0 2] =
lfi =) = Jim |GHD | =5

Exercice 4.4. Calculer les intégrales suivantes

eZ
1. tan(z)dz 2. ———dz
/|z|:2 (2)dz, /|z|:2 244+ 523

.1 dz
3./ sin(—)dz, 4. / n .
ls|l=1 2 lz—il=1 2% — 1
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sin 2
/ tan(z)dz :/ dz
|2=2 |z]=2 COS 2

cosz =0 <= zk:(2k+1)g; ke Z.

Dans notre cas (|z| = 2), les singularités sont —F et 7. Ainsi

/Z|:2 tan(z)dz = 2mi (Res(f, g) + Res(f, _E))
- 2m< sin(%) N sin(_g))> o

2
—sin(3)  —sin(—

62 eZ
——dz = ————dz = 2miR 0
/z|2 Z4 + 523 ¥ /lZQ 23(2' + 5) “ 7TZ 65(f7 )

= o (L [ ]y LT
- T\ T Blroy] )T 125
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3.
1
/ sin(—)dz
|z]=1 z
On sait que
11 1
Sln(;)—;—@—i—
= Res(f,0) =1,
ainsi
.1 ,
/ sin(—)dz = 2mi.
|z|=1 z
4.

dz 1 1 7
_ o N = 9 i ot ey T
/Z_i: ] miRes(f,1) WZZI_I)I(I)(Z z)z4 7 7m(4i3) 5
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Exercice 4.5. Calculer les résidus des fonctions suivantes

1—e*

1+ e?’

1. f(z)=2"1+2)" 2. f(2) = f(z) = 4L,

2. Calculer les résidus a I’infini des fonctions suivantes

3 z

2 e
1. f(z)=—75— 2. F(R)=(z+2)% 3. f(z)=—.
z¢—1 % z
3. Calculer I’intégrale suivante
2993
—dz.
/|z|:2 leO + 1 z
D

L f(z) =22"(1+2)™"
—1 est un pdle d’ordre n.

) 1 Z2n (n—1)

(1 -1 = —— i nNt———
Res(z(1+2)7, —1) o |(E ) (z+1)"

Ona
(22”)@71) = 2m(2n—1)...(2n —n 4 2)z2 "t
_ (2n)! ol
(n+1)!
. 1 (2n)!
2n n n+1
Bes 1+~ = iy Y

2. f(2) = 5=

e =—-1=z,=02k+1)mi, keZ
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1 — e 1— e(2k+1)7ri
Res (1 n ez,zk) = @k Dm —2.

3. f(2) = e**7T!. La fonction f ne posséde aucune singularité, ainsi le résidu
est nul.

IL

1. Res(%, 00) =7

23 1 Z% 1 2t z
f(Z)_z‘lfl :>f<z) R P T
1
Res(f,00) = Res (—Qf(
—z

=lim——— = —1.
zl—r}%) Z(]. — 24)

2. Res ((z + %)4 , oo) =7

4
16 32
> =S+ 5 +24+82+ 24
z z
4

I1I)

(2k+1)7i
z100+1:0:>zk:e 100

0 est aussi une singularité. Ainsi

1 99
2’9962 )
Tﬂdz = 2mi
jol=2 2

Z Res(f,zr) + Res(f,0)| = —2miRes(f,0).
k=0
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Ainsi

1
22996; )
sz = 2.
ol=2 2 + 1

4.6 Exercices supplémentaires

Exercice 4.6. 1. Developper en série de Laurent la fonction dans les cou-

ronnes indiquées : f (z) = Wl(z_gg)’

a)2 < |z] <3, b) 3 < |z| < +oo.
2. Examiner les différents développement en série de laurent de la fonction

2_
f(z)= ;Tzz—fz en posant zo = 0.

Exercice 4.7. 1. Trouver les résidus de la fonction

F& =

en ses points singuliers.

2. Trouver le résidu de la fonction f (z) = 23 sin 1

= en son point singulier.
z

Exercice 4.8. 1. En utilisant la formule des résidus, calculer I’intégrale

[ e,
|z—i|l=3 2241

2
2. En utilisant la formule des résidus, calculer I’intégrale

1

/ sin (;) ds.
|zj]=2 2 — 1



Chapitre 5

Application du calcul des résidus
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5.1 Intégrales de la forme [, F(cos 6, sin §)df

L’idée principale est de convertir I’intégrale trigonométrique de la forme fOQW F(cos6,sin6)do
en une intégrale complexe sur un contour 7y qui est le cercle unité |z| = 1

A

La paramétrisation du cercle unité est : z = €, 0 < 6 < 27, donc

. d
dz = ie?d) = do = &,
1z
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62’0 + e—ie 2z + Z—l

cosf = = ,
2 2
ol _ =i, -1
sinf = - = -
21 21

L’intégrale devienne

/ I 2421 z—271 @
|z|=1 2 ’ 29 iz’

Exemple 5.1.

[ S S Y S .
0 (24 cosf)? 2]=1 <2 n z+§*1)2 iz 0=t (22 4 42+ 1)

4 z
z‘/|z:1 ot vaRtz VAR

4
= S2miRes(f, -2+ V3).

—2 + /3 est un pole double de f.

Res(f,—24++v3) =  lim [z+2—\/§2 :
v ) =243 ( ) (2 +2+V3)%(2 +2 - V3)?
- z ' . —2+2+3
== hm _— = hm - -
co-20v3 L(2 424+ V3)2] sso24vE (2 2+ V3)3
1
T 6V3
Ainsi

/2” @9 _ 4/ g4
0 (2+4c0s20)2 i Ji oy (22 44z + 1) 3v3

5.2 Intégrales de la forme [ f(z)dx

Soit y = f(x) une fonction réelle définie et continue dans | — 0o, +00[.
Soit I’intégrale impropre fj;o f(x)dx:

1. Nous remplagons la variable x par la variable complexe z.

2. On integre la fonction f(z) sur le contour y suivant
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v

—R

~y est la réunion du segment [— R, R] et le demi-cercle .

3.
Lf(z)dz = LR f(z)dz + /};f(a;)d:c

n

= 2mi Z Res(f, z),
k=1

avec 2z, k = 1,2,...n, les pdles de f inclus dans I’intérieur de v
4. Si on montre que fWR f(2)dz — 0 quand R — 400, alors

+o0
/ f(z) :RETOO/ f(z dm—2mZResfzk

—0o0

Théoreme 5.1 (Lemme 1 de Jordan). Soit f une fonction complexe continue sur
un secteur 01 < 0 < 0y et g le chemin tel que Yr(0) = Re® 0; < 6 < 6s.
Si lim zf(z) =0(resp. lim zf(z) = 0) alors

|z| =400 |z|—=0

f(2)dz — 0, quand R — +o0. (resp. / f(z)dz — 0, quand R — 0.)
R VR

Preuve. Ona:
[ F(2)dz| < supco, [F(2)|R|62 = 01] = sup.c, |2 (2)] |62 — 03] Done
Si lim zf(z) =0, alors limp_ 4o [, f(2)dz = 0.

|z| =400

Si lim zf(z) =0, alors lim f(z)dz=0.
R—

| ‘_>0 YR

Remarque 5.1. Soit f(z) = ggzg ot P et QQ sont des polynomes de degrés n et m
respectivement avec m > n + 2. Si yr est un demi-cecle de rayon R, alors

f(z)dz — 0, quand R — +oc.
YR
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/-I—oo dr
R |

1. Posons f(z) = ﬁ, elle possede i et —i comme pdles simples.

Exemple 5.2. Soit

A

\

. . . 1
2. Res(f,1) _EL%(Z_Z)ZQ—I—I =%

d
/YZQ—T—]_ = 27TZ.R€S(f, 7,) =T

/ dz / dz +/R dx
- = _— —_— =TT
N T S B A |

Par le théoréme précédent 2> + 1 est degré 2 > 2 + 0 alors

d’autre part

lim f(z)dz = 0.

R—o0 YR

/+oo dx
—_ =T
oo 241

5.3 Intgrales de la forme fj;o f(x){cos(azx),sin(az)}dx

d’ou

On sait que e'“* = cos(ax) + isin(ax), a > 0, alors

+oo ) +oo +oo
/ f(z)e"*dx = f(z) cos(ax)dz + 1/ f(z)sin(ax)dz.

—00 — —00

Supposons que la fonction f(x) = % est continue sur | — oo, +00[.

Nous utilisons la méthode précédente. Il reste le terme fm f(z)e**dz, onale
théoreme suivant
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Théoréme 5.2 (Lemme 2 de Jordan). Soit f : {Im(z) > 0} — C continue telle

que lim f(z) =0 et soit o > 0, alors
|z|]—+o0

lim (2)e"**dz = 0.
R—oo YR

oil YR est le demi-cercle : yr(0) = Re? 0 < 6 < .

Preuve.

/ f(z)eiazdz / f(ReiG)eiaR(cos 0-+isin G)iReiOdQ‘
TR 0

< Rswp |f(2) / ’

ZEVR

eiaR(cos 0+isin 0) ’ do

< Rswp f)] [ et
0

Z€VR

Or [ e~ofsinfgg — 2 [ e=Rsinbp et sur le segment [0, 3], on asin® > %
d’oli la majoration f07r e~ aRsind g9 < %, ainsi

(2)e'**dz
TR

< Rsup |f(2)] / e RSng0 < 7 sup | £(2)]
0

Z€VR Z€VR

R—+o00 R—o0

Comme lim f(z) = 0onobtient lim / f(2)e"™*dz = 0.
TR

Remarque 5.2. Supposons que f(z) = % avec P de degré n et QQ de degré

m > n + 1. Si v est un demi-cercle de rayon R, alors

lim (2)e"*dz = 0.
R—o0 YR

Exemple 5.3.

T rsing 1 [T zsinz
5 de = = — —dx
0 z= 49 2 ) o ¢4+9

/ = dz = 27 Res(f,3i).
gl

2249
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\

12 -3

Res(f,3i) = lim =—.

ze

2—3i 2z + 31 2

iz iz R T .
/ ie dz:/ ;e dz+/ ge dajzw—;.
~ 25 +9 p 2°+9 _pxT*+9 e

iz
lim/ =€ dz=0 car2>1+1.
v

D’autre part

Rotoo Jo, 2249
donc )
+o00 ret® i
5ot =3
oo T=H9 e
+° rcosz [t rsing i
= 27d:v +1 Tdm = —,
oo TEH49 oo T2+ 9 e
et par suite
T rcosz
3 dr =0
o T¢+9
et
T rsinz T
de = 3.
oo T449 e
Finalement

T rsinz 1 [T zsinz T
3 de = - dr = —.
0o 249 2 ) o 2249 2¢e3

5.4 Intégrales définies possédant un point singulier sur le
contour d’intégration

Les intégrales impropres de la forme | joos f(x)dx avec f(x) = ggg

Supposons que f(z) admet des pdles sur I’axe des réels. Supposons que z = ¢
est un pole de la fonction f(z) sur ’axe des réels
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TR

Yr

R | R

Théoreme 5.3. Supposons que f posséde un pole simple z = c sur ’axe des réels.
Si v, est le contour défini par z = ¢ + ret? 0 <0 <, alors

lim/ f(2)dz = miRes(f,c).
T

r—0

Preuve. [ peuts’écrire f(z) = =L + g(z) ol g est holomorphe au voisinage de
I’origine et a_; = Res(f, ¢). Donc

f(2)dz = L -1 dz+/rg(z)dz

Z—C
-

Ta_1.
/o —ire + /% g(2)dz

= i7m_1+/ g(z)dz

/T g(z)dz

comme g est holomorphe, elle est bornée au voisinage de ¢, donc

Yr

on a

< rr sup |g(2)|
ZEYr

lim [ g(z)dz=0
r—0 "

ainsi

r—0

lim/ f(z)dz =imRes(f,c)

r

Exemple 5.4. Calculer

Posons 1 ]
1(z) = 2(22 — 22+ 2) - 2(z—1—d)(z—1+41)’
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A\

/eizdz - / dz—i—/Temdx
4 2(22 =22 +2) R —2z+2) _r x(x? —22+2)

R
el? R el
———d ——d
+ /%2(22—22—1—2) z—i—/r x(x2—2x+2)x

= 2miRes(e f(2),1+1).

A , 141 .
o Res(e” f(z),1+1) = El}}r(z —1—19)e"f(z) = — Ilez_l.

-1 -1
= ——(cosl+sinl —ie— sinl — cos1).
4 4

eZZ

S P [ S
* /Y; —22—1—2) : [er(z2—2,z+2) :

e m
—, quand r — 0.

— —mRes(—Z(22 Y 2),0) =75

eiz
R, PR d R — +oo, 1
¢ /WR 2(22 — 2z + 2) § quan o0, car |z\i>rf1|—oof( )

Sir — 0et R — 400 on obtient

2@ —20+2)"" 2 4

= /+OO e de = T (1 +i)e 1 4 1),
—2x+2)x_2 !

Ce qui implique que

+00 ;
sin x ™
— _dz=—(1-—¢"! 1 inl)).
/_OO P PRy x 2( e (cosl+sinl))

5.5 Intgrales de la forme [ 2 'Q(z)dx

Si la fonction est de la forme f(z) = 2 1Q(z) avec f ayant un point critique
en z = 0, alors il faut faire une coupure depuis z = 0. Si la fonction ) n’a pas de
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pdles en z = 0 et si les conditions du théoréme 5.1 sont vérifiées, alors

—Tan

/+OO 271 Q(x)dx = — e Res(2°71Q(2), 2;).
0 =

sin(ma)

5.6 Somme de quelques séries numériques

Nous mentionnons ici quelques formules pour déterminer la somme de quelques
séries particulicres.
Théoreme 5.4. Soit f : D — C, une fonction analytique dans le domaine D =
C\ {21, ..., 2n} ou z; n’appartient pas a 7.
S’il existe des constantes R,c > 0 et a > 1 telles que

c
El

1F(2)] <

pour |z| > R.

+oo
Alors, la série Z f(n) est convergente avec

n=—0oo

+oo n
Z f(n) = —TI'Z Res(cot(mz), zj)

n=—oo 7j=1

5.7 Exercices

Exercice 5.1. Calculer les intégrales suivantes

L 2m de /2" cos(6)do
" Jo V2+cos(9)’ o 5+ cos(8)
. o do B / 1 dz
' 0 V2+cos(d) Jp= V245 (2+1) 0z
_ 2/ dz B 2/ dz
i Je=1 224 2V22+ 1 i = (- 14+ V2) (2 + 14 V2)
2 1
= —-2miRes ,1— \@)
i ((z—1+\@)(2+1+\/§)
= 4n lim (2 —1+V2) ! = 2m.

112 (z—=14+V2)(z +1++2)
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2T 2T 6
5 / cos(6)do _ Re/ edo
o H+cos(h) o H+cos(h)
/2” edy / z dz 2 / zdz
o b+cos(0)  Jumi5+i(z+1)iz i o 22+ 10241

2 zdz
N i/|z|1 (z+5—2V6)(z + 5+ 2V6)

2 . z
:Z'QMReS<(z+5—2\/(§)(z+5+2\/6)’_5+2\/6>

VA
=47 lim (2+5-2V6
z%75+2\/6( ) (z4+5—2V6)(z+ 5+ 2V6)
_ 526
—%

Exercice 5.2. Calculer les intégrales suivantes
oo dz +o0 dx
1. 2. _—
/_oo (2 +1)(z2 +9)’ /_oo (22 +1)3’
too  dx
3. / @
oo A1

+oo dzx
L 28 ey

\

/ (22 + 1??2:? gy ~ 2milRes(f,i) + Res(f, 3i)]
v

Res(f,i) = Res(f,3i) =

480

/ dz o L _1Y_7™
LD+ \d6i 48i) 12

1
160’
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D’autre part,

dz B dz R dx
[eiere =, eree t Laarer

Quand R — 400 ona fm MW — 0 car le degré de (2% + 1)(22 + 9) est

4 > 0+ 2. D’apres le théoreme 5.1

/—i-oo dx B 1
oo (@24 1)(224+9) 127

+oo  dx
2. f—OO (x2+1)3.
A
YR
* 1
- _R > R >
dz . .
LM = 2miRes(f,1)
N | 3
&W”—ﬁﬂk”w+w}—m
[ (L) =
L T \ei) T8
On a aussi

/ dz _/ dz +/R dzx
N L S e

Quand R — +oo ona va (z;l%)g — 0 car le degré de (22 +1)3est 6 > 0 + 2.

D’apres le théoreme 5.1
/+oo dr _ Sl
oo (@2+1)3 87

+00  dzx
3. f—oo 441
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\/

-R
dz
On calcule fy Eal
4 (2k+1)mi
2*4+1=0=2,=¢ 1 ,k=0,1,2,3.
) 3mi 51 Tri

jin ST 27 [
Zp=€ed4,z1=e4 ,29=¢€e4 etzg=e€ 4.
Les singularités a I’intérieur du -y sont zg et 21.

d s T
/724_7_1 = 2mi [Res(f,ef) +Res(f,637)] .

e ]_ 37 ].
Res(f,ef) = T 37> Res(fae%) = T 9mi
de 4 de 4
d 1 2
/ 4 © == 27'('2 |: 37 + 97rz:| = Trf
¥ 2%+ 1 4e 1 4e 4 2

D’autre part

/ dz _/ dz +/R dx
L2t or 21 rrt+1

Quand R — +ocoona fm Zf_ZH — 0 carle degré de 2% + 1 est 4 > 0 + 2. D’apres

le théoreme 5.1
/ oo dy ™2

oo AT 2

Exercice 5.3. Calculer les intégrales suivantes

t° sinx t° sinx
1. -dx, 2. dx
—oo T+ 1 0 x

+00 i 1 +oo iz +oo ,—ix
1. / Smx,dx: - [/ ¢ ,da:—/ ¢ ,dx]
oo Tt 21 | J oo T+ T +1

—00
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\/

+oo e—iz _ e—iz _ ) N .y
/ dx = / ~dz = 2miRes(f, —1) = 2mwie .
g

oo T z4+1
/+oo Sinx.dx _ i |:/+oo ei:c.dx_/Jroo e—iz.dx:|
oo T+ 2t | oo TH1 oo T
1
= —(0—2mie”") =me .
22,( wie ") = me

400 sinzx __ 1 [+0o0 sinzx
2. dr =5 [0 S Edx

TR
/ib\s

On a

iz iz —& iz R _ix iz
/edZZ/ edz+/ ed:v+/ ed:v~|—/ € dz=o.
~ 4 YR z —R X e X e z
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+o0 jix
€ .
= —dx =i,
oo T

T gin z T gin z T
= der =1 = de = —.
Ceo T 0 x 2

Exercice 5.4. 1. Calculer I’intégrale suivante

—+oo e31§z
/ -dx.
oo L — 1

2. En déduire la valeur de ’intégrale

+° cos(3x) + x sin(3x)
/ 3 dx.
0 x4+ 1

LI e
A
—-R
On a
6312
/ “dz = 2miRes(f,i) = 2mie 3.
N2
Donc

+oo eSi:E 274
dr = —.

—00
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2. +oo cos(3z) —21-115111(3@ dy =2

+o0 3im 313:
~———d
/_OO T — 2 :(:2 —|— 1
i)(cos(3x) + isin(3z))

-/
I
.
/.

dzx

*° x cos(3x) — sin(3x) + i cos(3x) + iz sin(3x) de

B o 2 +1
N cos(3z) + xsin(3x) , 27
z2+1 e
N / cos(3x) 2+ xsin(3x) de = T
0 x?+1 e3

Exercice 5.5. Calculer les intégrales suivantes

L /+°° sin zdx 0 too dx
" e @D (@ -7 T Jo VE(z+1)
+o° In(x)
3. / dx
0

2+ 1

f+OO sin xdx _9
(z241)(z—m) —
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/ eizdz - zzdz +/7T€ o
L (Z4+D(E-m) ), (Z2+0)z—n) Jp @+ (z—n)

[y

/ zzdz /R ei:pdx
+ +

v, T

(224+1)(z—n) ye (224 1)(x —m)

€

amiftes(f,0) = 2w 5 .
= 2miRes(f,i) = 2mi = .
’ 2i(i — ) (i —m)e
D’autre part, d’apres le théoreme 5.2 on a
'LZdz
li =0
R oo [m 2+ 1)(z—n)
% dz el i
1‘ -_— =3 R ) = —1 = .
513%/% A0 rhes(f,i) = —im <7‘r2 n 1) m2+1
Donc
/+°° e dx _ —im LT —m2e7t —ir(1+eY)
(22 +D)(z—7) #24+1 (i—nm)e w2 +1 ’
teo sin zdx m(l+e 1)
= 2 -T2 :
oo (2 + D) (=) T+ 1
too dx
/0 Va(r+1)
A
TR

d
/Z = 2miRes(f, —1)
o z
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On a aussi

dz dz dz dz
e VD) * e VT +/% verm Rl M
= 2miRes(f,—1) = 2mi Zl_i)n_ll(z + 1)\%

s T
"2 = 2m.

- 1 -
= 2m lim — = 2mie

z—emt \/E

Nous remarquons que

dz B /7" 627ridx - /7‘ dx B /R dr
pE Vz(z+1) R VeZmigp(e2miy + 1) r Ve(xz+1) ), Va(z+1)

et

/ dz /R dz
ap V1) ) Va(@+ 1)
D’autre part et d’apres le théoréme 5.1, on affirme que

li dz 0
im — =0,
R—+o00 R \/E(Z =+ 1)

et

li / dz 0
1m — = U.
r0 ) VEz+ 1)
Ainsi

lim [ dz N /R dx
R—+00,50 | ), V2(2 + 1) . Vr(z+1)

N dz N /R dx } 5
—_— —_— = Tr.

Vi) ) Va1

Ceci implique

+oo dz
2 — =2
0 \/E(.’L"i‘l) T

+oo dx
- /0 Vi@ 1)

too ]
/ T
0 e+ 1

Soit la fonction f(z) = Zlgn 7 on va intégrer la fonction f sur

3. Soit
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v

1 .
car ;7 est paire. On a alors

/ In 2 dz = 2miRes(f,1)
.

2241
1
— 2rilim(z — i) —
z—1 +1
Ins 2
™9 T

D’ autre part

1 B 1
/2nz dz = / 2nac dx—l—/ ;17Zdz
527+ 1 c T4+ yp 27+ 1

n

l
-] 1
+ / 2$d;v—|—/ S dz
_Rx—i—l 'YEZ+1
2

Nous remplagons = par —x dans f__; wl;l j:’l

1 R 1
/;Zdz _ / ;lfvdﬂ/ Iz,
522 +1 e xo+1 2o+ 1

n /R Inx Qo+ /R dx +/ Inz d
—dx +im z
e r2+1 s 1+a22 ) 2241

dx, nous avons alors

Quand R — +oo et e — 0 et d’apres les théoremes du cours, alors

| 1
[ oa [
'YRZ +1 ’Yez +1

2/00 Inx dr + i /+°° dx 2
T+ i = {—.
0 241 o 1422 2

et donc
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Ce qui implique que

* Inz
" A =
/0 221 0

Exercice 5.6. Calculer les intégrales suivantes

10° cos xdx 1 cos zdx
1- 27, 2. 270
—oo ¢ +4+1 0 =+ 1

—+oco
/ c2os:1: o
oo TP+

on va intégrer la fonction f sur

Soit
Soit la fonction f(z) =

eiz
2241

YR

y
\

On a alors
eiz
/Y22+1dz = 2miRes(f,1)
eiz
— orili .
WZZ;H%(Z 2)224‘1
-1
e
= Omi— = e}
i 5 e
D’autre part
1 R T iz
/ 2112 dz = / 26 dm+/ 26 dz
527+ 1 _rzre+1 g 2o+ 1

= me L.

Quand R — 400 et d’apres théoréme 5.2, on a

eZZ

2241

lim
R—+o00 YR

=0 carlepdlynome z2+1 estde degré 2 quiest > 0+1



100 Application du calcul des résidus

et donc

+o0 i
€ -1
/ 5 dr = me .
oo TP+

Ce qui implique que

T cosw _1
5 dr = me™ .
o To4+1

et

/+°° cos T me 1
de = .
0 X + ]. 2

Exercice 5.7. Calculer

-i_zx) 1
2 2°
I ( + a

Puisque la fonction

1
22 4+ q?

[F ()] =

IN

1
2

E

qui est bornée quand |z| > 1, alors on peut appliquer la formule suivante

“+o0o n
Z f(n) = —WZRes(cot(ﬂz)f(z), 2k).

n=—00 k=1
Ainsi
+o0
1 1 , 1 .
Z m = —T <2/La COt(ZTrCL) — % COt(—ZTrCL))
n=—00
= - Teonling _ T oo _ T coth(ra)
ia sin(ira) iaisinh(ma) a
Enplusona
SRy N
n?24+a2 242 2 n? + a?
n=1 n=-—00
1

T
- _ﬁ + % COth(ﬂ'a).
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5.8 Exercices supplémentaires

Exercice 5.8. 1. Calculer, en coordonnées polaires, I’intégrale

oo oo ( 2+ 2
/ dm/ e~ @+ ) gy,
0 0

En déduire la valeur de ’intégrale de Gauss

© 2
I:/ e Tdx
0

2. En utilisant la question 1, calculer les intégrales de Fresnel

o0
1 :/ sin (wz) dx
0
et
o0
J =/ cos (932) dex.
0
(On applique la formule des résidus a la fonction f(z) = eizz). Justifier le
choix du contour ?
Exercice 5.9. 1. Calculer les intégrales suivantes

) /Oo dz b>0, b) /oo dz
a s Ay ’ T o\n+1°?
o (2% + a?) (x2 4+ b2) —oo (14 x2)" T
> cos(mzx)dx
o [ I
0

x2 + a2

2. Calculer I’intégrale

+oo | 2
F(a) :/ e' e ¥ de.

—o0
En intégrant, pour o > 0,
f(Z) — eiaze—a,z2
sur le rectangle de la figure, puis en faisant tendre R vers ’infini.

A

<
<

Y
A\
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Exercice 5.10. Soit f(z) une fonction analytique a ’intérieur d’un cercle C
et sur C, ayant pour équation |z| = R.

1. Ecrire la premiére formule intégrale de Cauchy pour la fonction f(z)
au point z = re® intérieur a C.

: 1 _ R2
2. Montrer que le point 2" = -

€' est I’extérieur du cercle C. En déduire

N _ 1 I
la valeur de I’intégrale J = 5 [ %dw.

3. Montrer que

. 1 27 R2 _ 2
fre®) =~ .

i¢p
27 Jo R? — 2Rrcos(6 — ¢)—|—r2f(Re )de-

Si u(r, 0) désigne la partie réelle de f(z), en déduire que

1 27 R2 _ 2
u(r,0) = — r

2w Jo R? —2Rrcos(60 — ¢) —i—'r2u(R’ )do.

Que pensez-vous ? Vérifier que la fonction u(r, 6) est harmonique, c’est-a-
dire
%u 10u 1 9%u

or2 +r3r +r2802 -

On considére un disque de rayon R = 1 plongé dans un potentielle élec-
trique V sans source. (On rappelle que dans ce cas que la fonction V est
harmonique). Supposons qu’en puisse mesurer le potentiel électrique V' sur
le bord du disque. Peut-on déduire le potentiel électrique a P’intérieur du
disque ?

Application : SiV(1,0) = 1,0 < 6 < wetV(1,0) = -1, 7 < 0 <
27r. En déduire le potentiel a I’intérieur du disque.

4. En utilisant les formules intégrales démontrées dans la question 3, cal-
culer ’intégrale

/2"' €% ? cos (sin ¢) 2T oso
0

5-4cos(0 - ¢) do = ?e cos(sin ).
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6.1 Examen de rattrapage 2008

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen
Département des Sciences et techniques
2007-2008

Niveau : ST/L2/S2

UEF4/Math4

Examen de rattrapage.

Exercice 1(7 Pts)
Soit la fonction
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Examens

1) Déterminer les singularités de la fonction f.
2) Calculer I’intégrale
/ f(2)dz
gl

ou

a7 ={ze T/l = 4}
b y={z€C/|z-1] =3}
)y={2€C/|lz—i| =3}

Exercice 2(6 Pts)

1) Résoudre I’équation 2> = 1 en utilisant la forme exponentielle.
2) On note j la solution complexe de partie imaginaire positive.
a) Vérifier que ;2 est aussi solution.
b) Montrer que j2 =1 =7
c) Calculer 1 + 5 + j-°.

NS

Exercice 3(7 Pts)

Soit la fonction )

&) =25

1) Calculer par la méthode des résidus f7 f(2)dz ou ~y est un demi-cercle de rayon

R centré a I’origine.
2) En déduire

/—i-oo dx
o T2H49

Solution

Exercice 1(7 Pts)

1) Les singularités de la fonction f sont 0, 1 et -1 qui sont des pdles simples.
2) @) Soit ¥ = {z € C/|z| = 1}. Puisque, il y a une seule singularité a

I’intérieur de -y, alors par la méthode des résidus,

/ 1_ﬂdz = 2miRes(f,0)
g

23—z

1 s
= 2mi lim z( oI =

z—0 2(22 — 1)) = —2mi.
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b) Soit v = {z € C/|z — 1| = i}. Puisque, il y a une seule singularité a
Iintérieur de -y, alors

1 s
/ SRR = 2miRes(f,1)
. z

3
— 2i lim 1) 1—sinz — (1 —sinl)mi
= TFZZIE)I%- z Z(Z—l)(z+1) = Sin 1 )7e.
c) Soity = {z € C/|z —i| = %} Puisque, il n’y a pas de singularité a

Iintérieur de -y, alors par le théoréme de Cauchy,
1—sinz
N 20— 2

Exercice 2(6 Pts)
1) Nous remarquons que I’équation z3 = 1 posséde 3 solutions données par :

2k 2k
2 =V1= cos(%) + isin(%), k=0,1,2.
Ainsi, les solutions sont
z0=1
2 2 o
21 = cos(%) —|—isin(§) — i

4 4 ,
29 = cos(g) + isin(g) =e's

2) La solution complexe de partie imaginaire positive est
2m 27 2w 1 V3

j=¢€"3 = cos(?) +is1n(?) =3 +27.

. . ) jAm . ) s .

a) On peut voir facilement que j2 = e’ qui est encore solution de 1’équation
23 =1.

b) Nous remarquons que
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¢) Par les réponses précédentes, on

;270

l+j+2=1+6% 4ei%

2
=1+2 cos(g).
Exercice 3(7 Pts)
Soit la fonction )
&)= 27

1) Les pdles de la fonction f sont 37 et —3i qui sont des poles simples.
Puisque le contour v ne contient que la singularité 37, alors par la méthode des
résidus on a

/ b oriRes(f,30)
.

2249

(z — 3i) o
)=12.

= 2mi( li
mi( Jim, (z — 3i)(z + 3i)

A
TR

Y
A\

2) Nous remarquons que

/dz_/ dz+/Rd93_7r
V22+9_ R _rT24+9 3
Apres limite, quand R — 400, on a

d
lim / 272 =0 carlepdlynome 2z2+9 estde degré 2 qui est > 0+2
R—+00 Jyp 22+ 9

(Voir théoréme 5.1).
Ainsi,
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6.2 Examen 2009

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2008-2009

Examen final.

Exercice 1(4 Pts)

Soit le point M d’affixe z différent de . On pose

z4+1
zZ—1

1. Déterminer 1’ensemble des points M tels que Re(w) = 0.
2. Déterminer 1’ensemble des points M tels que Im(w) = 0

Exercice 2(5 Pts)

Soit 1a fonction .

(z—=1)(z+3)

Développer la fonction f en série de Laurent dans les régions suivantes

f(z) =
1. {zeC/ |z| <1}, 2. {zeC/ 1<z <3}, 3. {zeC/ 3< |z}

Exercice 3(5 Pts)
Calculer I’intégrale

eZ
—d
/7 22(z—1) ?

LLy={z€C/ |z|=2}.
2.y={2€C/ |z—-1]=
3.y={z€C/ |z-2|=

ou
)
7}

Exercice 4(6 Pts)
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Soit la fonction

1. Déterminer les poles de la fonctions f.
2. Calculer par la méthode des résidus fy f(2)ds ou ~y est le contour suivant

A
TR

3. En déduire

T cosx T cosx
3 dx et dz.
oo T2 1 o 2241

Solution

Exercice 1(4 Pts)

Soit z = z + 1y, z,y € IR, alors

w_x—i—z'y—i—i_x—i—i(y—i—l)
S xtiy—i w+ily—1)

_ r+i(ly+1)(x—i(y—1))
(z+iy — (= —ily—1))
:m2+i(y—|—1)x—m(y—1)+y2—1

a2+ (y — 1)?
_x2+y2—1+2ia:
oty -1

1. Re(w) =0& 22 +y> — 1 =0.
L’ensemble des points M est un cercle de rayon 1 centré a I’origine d’equation
2.2
zt+y =1
2. Im(w) = 0 & = = 0. L’ensemble des points est une droite d’equation
z=0.
Exercice 2(4 Pts)
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Soit )
&=t nery
On a
1 1 1

(z—1)(z+3) 4(z—1) 4(z+3)
a. Le développement dans la région {z € C, |z| < 1}.

1 ~1 = .
2_1_1_2__ZZ'
n=0

1 1 1 z
- _1 ni=\n
z+3  3(5+1) 3;( )(3)
Ainsi,
£ =-L3 e LS Cap e
4 12 37
n=0 n=0
b. Le développement dans la région {z € C,1 < |z| < 3}.
1 1 I~ 1,
=1 z(1-1) _ano(z) '
1 o0
2+3 3 Z::
Ainsi,
1,1 1 & z
_ = n+1 _1\n(Z\n
FR =3 DO - g )
Exercice 3(6 Pts)

Les singularités de la fonction f(z) = m sont 0 qui est un pdle d’ordre 2
et 1 qui est un pdle simple.
1

) _
Res(£,0) =l 3l ol =M — 7 — =

Res(f,1) = lim (z = )e”

z—1 22(2 — 1) ¢

1. Soity = {z € C, |z| = 2}. Puisque il y a deux singularités a I'intérieur de
v, alors

/ 22(,:2—1) = 2mi(Res(f,0) + Res(f,1))
¥

=2mi(—2+e).
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2.Soity = {z € C, |z — 1| = }}. Dans cette région, on a une seule singularité

a l'intérieur. Ainsi
IEs
—— = 2miRes(f,1) = 2mie.
5 22 (2= 1) ’

(On peut utiliser aussi la formule intégrale de Cauchy).

3.Soit {z € C,|z — 2| = 1}. Aucune singularité a I’intérieur de cette région,
ainsi par le théoréme de Cauchy, on a

/7,22(5_1):0‘

Exercice 4(6 Pts)

Soit la fonction ,
eZZ

z)=—5——

1(z) 2241

1. Les poles de la fonction f sont ¢ et —¢ qui sont des pdles simples.

2. Puisque le contour ~ ne contient que la singularité ¢, alors par la méthode

des résidus on a )
e’LZ
/YM = 27riR€S(f, Z)

= 2mi(lim —(Z _ i)eiz
= 2millim =

)=

™
(&

A

A\

3. Nous remarquons que

etz etz R el T
/722+1:/7RZ2+1+/—R$2+1:€'

Apres limite, quand R — 400, on a

612’

21 =0 carlepdlynome 2241 estde degré2 quiest > 0+1
z

lim
R—+o00 VR
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(Voir théoréeme 5.2).

Ainsi, ‘
/+°° edx T /+°° cos xdx n ,/+°° sin zdx
e e ik lstnied
o 241 e e X241 R |

Ceci implique que

T coszdr  w
oo 241 e

Le faite que la fonction est paire, nous aurons

241 2

/+°° coszdx 1 /+°° cos zdx T
0 o X241 2e
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6.3 Examen de rattrapage 2009

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2008-2009

Examen de rattrapage.

Exercice 1(7 Pts)

Calculer I’intégrale
/ dz
5 2(z = 1)3
ou
)y ={z € C/|z| = 2}.
2y ={z€C/|z| = §}.
3y ={z€C/|lz+1] =

Hhy={ze€C/lz—1] =
Exercice 2(6 Pts)

}.
}.

D=0 =

Soit la fonction

1
1&) =2

Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de 0.
Exercice 3(7 Pts)

Soit la fonction )

16 =2
I)Calculer par la méthode des résidus f7 f(2)dz ou ~y est le contour suivant

A
YR
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/—l-oo dr
oo 24T+ 1

Solution

2) En déduire

Exercice 1(7 Pts)

Les singularités de la fonction sont 0 qui est un pdle simple et 1 qui est un pdle
d’ordre 3.

1
Res(f,0) = lim z. —1.

z—0 Z(Z — 1)3 -

1 1
Res(f,1) = o; lim((z — 1)3-m)”

1.1, 1. 2.
_5211_}1%(;) =—lim(—)=1.

1) Soit v = {z € C/|z| = 2}. Puisque il y a deux singularités a I’intérieur de
7, alors

/ z(zd—zl)3 = 2mi[Res(f,0) + Res(f,1)]

=2mi[-1+4+1] =0.

2) Soity = {z € C/|z| = 3}. Une seule singularité a I'intérieur, ainsi

d
/ 2(2(7_21)3 = 271'7;R68(f, O)
v

= —27i.
3) Soity = {z € C/|z + 1| = }}. Aucune singularité a I'intérieur, ainsi par le

théoréme de Cauchy,
/ dz _0
L a(z—1)3

4) Soity = {z € C/|z — 1| = 3}. Une seule singularité a I'intérieur, ainsi

/z(;i_zl)g = 2miRes(f,1)
”

= 2m1.

Exercice 2(6 Pts)
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1

Soit
f(z) = m

a) Le développement de la fonction f dans la région {z € C/|z| < 2}.
1 1 1 1

f<z):§'z+2 T2 1+

z
2

1 <X z
_ = _1\n/”\n
Ny
n=0
b) Le développement de la fonction f dans la région {z € C/|z| > 2}.
1 1 1 1

M= e~ 2

+oo
= SO
n=0

Exercice 3(7 Pts)

1) Soit la fonction
1
IC) =2
Les pdles de la fonction sont
—1++/3i —1—/3i
7= — g = ———
1 2 ) 2 9
Puisque le contour «y ne contient que la singularité 21, ainsi,
dz ‘
/YM = 27TZR€S(f, Zl)
2 Jim (= — 1) ——
=27 lim (2 — 21).
Z—21 1 (Z — zl)(z — 2’2)

Il
Bk

TR

Z1e T

\/

R Zoe |
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2) Nous remarquons que

/ dz _/ dz +/R dzx
s 22 +z+1l ) 224241 patta+l

_ 2m
V3
T . dz R
Apres limite, quand R — +o00,ona lim ———— = Ocarle polyndme
R—too Jyp 2+ 2+ 1

2% + 2z + 1 est de degré 2 qui est > 0 + 2 ( voir théoréme 5.1).
Ainsi,

/+O° dz 27
oo 24T +1 /3
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6.4 Examen 2010

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen

Niveau : ST/L2/S2

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2009-2010
Examen final.
Exercice 1(4 Pts)

Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de 0.

1) Résoudre dans C, I’équation

z .
=1.
z—1
2) Calculer le module et I’argument de la solution trouvée.
3) Calculer In(z).
Exercice 2(6 Pts)

Calculer I’intégrale suivante
/ COSQ(Z) &
Y (z + 1) (Z - 1)

Dy={z€C/lz—il =3}
)y={2€C/lz—1| =1}.
3)y={2€C/lz+1] =1}.
4y ={z€C/lz[ =2}.
Exercice 3(4 Pts)

Soit la fonction

1
f(Z):m-

Exercice 4(6 Pts)

Calculer I’intégrale suivante

/27r do
= —2
o 5+ 3cos(h)
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Solution

Exercice 1(4 Pts)
1)On a
z
] =i=2z—(2—-1)i=0
ceci implique que
2(1—i)=—1
Ainsi,
—1 1 4
z= =———.
1—2 2 2

2)Le module de la solution précédente est :

=G =2

L’argument est :
-
arg(z) = arctan(—1) = T

3)Le logarithme complexe est :

In(z) = In 2| + iarg(z)

Exercice 2(6 Pts)

cos(z)

Les singularités de la fonction f(z) = ESyEEm)

d’ordre 2 et 1 qui est un pdle simple.
1) Soity = {z € C/|z —i| = 1}. Puisque les singularités sont & I’extérieur de
la région, alors par le théoréeme de Cauchy,

cos(z)
—————dz = 0.
A EESIEEESY
2) Soity = {z € C/|z — 1| = 1}. Dans cette région, on a une seule singularité
a I’intérieur. Ainsi,

sont —1 qui est un pole

/W(Z_FCI);((’ZZ)_Udz = 2miRes(f,1)

=27mi(lim(z — 1) cos(2)

z—1 (Z + 1)2(2 — 1))
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= m,(cosz(l))‘

3) Soity = {2z € C/|z+ 1] = 1}. Dans cette région, on a une seule singularité

a I’'intérieur. Ainsi,
dz = 2miRes(f,—1)

/ cos(z)
5 (2 + 1)2(z —1)

= 2 lim, (G + D )
o 2z — 1)sin(z) — cos(z
= 27'('1(2141}{11 ( )(Z _(132 ( ))

_ 2772'(72 sin(1) — cos(l)) _ 772'(72 sin(1) — cos(l))'
4 2
4) Soit v = {z € C/|z| = 2}. Puisque, il y a deux singularités a I’intérieur de

/ cos(z)
L GFDG-D)

-, alors
dz = 2mi[Res(f,—1) + Res(f,1)]

_ 2772'(72 sim(l)4 cos(1) N COS4(1)) _ _risin(1).
Exercice 3(4 Pts)
Soit
_ 1
f(z) = 22(z —4)°

1) Le développement de f en série de Laurent au voisinage de 0 dans la région

{2 € C/|2| < 4}.
1 1 1
-

&) =23 42;

2) Le développement de f en série de Laurent dans la région {z € C/4 <

232

|z| < +o0}

N\»Jk

bt

1
f(z) = 2
Exercice 4(6 Pts)

Soit I'intégrale
/27r do
I = —.
o 5+ 3cos(h)
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L’idée est de convertir I’intégrale trigonométrique en une intégrale complexe. On a

alors

[
o5+ 32z

ou C' est un cercle de centre 0 et de rayon 1. Ainsi,

2 1
I:,/2dz.
1 Jo 324+ 102+ 3

22
Le polyndme 322 + 10z + 3 posséde deux racines z; = —% et zo = —3.
Puisque le point —% est a ’intérieur de C, alors nous devons calculer le résidu de
ce point.
1 1 1
Res(————— — Y= 1] —
SCENRT RN U LY

3
87
d

2 1 2 3
I:,/ v o adr = = (2mi)(3)
1 Jo 324+ 10243 v 8
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6.5 Examen de rattrapage 2010

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen
Département des Sciences et techniques
2009-2010

Niveau : ST/L2/S2

UEF4/Math4

Examen de rattrapage.

Exercice 1(5 Pts)

Résoudre dans C,
2isinz+e ¥ =141

Exercice 2(7 Pts)

Calculer I’intégrale curviligne suivante

f Z2dz
C

ot C est le cercle d’équation |z — 1| = 1.

Exercice 3(8 Pts)
Soit la fonction suivante

1) Trouver les singularités de f.

2) Calculer I’intégrale fv f(2)dz ou
a)y={z€C/lz-1] =1}
b)y={z€C/lz+1|=1}.

Solution
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Exercice 1(5 Pts)

On remarque que

—_ e_iz .
5 )+e ¥ =1+1.

iz
2i(<
=% =1+i.

=iz = In(1 +1).

= %(m(ﬁ) —1—2%).
= 2= —iln(v2) + %.

Exercice 2(7 Pts)

On remarque que
z=1+¢" avec 0<t< 2,
et ceci implique que

dz =icdt et z=1+¢e".

Ainsi,
21 ) )
% deZ _ / (1 + e—zt)2(z~€zt)dt
C 0
_ / (1426~ + e~ 21 (i)t
0
27 ) )
= / (ie" + 2i + ie”")dt
0
eit et
— (ST 2l + i
= 4.
Exercice 3(8 Pts)
Soit la fonction )
e’LZ
fz) = 22 —2z+1

1) On remarque que 22 — 2z 4+ 1 = (z — 1)?, ainsi la singularité est 1 qui est
un pdle d’ordre 2.
2)Soitayy ={z € C/|z — 1| =1}.

/f(z)dz = 2miRes(f,1)
.
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_ Qm(% lim (= — 1)2£(2))")

z—1
N S g
= 27rz(—§e ) = —mie "
b) v = {z € C/|z + 1| = 1}. Aucune singularité a I’intérieur de ~, ainsi, par
le théoréme de Cauchy,

f(z)dz = 0.
g
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6.6 Examen 2011

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L.2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2010-2011

Examen final.

Exercice 1(6 Pts)
Soit z = x + iy ol x et y sont deux réels et soit la fonction
f(z) = 22(1 —y) +i(2® — y* + 2y).

Démontrer que f(z) est analytique.
Exercice 2(6 Pts)

Calculer I’intégrale
/ e*dz
. (2’2 + 1)2
ol
Dy={zeC/lz+1| =

1

7}
2y ={z€C/lz+1] =1}
Exercice 3(8 Pts)

Soit la fonction

1) Déterminer les singularités de f(z) a 'intérieur de +y qui est le contour suivant

A
TR
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2) Caleuler Iintégrale [ f(2)dz.
3) A partir de la relation

R
li = i li
L WECLER WIRCUIR Wik
déduire
oo dx
/0 (z2 4+ 4)2°
Solution
Exercice 1(6 Pts)

Soit f(2) = 2z(1 —y) +i(z? — 3 + 2y).
Posons
u(z,y) =2x(l—y) et v(z,y)=2>—y" +2.

Nous remarquons que u et v sont des fonctions différentiables par rapport a x et y.
Pour que f soit analytique, il faut que u et v vérifient les deux conditions de
Cauchy-Riemann : Soit

ou  Ov . ou ov

—_ = e _ =

oxr Oy oy ox’
Orona: 9 5

U v
ox Y € oy y+

et on a aussi,

0

au _ —2x et @ = 2x.

oy or
Les deux conditions étant vérifiées. f est analytique dans C.

Exercice 2(6 Pts)
Soit la fonction ,
612
I =t

Les singularités de f sont ¢ et —i. Nous remarquons que ces points sont des poles
d’ordre 2.

1) Soity = {z € C/|z 44| = 3}. Une seule singularité a I'intérieur de =,
ainsi,

eiz . '
[y mdz = 2miRes(f, —1)

s 1 :
= 27rz[zli>rgi m((z +)?
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1z
—oni 1i ’
i ey
iz 1z A2 ) A\ olz
A S R L Gt e ) Y
4 (22 41)2 z—i (z—1i)4

Remarque. On peut utiliser la formule intégrale de Cauchy.
2) Soit v = {z € C/|z + 1| = 3}. Aucune singularité a I'intérieur de -, ainsi
par le théoreme de Cauchy,

eiz
————=dz =0.
[y(z2+1>2 :

Exercice 3(8 Pts)
Soit
1

f(Z):m

1) Les singularités de f sont les points qui vérifient 22 + 4 = 0. Ce qui donne

deux singularités 27 et —21.
Nous remarquons que la singularité 2¢ est a I'intérieur de .

\/

¢ —2

2) Puisque le contour ~y ne contient que 23, alors

dz
v

1
(z — 2i)(z + 2i)

= 2i[lim — 24)?

1 ,
2—2i (2—1)!((2 2)]

i
T (2 1 20)2

- —2 T
=21 llim —m—— = —.
z=2i (z+2i)3 16
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3) Nous avons

li = i 1
i [ s [ s g [ e

Nous remarquons que

li _ d 0
1m z =
R—+o00 YR (22 + 4)2

car le polyndme (22 + 4)? est de degré 4 qui est supétieur a 0 + 2. (Voir théoreme

5.1). Ainsi,
/+oo dx _1
oo (@2 4+4)2 16

Puisque i > est une fonction paire, alors

1
x2+4)
/+oo dr _2/+oo dx _1
o (@242 Ty (22 +4)2 16

Ce qui implique que
/—i-oo dx B 1
o (22+4)2 32
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6.7 Examen de rattrapage 2011

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2010-2011

Examen de rattrapage.

ou

Exercice 1(7 Pts)

Soit la fonction L
—sinz
f2) = —3—
1) Déterminer les singularités de la fonction f.
2) Calculer I’intégrale
[ 1
.

23— 2

a)y={z€C/lz| = 3}
b)y={z€C/lz—1] = 3}
Oy ={zeC/lz—i|=1}.
Exercice 2(6 Pts)

1) Résoudre I’équation 22 = 1 en utilisant la forme exponentielle.
2) On note j la solution complexe de partie imaginaire positive.
a) Vérifier que ;2 est aussi solution.

b) Montrer que j2 = % =J.

¢) Calculer 1 + j + j52.

Exercice 3(7 Pts)

Soit la fonction .
1=

1) Calculer par la méthode des résidus fv f(2)dz ou ~ est un demi-cercle de

rayon R centré a I’origine.

2) En déduire

/+oo dx
o T2H+9

Solution
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Exercice 1(7 Pts)

1) Les singularités de la fonction f sont 0, 1 et -1 qui sont des poles simples.
2) a) Soit v = {z € C/|z| = 1}. Puisque, il y a une seule singularité a
I'intérieur de y, alors par la méthode des résidus,

1
/ el - 2miRes(f,0)
g

23—z

1—sinz

= 2mi lim z( ) = —2mi.

=0 z(22 —1)

b) Soit v = {z € C/|z — 1] = %} Puisque, il y a une seule singularité a
I’intérieur de ~y, alors

1«
/ SRR = 2miRes(f,1)
v

23—z
2mi Tim (= — 1) 1—sinz (1— sin )i
=2milim(z — 1) —————— = (1 —sin1)7i.
z—1 2(z—=1)(z+1)
¢) Soit v = {z € C/|z —i| = 3}. Puisque, il n’y a pas de singularité a

I’intérieur de +y, alors par le théoreme de Cauchy,
14
/ LSz, o,
~ AN A
Exercice 2(6 Pts)

1) Nous remarquons que 1’équation 2% = 1 posséde 3 solutions données par :

2k 2k
2= V1= cos(%) + isin(%), k=0,1,2.

Ainsi, les solutions sont

20 = 1
2 2 o
21 = cos(%) + isin(?ﬂ) — T
4 4 car
z9 = cos(g) +isin(§) = el

2) La solution complexe de partie imaginaire positive est

e 2 2 1
j=e 5= cos(?ﬂ) +isin(§) =-3 —i—i\ég.

. . . s . . 5. .
a)On peut voir facilement que j2 = ¢'3 qui est encore solution de I’équation
3
20 =1.
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b) Nous remarquons que

§? = 'S = cos(—) + zsm(g)
3
2 2

c) Par les réponses précédentes, on
14j+52=1+¢€3 +¢75

2
=1+ 2cos(§).

Exercice 3(7 Pts)

Soit la fonction 1

1=
1. Les poles de la fonction f sont 37 et —3¢ qui sont des pdles simples.

Puisque le contour v ne contient que la singularité 3i, alors par la méthode des
résidus on a

d
A ﬁ — 2miRes(f, 3i)

o (z — 3i)
= 2mi( lim, (z — 31)(z + 31)

)= 3

2. Nous remarquons que

/dz _/ dz +/R de w
L 2+9 ). 22+9  Jgpat+9 3

Apres limite, quand R — 400, on a

d
lim - 0 carlepdlynome 2249 estde degré 2 qui est > 0+2

R—+o0 [ 2249

(Voir théoréme du cours).

Ainsi,
) / dz /+°° dz T
lim 3 = 27:*
R—+too Jo 22+ 9 e TEH9 3
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6.8 Examen 2012

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2011-2012

Examen final.

Exercice 1(7 Pts)

Soit z = x + iy ol x et y sont deux réels et soit la fonction
f(z) =¢€*.

1) Mettre f(z) sous la forme P(x,y) + iQ(z,y).
2) Montrer que f(z) est analytique (holomorphe) dans C.
3) Calculer le module et I’argument de f(z).
Exercice 2(6 Pts)
Soit

1) Calculer

ol

a) v : le segment de droite joignant les points (0,0) et (2, 1).

b) v : le quart-de-cercle de centre (0, 0) et de rayon 2.
Exercice 3(7 Pts)

Soit

1
f(Z):m

1) Déterminer les points de singularités de la fonction f.

2) Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de 0.
3) Calculer de deux maniéres différentes le résidu de f(z) en z = 0.
4) En déduire la valeur de I’intégrale

[y 22(;_1)dz

avec 7 un cercle d’équation |z| = 3.

Solution
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Exercice 1(6 Pts)
Soit la fonction f(z) = e*
1. Soit z = x 4+ iy, on a

T = e = ¢%(cosx + isinx).
Ainsi P(x,y) = e®cosz et Q(x,y) = e sinw.

2. Montrons que f est analytique dans C. Il suffit de vérifier les conditions de
Cauchy-Riemann,

oP 0
B (&Y) = e cosy, aif(m,y) = e”cosy,
oP 0
Fy(:ﬂay) = —€” Sinya 6722(‘%7y) =e" Siny'
g OP . 0Q L OP . 0Q
Ainsi 9 — Ty eta—y =~z

Le module de f est

V(€7 cosy)? + (e* siny)2? = \/6237(6082 r +sin? z) = ¢”.
L’argument de f est
arg(e®) =y + 2km, k€ Z.

Exercice 2(6 Pts)
Soit

fz) ==

/ zdz
.
ou

a) -y : le segment de droite joignant les points (0,0) et (2,1).

1) Calculer

()= (240, 0<t<T1,
Y'(t) = (2+1)

1 1
)
/zdz _ / (2= i)t(2 + i)dt — 5/ bt = 508 = 2.
v 0 0 2 2
b) f7 Zdz avec v : un quart-de-cercle de centre (0, 0) et de rayon 2.

Yt = 2", 0<t<

™

% . . 2 m
/ Zdz = (2e™)(2ie™)dt = 4i / dt = 4i— = 27i.
v 0 2
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Exercice 3(7 Pts)
Soit
f(z) = S
C22(z—1)

1. Les singularités de f sont O (pole double) et 1 (p6le simple).
2. Le développement de f en série de Laurent au voisinage de O :

Si|z| <lona
1 1 n

Si|z| >1ona
i) 1 11 1 X /1\"
?)= 2 = 37_1_ .3 2
2(z—1) 2°1-1 22 e\ 2
3. Le calcul des résidus
Res(f,0)=a_1 = —1,
car on sait que le développement est Si |z| < 1 on a
+oo
1 1 1
f(Z)_—? Zn:—;—;—l—z—
n=0
D’autre part et puisque 0 est un pole d’ordre 2, on a
1 1 ' -1
Res(f,0) = ——— lim |2° = li = 1.
es(f:0) = gy iy {Z 2(z — 1)} 250 (z — 1)2

1
dz = 2miRes(f,0) = —2mi.
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6.9 Examen 2012bis

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2011-2012

Examen final.

Exercice 1(6 Pts)
Soit z = = + iy ou x et y sont deux réels et soit la fonction

f(z) = 2% — 22.

1) Mettre f(z) sous la forme P(x,y) + iQ(z,y).
2) Montrer que f(z) est analytique (holomorphe) dans C.
Exercice 2(8 Pts)

Soit

1) Détrminer les points de singularités de la fonction f.

2) Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de 0.
3) Calculer de deux maniéres différentes le résidu de f(z) en z = 0.
4) En déduire la valeur de I’intégrale

/cosgz)dz
y 2

avec 7y un cercle d’équation |z| = 1.
Exercice 3(6 Pts)

1) Calculer
/ zZdz
~
ol

a) v : le segment de droite joignant les points (0,0) et (1, 1).
b) v : I’arc de courbe de y = 22 limité par les points z = O et z = 1 + 4.
2) En déduire que f(z) n’est pas analytique (holomorphe).

Solution
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Exercice 1(6 Pts)
1) Soit z = x + iy. On peut écrire
f(2) =22 =22 = (z +1iy)? — 2(z + iy)
= 2% —y* — 2z +i(2zy — 2y).

Ainsi,
P(z,y) =2? —y* — 22,  Q(z,y) = 2zy — 2y.

2) Nous vérifions les conditions de Cauchy-Riemann.

oP oQ
— =2r -2 — =2 -2
ox v dy .
0P oQ
9 —* -9
oy Y or Y
Ainsi, f est analytique (holomorphe) dans C.
Exercice 2(8 Pts)
Soit )
cos(z
f (2) = 23

1) La singularité de f est 0.
2) Nous remarquons que

Ainsi,

IR PTT

3) La premiére méthode : Sachant que

Res(f,0)

Ce qui implique que Res(f,0) = —%.

Deuxieme méthode : Nous remarquons que 0 est un pole d’ordre 3, ainsi

a1

1 . 3€08(2) .,
(3 — 1)' Zl_I)I(l) & 2’3 ]

Res(f,0) =

1.
= . lim|[~ cos(2)]
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_ !
=3
4) Puisque 0 appartient a I’interieur du cercle |z| = 1, alors

cos(2) = 2m —} = —m
[ = i) = i

23

Exercice 3(6 Pts)

a) La paramétrisation du segment de droite joignant les points (0,0) a (1,1)
est:
v(t) = (141t avec t € [0,1]

La dérivée est
Y (t) = (1 +1).

Ainsi,
1
/zzdz - / (1+ )1 — i)t(1 + i)dt
ol 0
1
= (1+4d)2(1 —i)/ t2dt
0
¢ 2 2
=21+ ][=)i ==+ =.
b) Nous pouvons utilisés la paramétrisation suivant pour 1’arc de courbe y =
2
xe.

y(t) = t* 4 it avec t € [0,1].
La dérivée est :
v (t) = 2t + 4it?

Alors, on a

1
/ 2Zdz = / (t2 + it (#% — ith) (2t + 44t®)dt
0% 0
1
2 = / (t* + 5 (t + 2it)dt
0

1
= 2/ (5 + 12 + 2it" + 2it')dt
0

tﬁ th t8 t12 L
=2 4 — 42— + 2i—
6+ 10 T25 T2k
8 5
150 6
2) La fonction f(z) n’est pas analytique car

/ 2zdz #+ 2Zdz
71 72
2

avec 7y le segment de droite et 2 ’arc de courbe y = z*.
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6.10 Examen de rattrapage 2012

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2011-2012

Examen de rattrapage.

Exercice 1(6 Pts)

Soit z = x + iy ou x et y sont deux réels et soit la fonction
f(z) =a® +iy’.

1) Montrer que f(z) n’est pas analytique en tout point (z,y) # (0,0).
2) La fonction f(z) est-elle analytique en (0,0)?

Exercice 2(6 Pts)
Soit

Calculer I’intégrale suivante

f(z)=2z

/ zZdz
.
ol

a) v : le demi-cercle de centre O et de rayon 1.
b) v : le segment de droite joignant les points (0,0) et (1,0).

Exercice 3(8 Pts)

Soit
1

(z=22(z*+1)
1) Déterminer les points de singularités de f et leurs types.
2) Calculer I’intégrale
| )
~

f(z) =

avec

a)y={z€C/|z| = 3}
b)y = {z € C/lz| = 4}.
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Solution

Exercice 1(6 Pts)

1) Nous appliquons les conditions de Cauchy-Riemann.

f(2) = u(w,y) +iv(z,y)

avec
u(z,y) =2 et w(z,y) =y’
Ainsi, 5 5
U v
_— = 2 _— =
Oz 7 oy 3
ou ov
— = t — =0.
ay 0 e o 0

Nous concluons que pour (z,y) # (0,0), f n’est pas analytique.

2) Pour (z,y) = (0,0), nous remarquons que que les conditions de Cauchy-
Riemann sont vérifiées donc f est holomorphe en (0, 0) mais non analytique car
I’analyticité exige que f soit holomorphe dans un voisinage de (0, 0).

Exercice 2(6 Pts)

)
f}/(t):@n 0<t<mw
V' (t) = ie
Nous avons -
/zzdz = / (e (e™™)(ie™)dt
¥ 0
. " it 1 1ak
:z/ edt =i[-e"]|§ = -2
0 (3
2)
v(t)=t avec 0<t<1
Y(t) =
1 3
1
/zzdz = / t2dt = [t—](l) =
¥ 0
Exercice 3(8 Pts)

1) Les singularités de f sont 2,7 et —i.
2 est un pdle d’ordre 2.
1 et —¢ sont des poles simples.
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2) a) Nous remarquons que a I’intérieur de la région |z| = %, il n’existe pas de
singularités, ainsi par le théreme de Cauchy, nous avons

/|z|:1 f(2)dz = 0.

2

b) Les trois singularités (2,7 et —i) sont a I'intérieur de la région |z| = 4, ainsi

/|4 f(2)dz = 2mi(Res(f,i) + Res(f,—i) + Res(f,2))

_ 1 . 9\2 1 / M 2% 4
Res(f,2) = -1 lim {(z 2) G-+ lim (224+1)2 25
N : 1 1
Res(f,1) = (= = 0)- C—opn —5 10— 6its
: . : 1 1
Res(f,=i) = Im =+ 59 =G +9 ~ Z6i+8

Ainsi,

41 1
dz = 2mi [ —— — 0.
/|Z:4f(z)z m( 25+8—6i+8+6i>
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6.11 Examen 2013

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2012-2013

Examen final.

Exercice 1(4 Pts)
Soit z = x + iy ou z et y sont deux réels et soit la fonction
f(2) =3z —y+5+ilax+ by —3).

1) Pour quelles valeurs de a et b, 1a fonction f est holomorphe sur C. ?
2) Soit la fonction g(z) = Z27+1 La fonction g est-elle holomorphe ?
Exercice 2(12 Pts)

Soit la fonction
z

1z) = (z+1)(z—2)

1) Trouver les singularités de la fonction f avec leurs types.

2) Développer la fonction f en séries de Laurent au voisinage de 2 et —1.

3) Calculer les résidus de la fonction f aux points z = 2 et z = —1 de deux
manieres différentes.

4) En déduire la valeur de I’intégrale suivante

A Crne-2"

avec

ay = {z € C/|z| = 1.

by ={z€C/lz+ 1| =1}.

¢)v : un carré de sommets 3 + 3¢, —3 + 34, —3 — 3¢, 3 — 3i.
Exercice 3(4 Pts)

Soit la fonction f(2) = 55

1) Calculer I’intégrale I = f7 f(2)dz avec ~ le contour suivant

iaz
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TR

too  plaw
2) Sachantque lim / f(2)dz = 0,endéduire, lim [ = / ———dx
R—too [y, R—+00 oo T4

et les valeurs des deux intégrales suivantes

/+°° cos(ar) da /+°° sin(ax) da

244 x24+4

—00 —0o0

Solution

Exercice 1(4 Pts)
1) Soit f(z) =3z —y+ 5+ i(ax — by — 3) avec
u=Re(f(z))=3x—y+5 v=1Im(f(z)) =ax — by — 3.

Nous vérifions les conditions de Cauchy-Riemann.

ou ov

or ST gy tTb=3
Ou_ v _
oy or 74T

Ainsi, f est holomorphe sia =1etb = —3.

2) Soit g(z) = £, ona

(x4iy)2 -1 23 -3’z —2 32%y—y3—y
= 7
x—zy l'2+y2 .’E2—|—y2

g(x +iy) =

Nous vérifions facilement que les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas véri-
fiées. Ainsi, la fonction g n’est pas holomorphe.
Exercice 2(12 Pts)

Soit f(2) = =9y
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1) Les singularités de f sont —1 et 2 qui sont des pdles simples.
2) Le développement de f en série de Laurent au voisinage de —1 :
a)lz+1[ <3

a b 2
= = — bzf
() z+1 z—2:>a 3 3
1. 1 2 1. 1 2
1@ =3l g+ =l =33 T o3
_1[], 2 1 ]_1[], 2§§ﬁ+lﬁ]
3241 31— () 3z+1 3 3
=0
b)3 < |z + 1] < +o0.
1.1 2 1. 1 2 1. 1 2 1
f(z)_g[z+1+z—2]_g[z+1+z+1—3]_g[z+1+z+1‘1—zi—l]
—+o00
1.1 2 3 .,
_3[z+1+z+1nzzo(z+1)]'
e Le développement au voisinage de 2.
a) |z — 2| <3,
1. 2 1 1. 2 1 1. 2 1 1
f(z)_g[z—2+z+1]_g[z—2+z—2+3]_g[z—2+§'zg2+1]

+0o0

1. 2 1 z—2

— - 717’L n

D
n=0

b)3 < |z — 2| < +o0.

1.2 1 . 1 1 1

f(z):g[z—2+z+1]:§[z—2+z—2+3]

1.2 1 1 1. 2 1 3
=z . =_ N (=) n.
3[2—2+z—2 1+Z§—2] 3[2—2+z—2 Zo( )(2—2)]

n—

3) Le résidu de la fonction f au point —1 est

Res(f. =) = lim (24 ) ey =5

D’autre part, on sait que

Res(f,—1)=a_q, le coefficient de la série de Laurent.

=

Ceci implique, d’apres la question 2 que a1 = 3.
Le résidu de la fonction f au point 2 est
z

Res(.2) = lim(x = 2)—5 5 = §
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De la méme maniére, nous remarquons que a_j = %

4) a)
z
———dz =0
/Z|:; +D(-2)
puisque aucune singularité n’est a I’intérieur du cercle |z| = %, alors par le théo-
reme de Cauchy, nous avons le résultat.
b)
z
——————dz = 2miRes(f,—1) = 2mi/3
/z+1|:1 (z+1)(2—2)
c)
| gy e = 2wilRes(f, ~1) + Res(£,2)) = 2mil; + 3) = 2ni
7(Z+1)(Z_2)Z— mi(Res(f, es(f,2)) = 2mi(3 + 3) = 2mi
Exercice 3(4 Pts)
A
—-R
¢ —2i
1y

eiaz ) . T
A R 2miRes(f,2i) = Se%a

2) Nous remarquons que

/ eiaz _/ eiaz +/R eiax
L2244 )2 +4 | gat+a

Ainsi, apres passage a la limite, nous avons

+oo eiaac T
o T24+4 22’

Ceci implique que

/+°O cos(ax) /+O° sin(az) 0.

244 22 oo T2H4

—00
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6.12 Examen de rattrapage 2013

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2012-2013

Examen de rattrapage.

Exercice 1(5 Pts)

Soit z = x + iy ot x et y sont deux réels.
1) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de In(z).
2) Résoudre dans C,
e¥% £ 2% — 1 =0.
3) En déduire la solution en précisant la partie réelle et la partie imaginaire de
I’équation
sin(z) = 1.

Exercice 2(6 Pts)

1) Calculer les intégrales suivantes

I—/ zdz J—/ zdz
Y1 Y2
avec

a) 71 : la droite y = = + 2 joignant les points (0, 2) et (1, 3).

b) 2 : la courbe d’équation yy = 2 + 2 joignant les points (0, 2) et (1, 3).
2) Dire pourquoi les valeurs de I et J sont différentes ?.
Exercice 3(9 Pts)

Soit I’intégrale suivante

B e*dz
N [y 22(2 —2)’
avec
a)y={z€C/lz[=1}
by = {z € C/|z =2 = 1}
oy={ze€C/lz+2|=1}
1) Calculer [ par la formule intégrale de Cauchy.
2) Calculer I par la méthode des résidus.
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Solution

Exercice 1(5 Pts)

1. On sait que Inz = In|z| + iArg(z), ainsi Re(z) = In|z| et Im(z) =
Arg(z).

2.0nae?? +2¢% —1=0.

Posons X = e'* nous avons X2 +2X —1=0

A'=2etX;=-1+vV2, Xo=-1-+2.

Ainsi e = —1+v2o0ue” = -1 — /2.

Ceci implique que iz = In(—1 4 v/2) ouiz = In(—1 — /2).

3.On asin z = i implique que e?* + 2¢%* — 1 = 0.

Les solutions sont
iz=In(—1++v2) = z=—iln(—1 + V2),

ou

iz=1In(-1-+2) = z=—iln(—1 - V2).

Exercice 2(6 Pts)

1. fw Zdz avec 7 : la droite y = = + 2 joignant les points (0,2) et (1, 3).

/71zdz = [ﬂ(x—iy)d(x+iy):/(m—iy)(dw+idy)

71

= / (xdz — iydx + ixdy + ydy)
71

1 1
= / (xdx —i(x + 2)dz + izdr + (x + 2)dx) = / (2x +2(1 —1i))dx
0 0

= [#®+2(1—i)z], =3 - 2i.
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2. f,yz Zdz avec o : la courbe d’équation y = 2 + 2 joignant les points (0, 2)
et (1,3).

L;@ = L}mwwax+wrzlfmwwux+mw

(xdz — iydx + ixdy + ydy)

1

/,
J

(zdx —i(z? + 2)dz + 2iz’dr + 2(x? + 2)zdx)
0

1
= / 223 + ix? + 5z — 2i)dx
0

1, i3 5, 1" 1 & 5 _
= St 2| =4 -4 -2
[2x~|—3x~l—2x z:co 2+3+2 (
5
= 3—-i.
3Z

Les valeurs des intégrales fm zdz et fw zdz sont différentes car la fonction
f(2z) = Z n’est pas analytique (n’est pas holomorphe).
Exercice 3(9 Pts)

1. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, on a
e*dz Ze_z2 et Y
- = dz =2
@) [yzz(z—Q) [y 2 v T\ Z 22 0
- 97 M = 97i _3
(Z - 2)2 z=0 4)

e“dz S e
b) / _ = / 2Z_dz = 2mi ()
222 -2) v 72 2/ =

Par le théoréeme de Cauchy

2. En utilisant la méthode des résidus, on a

e*dz
e*dz ) [e?
b) /722(,2_2) = QTF’LRES(f, 2) =2m (4) .

¢) Méme chose.
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6.13 Examen 2014

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2013-2014

Examen final.

Exercice 1(4 Pts)
Soit z = x + iy ol x et y sont deux réels et soit la fonction

f(z) = ze %,

1) Mettre f(z) sous la forme P(x,y) +iQ(x,y).
2) Vérifier que P et () vérifient les conditions de Cauchy-Rieman.
3) Calculer la dérivée de f(z).
Exercice 2(6 Pts)
Soit
1
1) Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de 0.
2) En déduire le résidu de la fonction f en 0.
Exercice 3(4 Pts)

Calculer I’intégrale suivante

/ C(2)S(Z) @
5 25+ 4
en utilisant la formule intégrale de Cauchy avec
a)y={z€C, |z—-2i|l=1}
b)y={z€C, [z-2=1}

Exercice 4(6 Pts)

Soit la fonction
1

f(Z):m-

1) Calculer f7 f(2)dz par la méthode des résidus avec v = vg U [—R, R].
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YR

\

o

2) Montrer que lim

/ f(2)dz = 0, et en déduire la valeur de I’intégrale
R—+o00 YR

/—i-oo dx
o (22 —4x+5)%

Solution

Exercice 1(4 Pts)

On remplace z = = + iy, on a
fe+iy) = (x +iy)e™ ¥ = e~ (x + iy)(cos(y) — isin(y))
=e “(xcos(y) + ysin(y) + iy cos(y) — iz sin(y))
Ainsi,

P(z,y) = ze " cosy + ye siny,
Q(z,y) =ye *cosy — e *siny

2)Vérifions les conditions de Cauchy-Riemann.
{ OF _ =% cos y—xe Tcosy —e Tysiny
e

“Tcosy —xe Tcosy —ye Tsiny

9P — _pe~Tsiny + e Tsiny 4 ye *cosy
%T: =xe ¥siny —e ¥siny —ye “cosy

Ainsi,
op_oQ P __0Q
or Oy oy Oz
3) La dérivée de la fonction f est

fl(z) =e?—ze 2
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Exercice 2(6 Pts)

1)Le développement en série de Laurent autour de 0.
Dans la région 0 < |z| < 2,

1 1 1 1 z
SSUEL
=0 2

z(z+2) 221—}—%:%71

Dans la région 2 < |z| < 400

L1 1 1SR a2
z(z+2)_zﬁ1+g_gz(_)(;)'
z n=0

2)Le résidu de la fonction f est le coefficient a_; dans la sériecde Laurent. On

a
1Rz, R (-D
3 2 (G =3
1 1 z
- é}; - 5?2 + i;; 4+ ...
Ainsi,
Res(f,0) = %

Exercice 3(4 Pts)

Da)y={z€C,|z—2i =1}

cos(z)

cos(z) / cos(z) / T
dz = dz = | ——d
/722+4Z L G—2)G+2) " ) a2
e cos(2i) ,
=2 29) =2 = — 27).
mif(21) = 2mi 14 5 cos(21)

b)y={2€C,|z—2| =1}
Nous remarquons que la région de frontiere v ne posseéde aucune singularités a
I’intérieur, ainsi par le théoreme de Cauchy, on

[0 g
N Z +4

Exercice 4(4 Pts)

Soit
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1)Les singularités.
22 —4245=0
A'=—1, 2=2+1i, 2=2-—i

Nous remarquons que zj et z2 sont des pdles d’ordre 2. Ainsi,

dz )
/ —(22 BYPE = 2miRes(f, z1)
.

A

\

dz 1 !
" _— 9 & _ 2
[y (22 — 42+ 5)? = [(Z 1) (z — 21)%(z — 22)?
1 !/
Comii [ ]
Z—2z1 (Z — 2’2)

o -2 T
=2m | ————= | = =
(21 — 22)3 2
2)Nous remarquons que
R

lim [yf(z)dz: lim /m f(z)dz + lim Rf(x)dx(E)

R—+o00 R—+o00 R—+o0 J_

En appliquant le théoréme du cours, nous avons que le deg((2% — 4z +5)?) = 4 >

0+2,oubien lim zf(z)=0. Ainsi,

|z|] =400

li dz = 0.
Rﬁll}rloo YR f(Z) ‘

D’apres I’égalité (F), on a

/+oo dx _E
oo (22 —4x45)2 27
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6.14 Examen de rattrapage 2014

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2
Département des Sciences et techniques UEF4/Math4
2013-2014

Examen de rattrapage.

Exercice 1(4 Pts)
Soit z = x + 1y ol z et y sont deux réels et soit la fonction

3y* | 3a?
f(2) = 22% — 32y — 2y* +i(4zy — % + %)

Montrer que f est analytique (holomorphe) dans C.
Exercice 2(6 Pts)

Calculer I’intégrale suivante
I= /(z2 + 2Z)dz
¥

ou

a)7 : le demi-cercle de centre 0 et de rayon 2.

b) v : le segment de droite joignant les points (0, 0) et (0;2).
Exercice 3(10 Pts)

Soit la fonction

1) Trouver a et b tels que

a b
z2—1i z4i

f(z) =
2)Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de ¢ et de —i.
3) Calculer I’intégrale suivante

/ dz
12j=2 (2 +)(2 — 1)

par
a) la méthode des résidus.



6.14. Examen de rattrapage 2014 151

b) la formule intégrale de Cauchy.

/+oo dr
oo 241

Solution

4) Calculer I’intégrale

Exercice 1(4 Pts)

Soit f(z) = 22% — 3zy — 2y* + i(day — % + 427,
On pose
u =222 — 3zy — 2y°

3y® 2
v=dey =% 43

Vérifions les conditions de Cauchy-Riemann.

g—g =4z — 3y
90— dx — 3y
% = -3z — 4y
% =4y + 3z
Nous remarquons que
ou  Ov ou v

— = et —=——
or 0Oy € y ox

Ainsi, la fonction f est analytique (holomorphe) dans C.
Exercice 2(6 Pts)

a) On
/(z2 + 22)dz
¥

avec - : demi-cercle de centre 0 et de rayon 2.
La paramétrisation est donné par

() =2 0<t<m.
7' (t) = 2ie®

s

/(z2 +22Z)dz = [(2e)? + 4e'e"] (2ie™)dt
.

]
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s
=2i / (4e*™ + 4)e™ dt
0

= 22'/ (4€3 4 4e') = dt
0

{5, [5])
=& ; + | =
3i |, (I
4 .

— 8 | = 3im 1

' [31' (e )+ 3

b) Ici, v : le segment de droite joingnant les points (0, 0) et (0, 2). La paramérisa-
tion est donné par

_l_
[
—
g
.
3
|
—
N

yt)=it 0<t<2 et A(t)=i

2
/(22 + 2Z)dz = / [(it)? + (it)(—it)] idt = 0.
¥ 0

Exercice 3(10 Pts)

1)On a
1 a b

GGt 2—i Gt
_az+ia+bz —ib
GC—0)G+i)

a+b=0
a—1ib=1

1
a=
= )
1
b=3

2) Le développement en série de Laurent.
Au voisinage de i. ¢ad dans la région |z — i| < 2.

=[]

z+1 z—1

9

ceci implique que

i1 1
2 |z—i42 z—i

1

2

1 1
2i(1+ %) z—i
i1 z—i 1

=2 |5 -

21 zZ—1
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Dans la région, |z — i| > 2.
1 1 1
f@)_Z[z—i+2f_z—J

_i[ 11 1]
2 z—zl—{—z—ji zZ—1

I I

zZ—1 zZ—1
n>0

Au voisinage de —i. Dans la région |z + i| < 2.
v 1 1
f(z)_Q[z—{—i z—i]

1t 1 1
2 z4i 24i—2i

_if 1 ]
2 i —Zz—tz)
! (z—H')n
z+1 2zn>0 21

Dans la région |z + | > 2.

i1 1
f@):2[2+iz+i—%}

1 1 1
z—i—i z4+i1— 2t

z+1

i
2

7 1 1 21
D) z+i_z+iz(z+i)n
n>0

3) En utilisant, la méthode des résidus, on a

/| =2 <C>l<+> = 2mi[Res(f,1) + Res(f, )]

et avec la formule intégrale de Cauchy, on
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avec 7y et vy deux cercles de centre ¢ et —¢ respectivement.

s 1 1
z+1i z—1

- ~ = ,dz+/ -dz

/|Z:2(zz)(z+z) [ﬂzz yp 21

= 2migy (i) + 2miga(—i)

avec g1(z) = Z%rz et ga(2) = L.

Ainsi,

dz ) 1 . 1
/|z|2 (z—i)(z+1) = 2772(27.) + 27rz(_—2i) —0.

4) Nous commengons par calculer
[ e = 2ikest £
———dz = 2miRes(f,i) =7
52241 ’
ol1 7 est la réunion du demin-cercle de centre 0 et de rayon R et le segment [— R, R].

Nous remarquons que

1 1 L |
[ [ e [
'YZ +1 ’YRZ +1 _RZ +1

Quand R — +o0, alors

1
/ 3 dz =0 d’apres le théoreme du cours.
v 2°t+1

Ainsi,



Chapitre 7

Annexe historique

Dans cette annexe, nous résumons la biographie des mathématiciens cités dans
le livre.

Abraham De Moivre (1667-1754).

Mathématicien Francais. Il était un précurseur du développement de la géométrie
analytique et de la théorie des probabilités. Il est connu poura sa célebre formule
de trigonométrie découverte en 1707.

Leonhard Euler (1707-1783).

Mathématicien suisse. Euler est considéré comme 1’un des plus grand mathéma-
ticiens de tous les temps. Il a contribué au calcul infinitésimal, mécanique, dy-
namique des fluides, optique et en astronomie. Il a presque travaillé sur tous les
domaines des mathématiques et introduit beaucoup de notions et notations mathé-
matiques.

Camiille Jordan (1838-1922).

Mathématicien Francais. Polytechnicien, il succéda a Josephe Liouville au colle-
ghe de France. Il est connu pour son travail fondamental en théorie des groupes et
en anlyse mathématique.

Giacinto Morera (1856-1909).
Mathématicien italien. Son nom est associé en analyse complexe au théoreme de
Morera. Il a contribué aussi a la théorie de I’élasticité linéaire.

Joseph Liouville (1809-1882).

Mathématicien Frangais. Il est célebre pour son théoréme en alnalyse complexe. 11
a contribué a divers branches des mathématiques telle que la physique mathéma-
tique, la théorie des nombres et la géométrie différentielle.

Pierre Alphonse Laurent (1813-1854).
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Mathématicien Francais. 11 a travaillé sur les equations aux dérivés partielles et dé-
veloppe des idées sur la théorie des ondes. Sa contribution majeure est les séries
qui porte son nom.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

Mathématicien Francais. Son oeuvre a fortement influencé le développement des
mathématiques au 18 eéme siecle. Ses recherches couvrent I’ensemble des domaines
mathématiques de 1’époque.

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783).

Mathématicien, philosophe et encyclopédiste frangais, il est célebre pour avoir di-
rigé I’Encyclopédie avec Denis Diderot jusqu’en 1757 et pour ces recherches en
mathématiques sur les équations différentielles et les dérivées partielles.
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