eam® La photocopie non autorisée est un délit

000000 ¥ 000000 ¥ 000000 ¥ 000000 ¥ 000000 ¥ 000000 ¥ 000000 ¥ 000000 ¥ 000000 ¥ 000000

Introduction a la

géométie affine

QQ0Q0Q A 090909 A Q99909 A 299909 A 2992999 A 2992999 A 299909 A 290909

rdjeam@gmail.com

Djidémé Franck Houénou ©



rdjeam® La photocopie non autorisée est un délit

[Prologue

Aucun enseignementine vautila peine s'il n'inelut
pas la liberte de Taire des erfieurs; mais combien en
faudra-t-il Taire 8t pouncombien de temps?

-RIF DJEAM

Life Treasures Sense

e module de cours vise a donner une vue d’ensemble’et introductive a la géométrie affine

correspondant a un niveau de troisieme année“de licence ou de premiere année de master
(en mathématiques). C’est la partie de la géométrie que Pons@pprend au college et au lycée et qui
concerne les propriétés des droites, plans, etc., (& I'exclusion des notions métriques). La différence
essentielle avec ce qui est enseigné au lycée est qu’ici la géométrie s’appuie fondamentalement
sur l'algebre linéaire. La lecture de ce document requiert la connaissance des notions d’algebre
linéaire, d’analyse réelle et de calcul différentiel enseignées en premiere et deuxieme année de li-
cence de mathématiques dans la plupart des universités (surtout francophones). Une importance
considérable est attachée aux exercices qui sont proposés dans e module, certains sont des ap-
plications directes du cours, d’autres contiennent des développements importants. Ces notes de
cours, issues d’un polycopié de cours amélioré et complété sur, plusieurs années, a bénéficié et
continue de bénificier de nombreuses remarques ou questions des étudiants et de discussions avec
les collegues. Il serait ingrat de ne pas les en remercier ¢haleureusement et de les encourager dans
le sens de 'amélioration en vue de rendre plus suscincte et récaputilative ces notes pour le bien
de ces utilisateurs.

Nous souhaitons un bon usage de ce document a‘tous les utilisateurs et comptons beaucoup

sur leurs critiques et suggestions pour son amélioration.

L’auteur
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Dans tout ce document K designera I'un quelconque de trois corps QR ou €.et plus généralement

tout corps commutatif de caractéristique zéro.

1.1 Structure d’espace affine

Définition 1.1
Soit E un K-espace vectoriel. Un espace affine de directiomE _est la donnée d’un ensemble non

vide & et d’une application

p: &ExE — FE
(A, B) — @(A B) =AB
telle que pour tout A, B et C' éléments de &

— =
1. pour tout A€ & on a p(A,A)=AA= 0
2. pour tous A,B,C € & on a :

©(A,B) + ¢(B,C) =p(A,C) ie AB + BC = AC (relation de Chasles)

3. pour tout A € &, l'application

op: & — K
B — ou(B) 2p(A, B) = AB

est une bijection d’ensemble.

Vocabulaire

L’application ¢ de la Définition 1.1 est appelée structure d’espace affine sur & et 'espace
vectoriel F est appelé direction de & od quend, est dirigé par E. On dira donc que & est un
K-espace affine (ou tout simplement espace affine) de direction E.

Les éléments d'in espace affine & sont appelés des points, ceux du corps de base K des
scalaires tandis que les éléments de E sont des vecteurs.

En yertu deda bijection ¢4 pour tout A € &, on appellera dimension de & la dimension de
Iespace vectoriel E et on écrira dim & = dim F.

En particulier, les espaces affines de dimension 0 (i.e., associés a I/ = {ﬁ}) sont ceux réduits
a un point, et par analogie au vocabulaire de 'algebre linéaire, les espaces affines de dimension 1
sont ‘appelés droites affines, ceux de dimension 2 sont appelés plans affines.
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Structure d’espace affine 6

Proposition 1.2

Soit & un espace affine de direction le K-espace vectoriel E. Il existe une application
p:E X E — F qui vérifie les ariomes suivants

1. o(A,C) = p(A, B) + ¢(B,C) pour tous A, B et C dans &,

2. pour tout A € & Uapplication 4 : M — (A, M) est une bijection de & dans)E.

Remarque 1.3

1. Soit A élément de & un espace affine de direction E. Du fait que p4 est une bijection alors
pour tout élément u € E il existe un unique élément B de & ftel'que pa(B) = ¢(A, B) =
zﬁ:ﬁ. On notera : B:A—i-z@.

2. Soit A, B deux points d’un espace affine & de direction K. L%galité B = A+ zﬁ entraine
loperation algébrique donnant [’écriture équivalente B — A = Zﬁ qui est tres utile dans les
calculs. Mais il faut faire tres attention, car le fait de donner un sens a une différence de
points n’autorise pas a écrire n’importe quelle combinaison de points d’un espace affine sauf
dans deux situations particulieres que [’on verra/plus lown : barycentre et vectorialisé.

Exemple 1.1

1. Tout K-espace vectoriel E est un espace affine sur lut méme. On dit donc que tout espace
vectoriel est muni d’une structure affine canonique

En effet, soit E un K-espace vectoriel. Posons

— @) =tu—-u=0
— (U, V) + (U, W) =U — U+ T — W = U — W =+ p(U,w)
— Soit i € F firé dans E et

donc g est bien définie (i.e est une applieation).

Soient/U et W élément de E tels que pg(v) = @z(W). On a

l
<y
&

va(U) =pg(W) = u—-U=u—u

donc pg est injective. Soit v € E. On a (V— 1) € E et oz(0 — 1) = U. Donc @z est
surjective. Ainsi pg est une bijection.

2.080it a) b et ¢ trois fonctions numériques d’une variable réelle définies et continues sur un
intervalle I telles que a(z) # 0 pour tout x € I. L’ensemble

& ={yeCLR); a(@)y +b(x)y = clx)}
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Structure d’espace affine 7

est un espace affine de direction [’espace vectoriel
E={yeCLR); a@)y +blx)y =0}

des solutions de ’équation homogene.

N.B : Soient I un intervalle de R et a, b et ¢ trois éléments de C(I,R).%Soit I’équation
différentielle a(x)y’ + b(x)y = c(xz) (1).

L: CY(I,R) — C(I,R)
y — a(r)y +b(x)y

ker £ = {y € C(I,R) ; a(x)y + b(z)y = 0} = E. Si c._ & ImL, alors l'ensemble S des
solutions de l’équation (1) est vide. Si c € ImL alors S = yo +ker L ot yo est une solution

particuliere de (1).

Exercice 1.1

1. On note & l’ensemble des (x,vy,2) de R? tels que.x + y£2 =1 et E l'ensemble des (x,y, )
de R? tels que x +y + z = 0.

(a) Vérifiez que E est un R-espace vectoriel. L’ensemble E est-il un sous-espace vectoriel de
R3 2

(b) On définit p de & x & dans R? par cp((x,y, 2), (@'Y, z’)) = (2'—x,y —y, 2’ —2). Montrez
que (& X &) est inclus dans E et que ¢ définit sur & une structure d’espace affine dont

l’espace vectoriel sous-jacent est E.

Remarque 1.4
Une convention usuelle est aussi de noter 2 un espace’vectoriel associé a & ; il faut bien voir
toutefois que la direction n’est pas unique et qu’il ne suffit pas que & soit un espace affine de

direction E pour qu’on puisse définir canoniquement sa direction & .

Proposition 1.5
Soit & un espace affine de dimension n.
— Deux points distincts A et B de & formentiun bipoint que l'on note (A, B) ou (B, A).
L’application. ¢ définit une relation d’équivalence sur & x & :

(A, B) ~ (C,D) A= B(A,B) = (C,D) « AB =CD.

C’est\la relation d’équipollence entre bipoints de & .

— Trois pounts distincts A, B et C de & forment un triangle de sommets A, B, C' qui se note
ABGC\( l'ordre des lettres importe peu ).

— Stn= 2, quatres points distincts A, B, C' et D de & déterminent un quadrilatére de sommets
A, "B, C, D notée ABCD. De méme cing points distincts A, B, C, D et F forment un
pentagone. Plus généralement, plusieurs point distincts donnent un polygone.

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit
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Vectorialisé d’un espace affine 8

— Sin =3 alors quatre points distincts non coplanaires de & forment un tétraédre.
— etc.

Propriétés 1.6
Soient A, B, C et D quatres points distincts d’un espace affine & alors\les deurspropriétés
suivantes sont équivalentes :

(P)  AB=DC
(R)  AD = BC.

Si l'une de ces propriétés est vérifiée st si les vecteurs zﬁ et E sont mdépendants on dit que
ABCD est un parallélogramme.

Définition 1.7
Sotent & un espace affine de direction E et u € E. On appelle translation de vecteur @ appli-

cation souvent noté tg
ta: E — &
A — APu.

On traduit la relation M = A + 4 en disant que M est le_translaté de A de vecteur .
Propriétés 1.8

1. ts = ids

2. tgoty =tagrw

3. (tg) ' =t_g

1.1.1 Vectorialisé d’un espace affine

On a vu que tout espace vectoriel donne naissance a un espace affine. Mais cet espace possede
un point particulier : le vecteur 0. Par contre, dans wibespace affine général & aucun point n’est
privilégié par rapport aux autres : on pourrait dire done.que laigéométrie affine est de la géométrie
vectorielle sans origine a priori. Cependant on peut quand méme selon les besoins de la cause choisir
un point A comme origine de & et étudier le probléme myverse z cela permet de vectorialiser &
en A. L’application

xa: F ~ &

—,

wor— A+ u
est une bijection ensembliste (c’est au faityla bijéection réciproque de ¢4 de la Définition 1.1). En
effet, commencons par observer que y4 est linéaire
XA + U)= Xoa@) (0) = Xa(@) + xa(0) = Xoa@ (@) et xala-4@) = axa(d) ;

% —
de plus xu (i) = A <= @ = AA = 0. Cette bijection permet de transporter la structure d’espace
vectorielle de E sur & tout en étant au point A. On définit donc les opérations suivantes :

+a4: EXE — &
e
(M,N) — M+4N:=x4 (AM + AN)

Introduction a la géométrie affine ©FAST & IMSP / UAC
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Sous-espace affine 9

et

Proposition 1.9
Soient & un K-espace affine et A € &. Alors +4 etl- 4 munissent & d’une structure de K-espace
vectorielle.

L’espace vectorielle (&,+4,-4) est appelé le vectorialisé de & en A el est noté &

Propriétés 1.10
Soient & un K-espace affine, A € & et &y son vectorialisé en A.
— Le point A de lﬂace affine & est le vecteur nul du vectorialisé &4 : pour tout M € &4,
At M= XAQM+AM>—M4AM) A+ AM = M
— Par construction, la bijection d’ensemble x 4 induit un isomorphisme d’espaces vectoriels de

E sur &4.

Remarque 1.11

La vectorialisation n’est donc qu’une définition rigourcuse d umphénomeme intuitif qui consiste
a considérer un espace affine comme un espace vectoriel,dansslequel on veut plus privilégié ['ori-
gine : le vecteur nul.

Le procédé de vectorialisation d’un espace affine m'est pas canonique. En effet pour deux points
distincts A et B, les loi (+4,-4) et (+p5,-p)ine sont’pas les mémes a priori. C’est ainsi qu'on ne
peut dire qu'un espace affine est un espacevectoriel alors que la réciproque est toujours vrai.

1.2 Sous-espace affine

Définition 1.12
Un sous-ensemble F C & est appelé un sous—espace affine ou une variété affine d’un espace
affine &vde direction E s’il existe A € & avec A € .F et un sous-espace vectoriel F' de E tel que

rdjeam® La photocopie non autorisée est un délit
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Sous-espace affine 10

On définit de maniere analogue les notions de direction et de dimension pour les sous-espaces

affines. Et on dit aussi que .# = A+ F et le sous-espace affine de & passant par A et deéxdirection
F.

Proposition 1.13

1. Soit & un espace affine de direction E. Une partie F de & est un sous-espace affine de &
st et seulement

(a) F #0
(b) il existe FF < E un sous-espace vectoriel de E tel que pour tous points M et N éléments
de F, le vecteur MN € F

2. Soit F un sous-espace affine d’un espace affine & de direction E. Le sous-espace vectoriel
F de E (F < E) est appelé la direction du sous-espace affine F et dim.# = dim F.

On dit que le sous-espace affine F de & est
(a) une droite affine si sa direction F' est uneldroite vectorielle, (dim.#% =1)
(b) un plan affine si sa direction F' est un plan vectowiel, (dim.# = 2)

(c) un hyperplan affine si sa direction F' est un hyperplan vectoriel, (dim.% =n—1) ot
n =dimé&

(d) etc.

Exemple 1.2
1. Les sous espaces affines d’un espace vectoriel E sont les/espaces i+ F ou u € E et F est
un sous-espace vectoriel de E.

2. Le sous ensemble F = {(z,y,2) € R®; x — 2ya 32 =5} de R? est un sous-espace affine
de direction F = {(x,y,2) € R®; x — 2y + 32 =.0}. Soient M = (x,y,2) et N = (2/,y/,2)
deuz points de ..

M €
N €

9 Y

=2y + 32 =5
— () -2y —y)+3(z—2)=0
—
<~ WNM e F.

{x—2y+3225
<~

dim.% =dim F' = 2. Donc ¥ est un plan affine de direction le plan vectoriel F

Proeposition 1.14
Soient . ‘et G deux sous-espaces affines de directions respectives F' et G d’un espace affine &.

15 Alors F N9 est
(a) soit vide;

rdjeam® La photocopie non autorisée est un délit
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Parallélisme et incidence de deux sous-espaces affines 11

(b) soit un sous-espace affine de & de direction F'NG.
En effet, supposons que F NG #+ 0. Posons H# = .F NG ; soient M, N € 2 ;om\a

—
2 M, N ¥ MN F —
{%QC ; ¢:{ ’ ’i ; ¢¢{ < — MN € Fp/G

H C MN € G

On en déduit que

— deux droites parallelles a une méme troisieme sont paralleles entre _elles.

— étant donné un point A et une droite affine A, il existe une unique droite A’ parallele a A
passant par A.

1.2.1 Parallélisme et incidence de deux sous-espaces affines

Définition 1.15
Soient deuzr sous-espaces affines F et 4 de direction respectives F et G d’un espace affine & .
1. On dit que F et 9 sont (faiblement) parraléllesyet onnote F || 4 si F C G ou G C F.
2. On dit que F et 9 sont strictement parralélles/siF'=G i.e.Z || ¥ etdim F = dimG.

Proposition 1.16

Deux sous-espaces affines F et G de direction respectives F' et G d’un espace affine & sont
paralléles si F = G ou F NG ={0g}. En effet, supposons que F = 4. On sait que F =G —>
F =G. Ainsi F et 9 sont paralléles (par définition).

Exemple 1.3

1. Tout point est paralléele a nimporte quel autre sous-espace:

2. Deux droites sont parallélles si et seulement silelles possedent des vecteurs directeurs co-
linéaires.
3. Un quadrilatéere ABCD est un trapeéze si il vérifien(AB) || (C'D).

4. Quatre points non alignés A, B, C' et D _forment un parallélogramme si et seulement si

(AB) | (DC) et (AD) || (BC).

Proposition 1.17 (Postulat d’Euclide)
Soit F un sousespace affine d’un espace affine & et M € &. Il existe un unique sous-espace
affine G passant par le point M et pardalicle a5 .

Définition 1.18
Soient. deus sous-espaces affines F et d’un espace affine &. Soient M € F et N € 4. Alors

INF NG 40— MN e F+G.
—
2, Aﬁ(ﬁu%)=M+<F+G+KMN>.

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit
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Parallélisme et incidence de deux sous-espaces affines 12

Théoreme 1.19
Soient deux sous-espaces affines F et 4 d’un espace affine &. Soient M € F et N €%.

1. Si FNYG #0 (donc si F NG est un sous-espace) alors
dimAff (FU¥) =dim.# +dim¥ — dim(F# N¥Y);
2. 81.FNY =10 alors
dmAff (FU¥)=dim.Z +dim¥ — dim(F N¥Y) +1

Corollaire 1.20

1. Un sous-espace de dimension m d’un espace affine et un point hors'de ce sous-espace en-

gendrent un sous-espace de dimension m + 1.
2. Dans un plan affine, deuz droites sont soit paralléles soit.sécantes en un unique point.
3. Dans un espace de dimension 3,
(a) si deux droites ne sont pas coplanaires alors elles engendrent ’espace tout entier;
(b) si une droite n’est pas paralléle a un plan alors elle le coupe en un unique point;

(c) si deuz plans ne sont pas paralléles alors ils se ‘coupent suivant une droite.

Définition 1.21
Deuz sous espaces affines d’un espace affine & sont dits suplémentaires dans & si leurs

directions le sont dans E.

Corollaire 1.22

Soient deuzr sous-espaces affines F et Y d’un espace affine &.
1. Si E=F + G alors F U9 engendrent & et F NG #Ak
2. 8i F et 9 sont supplémentaires dans & alors FNF est un singleton.

Exemple 1.4
Soit dans le plan affine ABCD un quadrilatere I I etiL les milieux respectifs des segments
[AB], [BC], [CD] et [DA].

1. Démontrons que [IK] et [JL] ont le méme milieu.

Introduction a la géométrie affine ©FAST & IMSP / UAC
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Repére et base affines 13

1¢7¢ méthode Considérons le triangle ABC, le point I est le milieu de [A, B] et J est le milieu de
[BC]. D’apreés la propriété des droites des milieuz. On a (1.J) || (AC) et IJ = TAC. De
la méme maniére, on prouve que (JK) || (BD), (LK) || (AC) et (LI) || (BD).
De tout ce qui précéde, on déduit que (1.J) || (KL) et (LI) || (KJ). Ronc I JKL est un
parrallélogramme dont les diagonales [I, K| et [L,J] se coupent en leurymalieu. D ot le

résultat.
2¢me méthode On a .-/@+13—c>*+@+174:6>. Posonsﬁzﬁ—f—B?—l—@—f—ﬁ.

i — 9241 +2BJ+2CkK +2DL
— 94T + 2Bl +21J + 2CK + 2DK +2K1
—_— —_—

_ (51 i)

Ainsiﬁz@(z)ﬁ:ﬁ(.

=0

2. Que peut-on dire du point G tel que (fél + G@ + C@ + Cﬁ = 6> ?

GA+GB+GC+GD =10 < 2GI+ AN TB+2GK + KC +KD=10
— —
=0 =0
< é_[}:—CTI_%
<= G estle milieu du segment [I, K]

1.3 Repere et base affines

Soit & un K-espace affine de direction E et A = {Ay,-{- , A} Wne partie non vide de p + 1
points de & avec p < n = dimé&.

Définition 1.23

1. L’intersection de tous les sous-espaces affines de/&\ contenant A est un sous-espace affine
de & noté Aff (A). C’est le plus petit (ausSens‘ded’inclusion) sous-espace de & contenant
A

2. On dit que A est (affinement) génératrice de & si Aff (A) =&.
Par exemple/ deuz points distincts dune droite engendrent cette droite i.e (AB) = Aff ({A, B}).

. On appellerang de A et on note rgA la dimension du sous-espace Aff (A).
— —
Comme omssait que Aff (Ao, -+, Ap) = Ao + Vect(AgAr, -+, Ag4y), on voit que le rang
de {Agpr- , Ay} nlest autre que le rang de la famille de vecteurs {ApAy, - - - ,AOA;}. En

particulier, on observera que 0 < rgA < p.

4. SirgA = p, on dit que la famille A est (affinement) libre dans & ou que les points A;

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit
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sont (affinement) indépendants dans &. Dans le cas contraire (i.e rgA < p), on dil que
la famille A est (affinement) liée, ou que les points A; sont (affinement) dépendants.
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5. Si A est une famille a la fois libre et génératrice de &, on dit que A est une base \affine)
de &, ou encore un repere affine de & .

NB : Observer ici que p=mn

Proposition 1.24
Soit A = {Ag,---,A,} une famil\le finie de\p + 1 points d’un espace affine & de direction E
avec dim & = n. On note X = {AgAy, ..., AgAp}. Alors :

1. A est libre dans & si et seulement si X est libre dans E et dans/€ecasp< n;

2. A est génératrice dans & si et seulement si X est génératrice dans E et dans ce casp > n ;

3. A est une base de & si et seulement si X est une base dé Fyet dans ce cas p = n. (En

dimension n, toute base de l’espace posséde donc n+ 1 éléments.)
4. Sip=n, il y a équivalence entre les assertions :

(a) A est libre;

(b) A est génératrice ;

(c) A est une base.

Remarque 1.25

Dans tous ces enoncés, on a privilégié le premier point Ay de la famille A = {Ag, -+, An},
pour former des vecteurs. Il est trés facile de voir que les résultats ne dépendent pas de ce choix.
Par exemple, il est équivalent de dire :

1. les points A, B et C' sont indépendants;

2. les vecteurs @ et 1@ sont linéairement indépendants ;
—

3. les vecteurs BA et ﬁ sont linéairement indépendants ;

—
4. les vecteurs C'A et C@ sont linéairement indépendants.

Définition 1.26

Soit & un espace affine de dimension finie n, de direction E et A= {Ag,---, A} une famille
de (n + 1) points de &. On dit que A est un repere affine de & si et seulement si la famille
<m, e ,M) est une base de E.

1.3.1 Coordonnées cartésiennes

Dans les conditions de la Définition 1.26, le systeme R = (AO; ApAi, AgAs, - -+ ,AgAn> €
& xuk" éstiappellé repere cartésien de & et Ay 'origine du repere.
Pourtout M € & il existe un unique n-uplet de scalaire (\;)1<i<n tel qu’on ait

rdjeam® La photocopie non autorisée est un délit

M = Ay + Z AiAOAZ
=1
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encore équivalent & AgM = Z N AgAs = A\ AgAL + Xo AgAy + -+ + )\, AOA; .

i=1
Le n-uplet (A1, -+, \,) est appelé coordonnées cartésiennes de M dans le repere affine (Ao, A1)+, Ap)

et on écrit

A1
M|
o
En dimension n, tout point possede donc n coordonnées cartésiennes.

Si n = 1, 'unique coordonnée cartésienne s’appelle ’abscisse. .Si.n =12; la seconde coordonnée

s’appelle 'ordonnée. Si n = 3, la troisieme coordonnée s’appelle généralement la cote ou la hauteur.

1.4 Barycentres

Soit & un espace affine de direction le K-espace vectoriel £,
Soit A € & et a € K. La paire (A, a) € & x K est appelée un point pondéré.
1.4.1 Fonction vectorielle de Leibniz

Solent (A;, &;)1<i<n une famille de points pondérés de &. On appelle fonction vectorielle

de Leibniz (associée a la famille (A;, Oéi>1<i<n) I’application
f: & — FE
e
M — f(M) =) a; MA;
i=1

Propriétés 1.27

Soit A€ &, ona f(M) = (a1+--~+an)m+f(z4)ziaim—kf(fl)
i=1

1. Si Z a; =0 alors f(M) = f(A) pour tout M€ & ; ainsi f est constante.
i=1

2. 5 Zai # 0 alors on a f(M) = f(IV) == MA = NA = M = N done f est injective.
i=1
Soit w&k. Ona:

M) 2 = (zn:oq)m+f(A):a<:>m:ﬁ—_M<:)M:A+f(é>—ﬁ.
=1

n
> >
i=1 =1

Ainsi il existe M € & tel que f(M) = u, par conséquent f est surjective. Il s’en suit donc
que f est bijective.
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Proposition 1.28
Soient (Ai, a;)1<i<n une famille de poz’nts pondérés de & et O € &

1. Si Z% =0 alors le vecteur Za, MA; = oy MA1 + Qo MA2 + -+ a, MA,
est zndependant du point M € éa
—
2. Si ZQZ#O alors le point O—l—ZaZOA O+ oy OAl—I—ongAg—i— “+ o, OA,

est zndependant du point O € & et l'unique antécédent du vecteturiwul par la fonction de

Leibniz G = f~ (6) est appelé le barycentre des points pondérés (Ayai)i<i<n. On note
n Ny ~

G = bar((AZ-, Oéz‘)1<z<n) et on a G = bar((Ai, oz,-)lgign) — Zai GA; = 0.

1=1
n

7} . . . .,
En posant B; = ———, on obtient 5 B; =1 et on dit que.les coefficients sont normalisés.
, i=1
E Q;

En particulier, si tous les coefficients sont égauzalors le point G dans ce cas est appelé
isobarycentre des points pondérés (A;, a;)1<i<n. End autres termes, on dit que G est

Uisobarycentre de la famille de points pondérés (A;;1)1<j<n en vertu de la normalisation.

Exemple 1.5
1. Soit G le barycentre d’un systéme ((A, a), (B,B)), ot a+ B # 0. On peut donc écrire le

1
point G = 5 (aA+ 53). Puisqu’il s’agit d’une écriture vectorielle, on obtient ['identité
o

(a4 )G = aA+ BB, et on en déduit immédiatement déux formulations équivalentes, a

SQUOIT :
_a+p I6; ) _afp « ,
A= ” G aB (siaw#0) et Bg= 5 G BA (si p#0)
qui permettent d’exprimer cette fois A (resp. B) eomme barycentre de G et B (resp. de G
et A).

2. Soit A, B € &, la droite passant par A et B est
9:{]\/[6@@; ;17\_)/[:04@, aER}:{Meé’;M:A—%m@, aER}

AM = aAB % (1— a)MA+aMB =0 (1.4.1)
Ainsi M =/bar((A,1 - a), (B, a)).

3. Le squs espace affine engendré par-les points A et B souvent noté < A, B > est
<A B>={A+ 04@, aeR} ={G=rbar((A,1-a),(B,a))}
4.nLe sous espace affine engendré par les points A, B et C' souvent noté < A, B,C' > est
W B,C>={A+aAB + BAC, a,f € R} = {G = bar((A,1— o — B),(B,a),(C.5))}

Sia, p € 10,1] alors < A, B,C > est la plaque triangulaire de frontiére le triangle ABC'.

©FAST & IMSP / UAC
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5. Soit I le milieu de [AB] on a TA + TB =10. Ainsi I est barycentre de {(A,1),(B,1)}.

Proposition 1.29
Soit (A;, @;)icr un systéme de points pondérés d’un espace affine & avec Z a; #£ 0.
il
1. Siil existeig € I tel que gy, = 0, alors bar (A;, a;)ie;r = bar (A;, Q)ieI~4ig} - Far conséquent,

on peut toujours se ramener a une famille ot tous les poids sont non.nuls.

2. Commutativité : bar (A;, o, )icr = bar(As(), Qo(i))icr pour toute permutation’c de l'ensemble
I.

3. Homogénéité : bar (A;, Bay)ier = bar(A;, ;)ier pour tout f &K*. Par conséquent, quitte a
diviser chaque o; par Z «;, on peut toujours se ramener_a.un systeme ou Z a; = 1. On

iel iel
pourra ainsi écrire bar (A;, ;)ier = E a; A;.
iel
E BaiA; g iA; E a;A;
‘ . el B el icl . .
En effet, il suffit d’écrire : e = = = =2 , puisqu’en utilisant cette
E Ba; p g Q4 E Q5
iel iel iel

notation on raisonne dans un espace vectoriel (un veetorialisé de & ).

P
4. Associativité : Soit I = U I, est une partition de I. On suppose que, pour tout k =
k=1
1,2,---,p, le scalaire pp = ZO"' est non nul, et on note Gy = bar (A, ;)ier, . Alors
i€l
bar(A;, a;)ier = bar(Gy, ) 1<k<p- Par conséquent, la construetion d’un barycentre de m > 2
points peut se ramener, par étapes successives, a m —-Ameconstructions de barycentres de 2

points.

En effet, la notation vectoriel introduite permet d’écrires:

» Z oziAi

p o SR/ P
> Gy ; ; ke D) A
b=

i€l o k=1 iel}

- = - =— , (1.4.2)
D T PIPILE
k=1 k=1 k=1 i€,
Exemple 1.6
A+ B A+ B
17 Le milieu I' d’un bipoint (A, B) peut se noter I = % (homogénéité). Comme I = —g
(commutativité), I est aussi milieu de (B, A).
B+C C+A A+ B
2. Soit, ABC un triangle non aplati. Posons A" = i , B' = L, C' = i . Alors

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit

2 2
(AA"), (BB') et (CC") sont des droites distinctes, appelées médianes du triangle ABC. Ce
sont bien des droites, car si par exemple A = A', cela signifie que A € (BC'), ce qui est
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impossible. De méme, si par exemple (AA") = (BB'), alors en particulier A’ € (BC") aussi,

cela donnerait A’ = B et donc B = C, contradiction.
. . A+B+C " . .
Soit maintenant G = —————— le centre de gravité du triangle ABC'. En utilisant la

propriété d’associativité, on trouve

1. 2B+C 1, 2
= A4S = A+ A
G=34T37 3773

AG
AA

1 2— S
On en déduit que G € (AA’) et que gCTZH— gGA’ =0, c’est-a-dife

calculs similaires, on obtient finalement les identités suivantes :

= 3 Avec d’autres

AG  BG .CG 2

AA (BBY ‘CC 3
A B A C'

3 .
Soient maintenant A, B, C' trois points quelconques dexEy et soit G = A — 2B + 2C. Pour

déterminer GG, on écrit naturellement

GA—2GB+2GC =0 <= GA+2BC =0
e AC =2BC

<— G:A+ﬂﬁ.

(AA) N (BB) N (CC) = {G},

AA + BB +0C' =0 G =

Autrement dit, on a A —2B +2C = A+ QB?. Puisque C — B = B?, on voudrait pouvoir
écrire directement A —2B +2C = A+2C —2B=A+2(€ — B)=A+ 2BC.

1.4.2 Coordonnées barycentriques

En général, quand on parle de < base > on parle de systemes’de coordonnées associées a cette
< base > (penser aux reperes cartésiens). Les reperes affines ont, eux aussi un systéme de coor-
données privilégié, les coordonnées barycentriques. (Grage aux barycentres, nous allons introduire
un autre systeme de repérage que celui des coordennges cartésiennes.

Proposition 1.30
Soit {Ag, -, Ay} un systéme affinement, libre "de &. Si bar(A;, a;)o<i<p = bar(Ai, Bi)o<i<ps
alors il existe X € K* tel que oy = A\B; pour toutd' € {0,1,--- p}.

Observons qu’il s’agit la d’'une forme de téciproque de la propriété d’homogénéité des barycentres,
mais qu’elle n’estrvalable que pour une famille libre.
Preuve.

p p p p
Posons v = Z a; et I' = Z B;. Par hypothese A et I' sont non nuls et ; %Ai = ; %Ai.

1=0 i=0

p p
a. .
Dansile vectorialisé &y,, cette relation devient Z XZAi = Z %Ai. Mais comme dans &y, la
i=1 i=1
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—
famille de vecteurs {4, }o<i<p est libre (car {ApA; }1<i<p est libre dans E par hypothése), on doit
Q;

i A
P ST ie. a; = \B; avec \ = T € K*. En outre,

avoir Vi € 1,2,3---

p
ap=A=) a=A- AZ@ A= MT = Bo) = Ao,
=1

si bien que la relation a; = Af; est valide pour tout i € {1,2,3,--- ,p}. W

Corollaire 1.31
Soit (A;)o<i<p un repére affine de &. Alors pour tout point M & & Nl existe une famille de

scalaires (o;)o<i<p, unique a une constante multiplicative pres, telle queM ‘= bar(A;, a;)1<i<p- En
n

particulier, si [’on impose Z&i =1, la famille (a;)o<i<p est unique, On dit que les o; sont les
i=0
coordonnées barycentriques de M dans le repére affine (A;)oki<p-

Preuve.

Puisque (A4;)o<i<p est une base affine, c’est une famille génératice dans &. Tout M € & s’écrit
M = bar(A;, a;)o<icp- Comme (A;)o<icp est aussi une famille libre, les a; sont définis a un (méme)
scalaire pres par la proposition précédente.

Si en outre on normalise la masse totale des barycentres considérés, alors A = 1 dans I’énoncé
de cette proposition, d’ou 'unicité des «;. "

Remarque 1.32
1. Dans certains ouvrages, les scalaires de la définition sont appelés.coordonnées barycentriques
normalisées (par la condition 2”: a; =1).
i=0
2. Attention, en dimension n, tout point posséde n +4l coordonnées barycentriques.
3. Par définition, si (A;)o<i<p est un repére affine de F “alors les coordonnées barycentriques
de point A; sont données par le vecteur *(0,---,0{/1,0,---,0), ot le 1 figure d la (i+1)-iéme

ligne.

Pour finir ce paragraphe, expliquons le passage durepérage barycentrique au repérage cartésien

(et vice versa).

Proposition 1.33
On suppese que & est de dimension n.
1. StR =(Ai)o<i<n est un repeére affine de &, alors S = (Ag, (AOA )1<Z<n) est un repere
cartésien de &

Si'M a pour coordonnées barycentrique (o;)o<i<n dans R, alors M aura pour coordonnées

cartésiennes (\;)1<i<n dans S. Il suffit donc d’< oublier > la premiére coordonnée.
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2. Réciproquement, si S = (O; (é;)lgign) est un repere cartésien de E, alors
R=(0,0+¢€1,---,0+¢,) est un repere affine de &.

Si M a pour coordonnées cartésiennes (\;)1<i<n dans S, alors M aura pour coordonnées
NN
n

barycentriques (Ai)o<i<n dans R, ot Ao =1— > ;.
i=1

Preuve.

n
1. Si M a pour coordonnées barycentriques (\;)o<i<n dans R, alors M.= >} \;A; dans tout

i=0
vectorialisé de E (car > A; = 1). En particulier on a M = YT \;Apdans Fy,, ce qui se
i=0 i=1
—> n H
traduite précisément par AgM = > \;AgA;
=1
__+ n,
2. Réciproquement, si AOM Z N AgA; alors AOM > )\,AOAZ, ou l'on a posé \g = 1 —
=0

Z Ai. Autrement dit, M = bar(A4;, \i)o<i<n

i=1

Remarque 1.34

1. Au vu des derniers résultats importants (caractérisation’des sous-espaces et des morphismes,
coordonnées) il apparait clairement que la notion de barycentre joue en géométrie affine le

meme role que la notion de combinaison linéaire en géométrie vectorielle.
2. On peut bien sur parler d’équations barycentriques pour les sous-espaces affines, c’est-a-

dire d’équations traduites en coordonnées barycentriques.s Nous en verrons un aper¢u en
Ezxercice.

Exemple 1.7
Soient ABC' un triangle non aplati et M = bar{(A, ~“1(B,2), (C, 1)}
1. Justifier que M € Aff (A, B,C).
2. Donner les coordonnées cartésiennes de M dansile repére (B, BA, B?)
3. On considere sur ABC' le repére (A,z@,z@). En déduire les coordonnées barycentriques

de M dans le repere affine associé a ce repere cartésien.

Lemme 1.35
Une partie mon vide F d’un espace affine ér est un sous-espace affine si et seulement si le
F

barycentre (s’il egiste) d'une quelconqué famille de points pondérés de appartient a % .

Preuve.
Supposons que .Z soit un sous-espace affine de &, et soit A € F. Soit (A;, ;); une famille de
2 i
pointsipondédés de F | avec > a; # 0. Alors G = comme combinaison linéaire d’éléments

o

de .# /dans &4. Mais .% 4 est un sous-espace Vectoriel de &4, donc G € F
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Réciproquement, soit A € .%, montrons que %, est un sous-espace vectoriel de &4.'Si M,
N € .F et a, u € K, la combinaison linéaire aM + uN existe dans &4. L’astuce consiste anécrire
aM +uN =(1—a—pu)A+aM + uN (car A est le vecteur nul de &4), si bien queaM + pN'est
barycentre de points de .%, donc reste dans .% par hypothese. "

Théoreme 1.36
Soit A une partie non vide dun espace affine &. Alors Aff (A) est l'ensemble \des barycentres

des familles de points pondérés (A;, a;); ot pour tout i A; € A | i.e.

Aff (A) = {Z%’Az‘§ Zai: 1etA; EA}.

Preuve.

Soit M un barycentre de points de A. Alors M est en particulier barycentre de points de
Aff (A), donc reste dans Aff (A).

Réciproquement, soit M € Aff (A). Fixant A € A, on'sait que AM € Vect{ﬁ, P e A}
Dans le vectorialisé & ceci se traduit par le fait que M est une combinaison linéaire Z a; Py de
points de A. Ce qui donne alors M = (1 — Z ozi) A+Z «; B, c’est-a-dire que M est barycentre
de points de A. "

Définition 1.37
Soit & un espace affine et (A;, ;)ier une famille de points pondérés de &. On appelle fonction
scalaire de Leibniz l’application souvent notée et définie par :
p: & — R
M Z o MLAZ.
iel

Proposition 1.38

1. Si Zai # 0 alors pour tout M on a p(M) = (Z ai) MG?+¢(G) ou G est le barycentre

el el

de (A, @i)ier-
2. 51 Z o, =0 et v = Z a;A; # 0 alord pourstout couple de points (M, My) dans & X & on

i€l i€l

a : (M) =Ap(Mo) +2M My -

1.4.3 Convexité

Soit/ A et B deux éléments d’un espace affine &. On appelle segment d’extrémités A et B, et on
note [AB] Penisemble des barycentres de (A, a) et (B, ) avec « et 3 tous positifs ; en particulier

[AB] = {7A+ (1-7)B; ye [0,1}}.
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Définition 1.39

1. Une partie F d’un espace affine & est convexe si pour tous A, B € F le segment [AB] est

contenu dans F .

2. Soit F une partie non vide d’un espace affine &. On appelle enveloppe convexe dei7 le plus
petit convexe de & contenant % . C’est lintersection de tous les convereside & contenant
F, et aussi 'ensemble de tous les barycentres de points de % affectés de . coefficients tous

positifs.

Exemple 1.8
1. Tout sous-espace affine d’un espace affine (en particulier l’éspace lui-méme) est conveze.

2. Un segment, une demi-droite (ouverte ou fermée) sont/convezes (sz' A est un point d’un
espace affine & et 4 un vecteur non nul de E, on appelle'demi-droite fermée (resp. ouverte)
d’origine A et de vecteur directeur @ 'ensemble {M €,; AM = at,a > 0} (resp. {M €

— .
&AM = ail, o > 0} )).

3. Une fonction réelle f définie sur un intervalle I de R est conveze si et seulement si son
épigraphe est convexe (on appelle épigraphe de fUensemble {(I,y) el xR,y> f(x)} des
points situés au-dessus du graphe de f).

4. L’enveloppe convexe de deux points A et B est le segment [AB]; 'enveloppe convezxe de 3

points A, B et C' du plan est le triangle plein ABC'.

Proposition 1.40
Une partie F d’un espace affine & est convexe si et seulement. si tout barycentre de points de
F affectés de coefficients positifs est dans F .

1.4.3.1 Demi-espace — Régionnement

[’exemple des demi-droites n’est qu’un cas particulier'd’ un exemple fondamental de convexes :
les demi-espaces. Si & est un espace affine de dimensiom\n et 7 un hyperplan affine, JZ sépare
I’espace en deux.

Proposition 1.41

Soit & un espace affine et 7 un hyperplan affine de &. La relation R définie par <« A R B si
et seulement si[AB| N = 0 > est unedrelationsd’équivalence sur le complémentaire & ~ F de
JC dans & qui'partage & \ F en exactement deur classes.

Ces classesysont appelés demi-espaces ouverts délimités par 7. Les demi-espaces fermés sont
obtenus en prenant leurs réunions avec 7. Si deux points A et B sont en relation par R, on dit
que Alet, B sont du méme coté de .

Définition 1.42
On appelle polyedre convexe toute partie bornée mnon vide d’un espace affine qui peut s’écrire

comine intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés.
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Dans le plan, on retrouve la notion usuelle de polygone convexe plein. Dans 1’espace de dimension
3, un polyedre est un solide convexe d’intérieur non vide (s'il n’est pas contenu damS™an plan).
On remarque que cette définition exclut le cas des diedres ou des triedres, qui sont intersection de

deux ou trois demi-espaces fermés mais ne sont pas bornés.

Proposition 1.43
Une partie d’un espace affine & est un polyédre convexe si et seulement sielle est I’enveloppe
convexe d’un nombre fini de points de & .

Il résulte immédiatement de la définition que toute intersection dam polyedre convexe et d'un
sous-espace affine est vide ou est un polyedre convexe (un sous-espace affine peut s’écrire comme
intersection d’un nombre fini d’hyperplans affines et un hyperplan affine est l'intersection des
deux demi-espaces fermés qu’il limite). De méme toute intersection d’'un nombre fini de polyedres
convexes est vide ou est un polyedre convexe.

Un exemple de polyedre convexe en dimension quelcongug’ est le n-simplexe

An:{(x07-.~, Rn+1. le—]_ J/‘Z>O pOHrtOuti:Oj...)rn/}‘

n

(A, est une partie de R™™ mais il est inclus dans I'hyperplan d’équation sz =1, si bien que
i=0

sa dimension intrinseque est n.)

Théoréme 1.44 (Structure des polyédres convezes)

Pour tout polyedre convezxe d’intérieur non vide P de l'espacende dimension 3, il existe une
écriture minimale (au sens du nombre de termes) P = Pf=de P.comme intersection de demi-
espaces fermés. Cette écriture est unique a [’ordre presnl intersection de P avec chacun des plans
P; est un polygone convexe plein d’intérieur non vide,dans P-Ces polygones sont appelés faces
du polyéedre. Les cotés de ces polygones sont appelés arétes. du polyéedre et leurs sommets sommets
du polyedre.

Théoréme 1.45 (Formule d’Euler)
Pour tout polyédre convexe P de l’espace,de dimension 3, on a :

s—as'f=2
ou s est le mambre=de sommets, a le nombre \d’arétes et f le nombre de faces de P.

Un tétraedre'possede 4 sommets, 4 faces et 6 arétes. Ses faces sont des triangles. Si ces triangles
sont tousiéquilatéraux, le tétraedre est dit régulier. Un tétraedre est donc régulier si et seulement
si toutes ses arétes ont méme longueur (cette définition, comme d’autres qui suivront, suppose

’espace affine muni d’une structure euclidienne).
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(a) Prisme (b) Pyramide

(c) Parallélépipede

Définition 1.46
Soit (O, e, éy,€3) un repére cartésien (non|nécessairement orthonormé) de l'espace. On ap-
pelle parallélépipede (plein) construit sur ce repére 'ensemble des points de l’espace dont les trois

coordonnées dans.ce repére appartiennent,toutes a l'intervalle [0, 1].

Un parallélépipede /a 8 sommets, 6 faces et, 12 arétes. Ses faces sont des parallélogrammes. Les
sommets du parallélépipede construit surun repere cartésien sont les points de coordonnées toutes
égales a 0 ou 1 dans ce repere, ses faces sont portées par les plans d’équations x =0, z =1,y =0,
yi= 1/2= 0, 2= 1. Un parallélépipede dont les faces sont des rectangles est appelé parallélépipede
rectangle.

Un cube est un parallélépipede dont les faces sont des carrés.

Une pyramide est I’enveloppe convexe d'un polygone plan convexe non aplati, appelé base de la
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pyramide, et d'un point S (le sommet de la pyramide) n’appartenant pas au plan de ce polygone.
Une pyramide dont la base a n sommets a n + 1 faces, 2n arétes et n 4+ 1 sommets. Un tétzaedre
est une pyramide ayant pour base un triangle. Une pyramide réguliere est une pyramide dont la
base est un polygone régulier convexe et dont le sommet appartient a la droite perpendiculaire a
la base menée par le centre de ce polygone.

Un prisme est 'enveloppe convexe de deux polygones plans convexes, appélés bases du prisme,
déduits I'un de 'autre par une translation de vecteur n’appartenant pas a la direction commune de
leurs plans. Le prisme est dit droit si le vecteur de la translation est orthogonal aux plans des bases.
Un prisme dont les bases ont chacune n sommets a n + 2 faces, 3n arétes et 2n sommets. Toutes
les faces d’un prisme autres que les bases sont des parallélogrammes. Si le/prisme est droit, ces

faces sont des rectangles. Un parallélépipede est un prisme ayant-pour hase un parallélogramme.

1.5 Applications affines

En mathématiques, il est de coutume de s’intéresser.aux applications qui préservent une cer-
taine structure donnée. Ainsi dans ce cadre ol nous aviens intreduit ce qu’est la structure d'espace
affine, il apparait donc naturelle de catégoriser les applications qui en préserve.

Définition 1.47

Soient & et F deux espaces affines de directions respectives E et F'. Une applzcatzon f:&—
F est dite application affine ou morphisme affine s’il existe une application f définie de B — F
telle que

- >

VM Nes  FODFN) = FOM).
L application f est appelée [’application linéaire associée a f. Flle est unique et est dite partie
linéaire de f.
Propriétés 1.48
Soit f: & — .F une application affine d’application linéaire associée f
1. On a
VNe& VU eE, A(NEI)=f(N)+ f(d).

En effet ces deux formules sont équivalentes/: soient M, N € & ;

—

FO) (NS = FOMN) <20 f(N) — F(M) = F(MN) =
& Jln =) + + F(NM
— f(N+NM) f(N)+

27 L’image (directe) par f d’un sous-espace de & est un sous-espace de F .

Enveffet, soit & un sous-espace de & de direction E'. Soit A € &' donc & = A+ E'. Soit

Meé&'. Ona
FODFAS = F(IA) — f(M) = f(A) + f(AM)
= [(&) = f(A)+ [(E)

Introduction a la géométrie affine ©FAST & IMSP / UAC

Notes de cours



rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit

Applications affines 26

—

Ainsi Uimage f(&') de & par f est un espace affine de direction f(E'). En particulier
Imf = f(&) est un sous-espace de F .

3. L’image reciproque par f d’un sous-espace affine de ¥ est soit vide soit um. sous-espace
affine de &

En effet, soit F' un sous-espace de F de direction F'. Supposons que f3l(F') est non

vide. On a
Ae f[TYTF) < f(A) e F .
= f(A)f(M; £ f(AM) e F'
Me f[YF) <= f(M) e F
URY; 1/ 7
< AM e/fT (F')
— M &A% fTNF)
(1.5.1)
Par suite, f~(F') est un sous-espace affine de F de direttion f~1(F').
4. L’application f préserve les barycentres i.e si G = bar{(Ai, ai)1<i<n} alors

1(6) = bar{ (F(A2), ) ., }
En effet

G:bar{(Ai,ai)lgign} — ZO@G i

g
8
=
2
=
=
I
==t

s
—
@
S~—
I
o>
L
3
~
—~~
s
—
}
N~—
8
N—
-
A
N
S
—

Proposition 1.49
Soient & et F deux espaces affines. Une application’ f i & — F est affine si et seulement st,
pour tout A € E, f est linéaire de &4 dans Fya).

Preuve.

Supposons que f: & — .Z est une application affine d’application linéaire f et montrons que
pour tout A € &/ : &4 — Fy(a) est lindaire.

Soit av €/K'et M, et N deux éléments de &. Montrons que pour tout A € & ona: f(a-a M+4
N) o fand (M) +pay f(N).

On a

FlaM + N)= f(A+aAM + AN) = = f(aAM + AN)

(1.5.2)
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Proposition 1.50

Toute application qui conserve le barycentre est une application affine.

Preuve.
Soit f: & — % une application. Supposons que f préserve le barycentre et montrons que f
est affine. Soit G = bar{(4, «), (B,1 —«a)}.

G =bar{(4,a),(B,1 —a)} <= YO € & 00 = aOA +/1 o)OB (1.5.3)

Posons G’ = f(G) = bar{(f(A),a), (f(B), 1— a)}, O’ = f(O) puis péur,tout M € &, go(()—]\>4) =
O'M' = fO)f(M 5 Montrons que ¢ ainsi définie est une application linéaire.

—
O'G = @(O?) = 90(040—}1 + (1 - 04)0?)
— —
= a0O'A+(1-a)0'B
= OZ(,D(O—1>4) + (1 - a)go(()?) par définition de .
En particulier pour O = B, QO(OJB—1>4) = agO(B—z>4). Donc
VieFE, olat)=oap(u) (1.5.4)

|
Soitd,17€Etelsqueﬁ:OAet17:O?eta:l.Ona

Or p(au) = ap(u). Donc

(i + 0) = (i) + o(V); (1.5.5)

De (1.5.4) et (1.5.5) est donc linéaire. Par conséquent™f est une application affine dont I'endomor-

phisme associé est . s

Proposition,1.51
Soit f wne application affine. Alors f est’injective (resp. surjective, bijective) si et seulement
st f [’est.

Preuve.
Exercice. "
Deicette proposition et de I'analogie vectoriel on déduit immédiatement :
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Corollaire 1.52
Soit f une application affine entre deux espaces affines de méme dimension. Alors les assertions

sutvantes sont équivalentes :

1.
2.
3.

f est injective ;
f est surjective ;

f est bijective.

Définition 1.53

1.
2.

Une application affine de & dans & s’appelle un endomorphisme affine de &.

Une application affine bijective s’appelle un isomorphisme_affine (ou encore, une transfor-

mation affine).

Deuzx espaces affines & et F sont dits isomorphes s ilwexisteun isomorphisme affine de &

sur F (ils sont alors de méme dimension).

Un endomorphisme affine bijectif s’appelle un automorphisme affine ou une transformation

affine.

Proposition 1.54

Soient f : & — F et g : F — 4 deux applications affines d’applications linéaires respectives

f et g. Alors go f : & — 9 est une application affine d’application linéaire § o f

Preuve.
Soit M et N € & on a:

Notation

Soient & et .# deux espaces affines de direction respective E et F. On note

1.

A(&, F) 'ensemble des applications ,affines de & dans .# | c’est 'analogue de L(FE, F)
ensemble des applications linéaires de 'E dans F' (qui soutendent les applications affines de
& dans Z )/

. A(&)= A(&]&) l'ensemble dés‘endomorphismes affines de & ; c’est 'analogue de L(E)

ensemble dées endomorphismes de E';

. /GA(&) Vensemble des automorphismes (endomorphismes bijectifs) affines de & ; ¢’est ’ana-

logue.de GL(FE) ensemble des automorphismes de E ; observer que muni de la composition
des,morphismes (GA(é" ), o) est un groupe.
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Proposition 1.55
L’application L : f € GA(&) — f € GL(E) est un homomorphisme surjectif ‘du, groupe
affine GA(&) dans le groupe linéaire GL(E) (groupe des applications linéaires bijectives de E

dans lui-méme). Son noyau est le sous-groupe des translations de & : T(&).

Le groupe affine GA(&) opere sur & par l'application (f, P) € GA(&) x.& ==>17f(P) € &.
Rappelons qu’on appelle alors stabilisateur d 7un point O de & le sous-groupe noté Stab(O) de
GA(&) constitué des transformations affines f laissant fixe le point O :

Stab(0) = {f € GA(E) : f(O) = 0}.

Proposition 1.56 Pour tout point O de &, la restriction de [ application f —> fd Stab(O) est

un isomorphisme de Stab(O) sur le groupe linéaire GL(E).

Définition 1.57
Soit f un endomorphisme linéaire de E. On appelle vecteur.invariant de f tout vecteur i de

qui vérifie f( i) = u. L’ensemble des vecteurs invariants de f est noté Inv (f)

Observer que f(@i) = i <= (f — idg) (@ ) 0 traduit quel# eét un vecteur propre de f associé &
la valeur propre 1. Ainsi Inv (f ) = ker(f —idg) est le sous-espace propre de E associé a la valeur

propre 1.

Proposition 1.58
Soient & un espace affine et f € A(&). On appelle ensemblede points invariants (fixes) par f
lensemble noté Inv (f) défini par

Inv (f)={M e & : fM)=M}.
Proposition 1.59
Soit f € A(&) dont la partie linéaire est f.
1. Soit P € &. Alors Inv (f) # 0 si et seulement si Pf(P; e Im(f —idg).
2. St Inv (f) £ 0, Inv (f) est un sous espace affine de & de direction Inv ( 3

Preuve.

1. Fixons P.€ & et soit M € &, alors

f(P) = F(M) + F(MPY < P+Pf(P)= f(M)+ f(MP)
= Pf(P)=Pf(M 5+f<MP>.

Par Stite, M € Inv (f) <= Pf(P} = PM + f(MP) = J(MP) — MP = (f — idg)(MP).
Ainsi Inv (f) est non vide si et seulement s’il existe au moins @ € E tel que
Pf(P; — (f—idg)(@). Par conséquent Inv (f) # 0 si et seulement si Pf(P; e Im(f—idp).
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2. Supposons Inv(f) # 0. Fixons P € Inv (f) et soit M € &. D’apres le calcul effectuéien 1.,
M € Inv (f) si et seulement si (f—sz)(]\A/[ﬁ) — 0 (puisque f(P) = P), donc si et seulement

si PM € ker(f —idg) = Inv (f). On en déduit que Inv (f) = P + Inv(f), clest-a-dire que
Inv (f) est un sous-espace affine de & de direction Inv (f).

Corollaire 1.60
Soit f € A(&). Alors f posséde un point fire et un seul si et seulementysi Inv (f) = {0}.

Observons que pour utiliser la partie indirecte de ce corollaire, il n’est pas nécessaire de montrer
d’abord que Inv (f) # () d’ott son grand intérét.
Preuve.

La partie directe de ’assertion résulte directement du 2. de la proposition précédente. Réciproquement,

si Inv ( f) = {6}, alors f — idp est injective, donc surjective (¢’est un endomorphisme de E, es-
pace de dimension finie) et donc I'm(f — id) = E. Par ¢onséquent, le point 1. de la proposition
précédente implique que Inv (f) est non vide, et le point 2. dit que c¢’est un sous-espace de direction

Inv (f) = {0}, ¢’est-a-dire un singleton. "

Remarque 1.61
Si f € GA(&) alors Inv (f~1) = Inv (f).

Proposition 1.62

Soient & et . deux espaces affines de direction respectives E etF', ¢ : E — F une application
linéaire et (A, B) € & x.%. Alors f : M — B—I—@D(m) est l'unique.application affine de & dans
F telle que f(A) = B et dont la partie linéaire f: 1.

Autrement dit, une application affine est enticrement déterminée par la donnée de sa partie
linéaire et de l'image d’un point (quelconque).

Preuve.
Il est clair que application f ainsi définie vérifie f(A) = B. D’autre part, pour tous M, N € &,

on a :
N

FODF(N) = F(N) = F(M) = (B + p(ANf ) (B w(AM)) = o

ce qui prouve que/f est affine de partie Jinéaire f = 1.

+ MA) = w(MN),

=

Supposonsumaintenant qu’il existe une autre application affine g possédant les mémes pro-
priétés. Pour tout’'M € F,

(M) = g(A+ AM) = g(A) + §(AM) = B+ ¢(AM) = (M),

si bien que'g = f. "
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Théoreme 1.63
Soient & un esapce affine de dimension finie et .F un espace affine. Soit (A;)o<i<n un repére

affine de &, et soit (B;)o<i<n une famille quelconque de points de .F . Alors il existe une unique
f e A&, F) telle que f(A;) = B; pour tout i. En outre,

1. f est injective si et seulement si (B;)o<i<n €st libre dans F ;
2. f est surjective si et seulement si (B;)o<i<n €St génératrice de F

3. f est bijective si et seulement si (B;)o<i<n €St un repére affine de . F .

On retiendra donc qu'une application affine est entierement déterminée par la donnée d’un repere

(cartésien ou affine) et de son image, exactement comme dans le casyvectoriel.

Théoreme 1.64

Soient & et F deux espaces affines de dimensions respectives m/ et n. Soient R = (O; B) et
S = (P; C) deux repéres cartésiens, respectivement de & ét F .

Pour tout M € & notons Xy € M 1(K) la matrice colonne des coordonnées de M dans R ;
pour tout N € .F notons Y € M, 1(K) la matrice colonne des coordonnées de N dans S et soit

f: & — F une application.

1. Supposons que f est affine et notons A = Matg’c(ﬂ € My m(K). Alors
\V/MGE YfM) AXM—‘r-Yf()

Cette écriture s’appelle la représentation matricielle (on dit aussi expression analy-
tique) de f relativement auz repéres R et S. Concretement, elle se traduit par une expres-

ston du type :

Y= anrTy + ... A @G,  + b
Yo = aux1 + ... P aomTh + bo
L Yn = Gp11 + M & mTm + bn

2. Réciproquement, supposons qu’il existe des. matrices A € M, ,(K) et B € M,1(K) telles
que Y= AXy + B pour tout M &,&, alors f est affine et I'écriture précédente n'est
autre que sa représentation matricielle relativement aux repéres R et S (en particulier, A
et B sont uniques).

Preuve.

1./ esticlair, puisque X, est formé des composantes de OM dans B, Yy — Yy(0) est formé des
composantes de P f(M j Pf(O) = f(O)f(Mj dans C et puisqu’on a f(O)f(M) = f(OM).
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2. Comme nous I'avons rappelé, la donnée de A, B, C détermine une unique ¢ € L(E,F) telle
que A = Matgc(1)). On a par ailleurs, pour tous M, N € & :

Yiovy — Yy =AXNy+B—-(AXy+B)=A (Xy —Xn) 7
! A e P ——
composantes de f(M)f(NS dans C composanteside ]\/[—le dans B

—
d’ou f(M)f(N) = Y(MN) pour tous M, N € &. Par suite, f est affine de partie linéaire o,
et comme Yyo) = AXo + B = B, I'écriture Yy = AX) + B est bien Ja représentation
matricielle de f.

Définition 1.65 (Barycentre d’applications affines)
Soient & et F deux espaces affines. Soient f, g € A(&, ). On, appelle barycentre des appli-
cations - pondérées - (f, ) et (g, ) l'application af + Bg ot ahet' B sont des scalaires satisfaisant

a+3#0.

Grace a la normalisation des coefficients, on peut écrire &« + 3 = 1 et donc poser f =1 — a ou

vice-versa.

Lemme 1.66

Soient « € K et f, g € A(&,F). Le barycentre a des applications (f,«) et (g,1—a) qui a tout
M € & associe a(M) = af (M) + (1 — a)g(M) est une application affine dont la partie linéaire
est af + (1 —a)g.

Preuve.
Soit M, N € &.On a :

a(M)a(N) = (af(M)+(1—a)g(M))(af(N)+
= af(N)+ (1 -a)g(N)— (af (M) + (1 —a)g(M)) grace a I'écriture barycentrique
= a(f(N) = f(M)) + (1 —a)(9(N) £ g(M))
= af(M)f(N)+ (1 —a)g(M)g(N
— —> =
— af(MN) + (1 - a)F(MN)
g —
= (af+(1-a)7)(MN)
e
=La(MN).
II faut comprendre qu’en général, une combinaison linéaire d’applications affines (af + 5g)
n'est/pasigénéralement définie. La particularité ici (o + f = 1) est qu’il s’agit d’un barycentre
d’applications affines contrairement & une combinaison linéaire d’applications linéaires (puisqu’un
ensemble d’applications linéaires est un espace vectoriel).
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1.5.1 Quelques applications affines remarquables

Dans toute cette section .# et ¥ sont deux sous-espace affines supplémentaires/de direction
respectives I’ et G dans un espace affine & de direction F.

Définition 1.67 (Translation)
Soit u € E. On appelle translation de vecteur
U application notée tz : & — & définie par

— .
tas(M)=M' <— MM =u
— M=M+d
tz est une application affine de partie linéaire

idg et Inu(tg) =0 si @ # 0 sinon Inu(ty) = &
et t5 = ng

Définition 1.68 (Homothétie)

Soient Q € & et k € K~ {0}. On appelle
homothétie de centre Q) et de rapport k [’appli-
cation notée hqy : & — & définie par

— —
hop(M) =M — QM' =kEQM g
hayr est une application affine de partie
linéaire hy et Inv (hay) = {Q} sik # 1; si-
non Inv (hg1) = & et hg1 = idg.
Définition 1.69 (Projection)
On appelle projection sur % suivant 4 ’application
p: & — & M

M — M =p(M)

telle que pour tout M € &, p(p(M)) = p(M) e
p’i=pop=np.

Le sous-espace. ¢4 ‘est apellé direction de la
projectionsp et %-la base de la projection p

La projection p est une application affine de partie
lin€aireda projection vectorielle p’ sur F' parallélement
a GoOn aypar ailleurs Inv (p) = F#, Inv (p) = F,
. {W; Meé&, p(M)=M}.

Définition 1.70 (Symétrie)
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a

On appelle symétrie de base .F suivant & [’ap-

plication

s: & — &
M — M =s(M) M

telle que pour tout M € &, Ms(Mi € G et le mi-
liew I = bar ((M,1),(s(M),1)) € F du segment
(M, s(M)]. On a s(M) = M' <= s(M') = M
Ainsi s(M) = M' = s(s(M)) = M i.e s* :=

s08=1dg.
La symétrie s est une application affine ca-
S o , , M= s(M)
ractérisée par sa base et sa direction. On dit aussi
que s est une involution en vertue de s> = idg.
Proposition 1.71 (Lien entre projection et symétrie)
Soient s la symétrie de base F suivant G et p la
projection sur # de suiwvant et M € &. On a :
> \ - M
p(M)M + p(M)s(M) =0 <~
o2p(MYM + Ms(M) =0 <~
s(M) =2p(M)—-M

Ainsi § = 2F — idg. On a : GNF = {0} et
F={ueFE; pu)=u}={ueckFE; su)=u}
G={icE; pu)=0}={acE; 5u@)=—u} M7= (M)

Proposition 1.72
Soit p la projection de & sur % parallélement a9 et € K. Consérdons a = aidg + (1 — a)p.

—

1. a est un endomorphisme affine de & de pawtie linéaire @ = cidg + (1 — a)p.
1 1

2. Sia=0alorsa=p;sia#0 aorsa €GAE) et a™! = —ide + (1——) p.
o o

3. 8t o = Lralors a = idg ; si o # 1zalors Inv(a) = F et G = ker(d — aidg) (sous-espace
propre associé \a la valeur propre,a)et aussi G = {Ma(M), M € &}.
4. Pour tout M € &, a(M) = hyau(M); cette formule permet de faire la représentation
graphique { construction géométrique) du point a(M).
Laim F 0
da.Dansune base convenable de E, I’endomorphisme d admet pour matrice
0 algima

En particulier, on a : det @ = o9™C.
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Preuve.
1. Evident
2. Supposons que « # 0. Alors det @ # 0 donc @ € GL(FE) et a € GA(&). En ofitre, en posant

1 1
b= —ide + (1 — —) p, on vérifie aisément que boa =aob =ide .
o «

3. Supposons que « # 1. Alors ker(d — aidg) = ker ((1 —a)p ) = kerp = G."D’autre part,
Ma(M) = (1 — a) Mp(M} donc {Ma(Mﬁ, Me E} - {Mp } G. Enfin,

alM)=M <<= oM+ (1—a)p(M)=M
<— (1—a)p(M)=(1—-a)M dansun vectorialisé de
<~ pM)=M
< M e Inv(p) = F.

—_—
4. Il suffit d’écrire a(M) = aM + (1 — a)p(M) = p(M )+ ap(M)M = hyarya(M).
5. Il suffit de prendre pour base de E la réunion/dune base quelconque de F' et d’une base
quelconque de G.

Définition 1.73 (Affinité)

Soient k € K et p la projection sur F suivant
&. On appelle affinité de rapport k, de base F#
suwant ¢ application notée Ay, : & — &
définie par

Ay p(M) =M < p(M)M' = kp(M)M.

Ay, est une application affine dont 'applica-

—

tion linéaire associée est Ay, = kidp+(1—k)p

M' = Ay, (M)
1.5¢2.1 /Tablean mnémonique
1.5.2° Quelques sous groupes de (GA(éa), o)
1. Seit T(&) = {tz, @ € E} 'ensemble des translations de &.

e
VMeSé&, ta(M) =M <= MM' =i<= M =M +14d
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a) Si @ =0 alors tz = ide et Inv (t5) = & mais si @ # 0 alors tz n’a pas de point fixe.
d

(b) Soient @, 7€ Eet M € &

tzotz(M) =tz(tz(M)) = tz(M + )

Ainsi tg @) tg = tg @) tﬁ' = tﬁ+ﬁ.

(c) Soit @ € E,on a (t;)' =1t_z

Par conséquent <T(<5"), o) est un sous-groupe de (GA((E’), o> : dlest le groupe des transla-

tions.

2. Soit Q € & et H(&) = {hqx, k € K} ensemble des hondothéties de centre Q et de rapport

k.
(a) Pour tout M € &, hq1 = idg
(b) Soit k, k' € K~ {0}

hay o ho (M) = hop(My) = M' <=

Ainsi hQ,k o hQ,k/ = hQ7kk/.

(c) Soit k € K~ {0} alors (hqx)™' = hg

1.
'k

!

|

—
=l =l
I I

=l

=l

=l
I
=]

Par conséquent (H(é”),o> est un sous-groupe de (GA(@@),0> : c’est le groupe des ho-

mothéties.

de centre (2 et de rapport k puis de vecteur .

Me &, ona:

étre une translation.

rdjeam® La photocopie non autorisée est un délit

tﬁOth(M):M <~ ta‘(Ml)

3. Soit HT'(&) = {th,tﬁ cueFE Qeé&, ke K} I’ensemble des homothéties-translations

(a) Soit t; la translation de vecteur @ et hg j; I’hemothétie de centre €2 et de rapport k. Soit

Ainsi si k # 1, 'application ¢z o hq admet un point fixe I' = Q + ﬁﬁ et ne peut donc
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Observons qu’un calcul intuitif donne pour tout M € &

M’—(Q+1ikﬁ)zk(M—(QJrlikﬁ)) = M’—Q—likﬁ:kM—kQ—lfkﬁ
= M -Q=kM —EkQ%i
= Swzk@\?/Jrﬁ
= W“Wi:kﬁha
< M =t;(M;) enposant m:km
= M =tgz(houpM)) =tz 0 hay)(M)

M — (Q+

Ainsi tzohqr(M) =M <= I'M"=kT'M. Par conséquenty si‘’k # 1 alors t; o hq est
I’homothétie de centre 2 + leﬁ et de rapport k

tiohaor = hoy A g

Si k=1 alors hg) = ids et tz o hagjp = tg.

Soit maintenant ¢z la translation de vecteur @ etshg ; I'homothétie de centre (2 et de
rapport k. Soit M € &, on a :

hQJg o tﬁ(M) =M <— hg,k(Ml) =M avec M; = tﬁ(M)

OM = kKON,
<
MM, — i

= (1—@@\7:@

Ainsi si k # 1, Papplication hq j otz admet un point fixe d = Q + ﬁﬁ et ne peut donc
étre une translation.

Observons qu’un calcul intuitif donne pour tout M &.&

k
1—k

k 2
— 5 W - o . o —
u)) M- Q& i = kM — kQ — —i
M —Q=kM —kQ + kit
o
OM' = QM + kil
—> \ 5
QM = kQM, + k(M M + @)
M' = hq (M) en posant My = t;(M)
M’ = hoi(tz(M)) = (haoy o tz)(M).

ﬁ):k(M—((Hl_k

19D

Ainsi’ hgpota(M) = M <= AM' = kAM. Par conséquent si k # 1 alors hqy otz est
Fhomothétie de centre €2 4 ﬁﬁ et de rapport k

hagota =hgy & gy

Si k=1 alors hg = ide et hqy oty = tg.
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(c¢) Considérons a présent deux homothéties hg, , et ha,, Soit M € &, on a :

thkl o hQ2’k2 (M) =M <= th,kl (Mg) =M avec Mz = h927k2(M>

QlM = ]{71 QlMg
<~ >
QQMQ = kg QQM
WM = ki QM,
A — —_— -
Qo + UMy = ko 25,
WM = kM,
<~ bV 2N —
ky Q11@2 = =k Qo8 + kiko Qo M

<~ QlM - _kl QQQl = ]{31]@2 QQM

= (kiky — k)M Qo+ (ky — 1)MQ; =0

Observons que kiky — k1 + k1 — 1 = kiky —1 = 0= k1ky = 1. Ainsi on discutera

suivant le cas ou M est barycentre de 2, et QoxI)’on;:

& si kiky = 1 alors hg, x, © ho,k, n’admet pas de’point fixe et ne peut étre une ho-
mothétie; elle est donc la translation de vecteur @ = (1 — ky)$282

hQ1,k1 o hﬂz,kg = t(1,k1)9291

En effet de la relation Ql—M>’ :_—/;:1 (TQ; + klﬂj}[ = —k; m + QQ—J\>4 on obtient
en remplacant kiky = 1 que MM’ = (1 — kq)Q28

& si kiko # 1 alors 'unique point Q = bar{(Ql,k’l — 1), (Qq, k1o — k:l)} solution de
(k1ko — kq) J\/f—>§22 + (k1 — 1)]\4—Ql> = 0 estiun point fixe de hqy ky © hay k,. Fixons un
point P € & alors

]{31<]. = k’g)—>

A=k 5 /8 P

O—p
ki 1~ Joiky

et un calcul intuitif analogue aux précédents montre que hg, x, ohq, k, est '’homothétie
de centre €2 et de rapport kiks

hg, k1 © hay ky = Nk ks

Par,conséquent, (HT(éa),o) est unsous groupe de (GA((?),o) : c’est le groupe des

homothéties-translations.

Uniendomorphisme affine n’a pas nécessairement des points fixes. Le résultat suivant démontre
cependant/que, sous certaines hypotheses, on peut isoler dans f une <« composante > qui en

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit
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Théoreme 1.74
Soit f € A(&) telle que Inv (f) = ker(f —idg) et Im(f —idg) soient supplémentairesdans E .
Il existe un unique couple (t,g) € T(&) x A(&) tel que f =tog=got et Inv (g)£ 0. En outre,

—

Inv (g) est un sous-espace de direction Inv(f) et t =tz avec @ € Inv (f).

Preuve.

1. Commencons par analyser la condition f = to g = g ot. Pour celay écrivons ¢t = t; avec

u € F, de sorte que
f=tgog=gota<=g=tgof=[foluw

Mais comme, pour tout ¢ € A(&) et tout @ € E, on sait queg otip= tza) oy, on en déduit :
f=tiog=gotla<=t gof=1l7 yof = f(ﬁ) =U<=ué€ Inv (f) :ker(f—idE).
2. Analysons maintenant la condition Inv (g) # ¢, pour g =t_z o f. Fixons M € E. Puisque

g= f ainsi

Inv (9) #0 — Mg(Mi € Im(§—fidg)
= (f(M)—d) - M'eIm(f —id)

s MM — i € m(f — idp)
— Mf(M;:ﬁ—i—ﬁ, avecﬁelm(f—idE).

3. D’apres ce qui précede, on a simultanément f = tzog = gty et Inv (g) # () si et seulement

si Mf(M) =i+ 0 avec @ € ker(f —idg) et 7 € Im(f — idg)sMais cette condition est bien
vérifiée puisque E = ker(f— idg) + Im(f — idg). Comme en fait cette somme est aussi
directe, on obtient au passage 'unicité du vecteur/a, donc de la translation ¢t = tz et de

Papplication ¢ = t_z o f. Enfin § = f, donc Iny (g) est-bien un sous-espace de direction
Inv(F) = Inv (f).

Définition 1.75
Lorsqu’elle existe, ’écriture f = t o g =,q. 0w/ fournie par le théoreme précédent s’appelle la
décomposition canonique de f.

On retiendra d’elle qu’elle est unique ethycommutative ; aussi que le vecteur de la translation
n’est pas anodin.
1.5.3 /1 Forme affine

Définition 1.76
Soit & un K-espace affine avec K muni de sa structure affine canonique. On appelle forme
affine'stur & toute application affine f : & — K.

Introduction a la géométrie affine
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Dans cette section nous présentons les grands théoremes de la géométrie affine. Ce sont les

théoremes de Désargues, Pappus, Thales, Gergonne, Céva et Ménélatis

2.1 Mesure algébrique

Soit Z une droite affine passant par A € & et dirigé par w.€ E. Si M, N € & alors il existe a,
B € K tels que
— —> —
AM = au et ANN= B

On a

avec NM =a — B =xy —xy.
Le scalaire x); — zy est appelé la mesure algébrique du segment [N M]. Elle ne dépend pas de
'origine choisie sur Z.

RP
Soit P, @ et R trois points de & avec R # (. Le rapport ﬁ ne dépend pas du repere choisi

sur 4.
RP
Si =5 = ° ou o € K\ {0}, on dit que le point R'divise lessegment [Q)P] dans le rapport .

Si o # 1 alors il existe un et un seul point divisant le-segment [QQP] dans le rapport .

Proposition 2.1
Soient P, Q) et R trois points distincts d’une droitewaffine 2 d’un espace affine & et f : & — &
une application affine de & dans un espace affine.&’. En posant P' = f(P), Q' = f(Q) et
R = f(R), on &~
1. P, @ et'R' appartiennent a 9" = f(D)
RP “RP

2. 51 R et R " alors =— = ——. On peut faire plusieurs autres permutations des
# @ # Q 0 WO peut faire p p

points sif est injective.
NB/Observer que les droites & et 2’ de la proposition ne sont pas nécessairement paralleles.

Définition 2.2
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Soient P, ), R et S quatre points distincts d’un espace affine &. On appelle birapport de ces

quatre points le rapport
RP
£Q
SP
5Q

On lappelle également le rapport anharmonique.

_RP 50
~ RQ SP

Si ce rapport est égal a —1, on dit que les quatre points P, (), R et S forment une division
harmonique

2.2 Les théorémes

Théoreme 2.3 (Thalés —625 ~ —524)

Soit (2), (2') et (2") trois droites
paralléles distinctes. Soit (A1), (As)
deuz droites non paralléles auzx trois
premieres. On désigne par M, N et P
les points d’intersection de (A1) avec
(2), (') et (2") respectivement puis
par M', N' et P' les points d’intersec-
tion de (Az) avec (2), (2') et (") res-

pectivement. Alors on a :

MN MN
MP MP

(2) (2') (2")

Preuve.

Soit p la projection sur (Aj) parallelement & (). On a

p(M) =M, fp(N)&EN' et pP)=1r"

— MP
Comme M, N'et P sont alignés alors il existe a € K tel que ]\‘/fﬁ = aMN i.e M = «. Par
ailléurs,
M’P>’— M Pj—HMF/’—* MN)=ap(MN) = M N;— M’N>’
= p(M)p(P) = p(MP) = plaMN) = ap(MN) = ap(M)p(N) = o
M'P’
d’ou V> 40 = . On en déduit 1’égalité des rapports. '
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Théoréme 2.4 (Réciproque de Thalés)

Théoréme 2.5 (Désarques)

Une variante du théoréme de Thales est

de supposer l’égalité des rapports

pour conclure que lespdroites (AC) et
(BE) sont parraléles. Cette variante
est souvent appelée la. reciproque du

théoreme de Thales:

Soient ABC' et A'B'C" deux triangles dans le plan affine, sans sommets communs et tels que
(AB) || (A’B") , (BC) || (B'C") et (CA) || (C'"A"). Alors les droites (AA"), (BB') et (CC") sont
paralléles ou concourantes. Réciproquement, si (AB) || (A'B’), (BC) || (B'C") et (AA"), (BB’),
(CC") paralléles ou concourantes alors (AC) || (A'C").

Preuve.

1%/ cas : Supposons que les droites (AA’) et (BB') se coupent en O. Montrons que (C'C”) passe
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aussi par O. Considérons I'homothétie h de centre O telle que h(A) = A’. (AB) || (A'B’)
donc h(AB) = A'B’. De plus (O, B, B') alignés, donc h(B) = B'. (BC) || AB'C")*donc
h(BC) = B'C'. (AC) || (A’C") donc h(AC) = (A'C’"). L'image de I'intersection C' de (AC)
et de (BC) est l'intersection de (A'C”) et (B'C") donc C'. Ainsi, O, Cet/C" ="h(C') sont
donc alignés.

20me cas : Si (AA’) et (BB') sont paralléles. Alors, on fait la méme démgnstration en prenant
la translation ¢ telle que t(A) = A’.

Pour la réciproque, la démonstration consiste a utiliser la méme homothétie ou translation.  u"a

Théoreme 2.6 (Désargues)

Soient ABC' et A'B'C" deux triangles dans ['espace projectif, sams.somanets communs et tels que
les droites (AA"), (BB'), (CC") soient distinctes. On note : P =(BC)Q(B'C"), Q = (CA)N(C'A)
et R = (AB)N (A'B’). Alors P, Q et R sont alignés si etseulement si (AA’), (BB') et (CC")

sont concourantes.

Preuve.

Si on est dans ’espace projectif de dimension 2, on passe du plan projectif au plan affine en
choisissant la droite (PQ) comme droite de l'infini. Alors'l’équivalence de ’énoncé est traduite
par le théoreme version affine.

Supposons 'espace projectif de dimension > 3. Si les droites (AA"), (BB’), (CC") sont concou-
rantes, considérons les plans 7 défini par ABC et 7’ par A’B'C’, m = «’. Soit A = © N 7. Alors
(AB) C m, (A'B’) C 7" donc R = (AB) N (A’B’) € A. De méme pour P et Q.

Réciproquement, si les points P, @ et R sont alignés, (RA) et (RA’) déterminent un plan,
dans ce plan les droites (AA") et (BB’) se coupent en un point. O. Cénsidérons la perspective w
(c’est-a-dire la projection de centre O sur le plan 7)

w(P)=P w(Q) =Q w(R) =R, w(A)ys A" w(B) = B'.

Donc w((AQ)) = (A'Q) et w((BP)) = (B'P). Ainsif w(C) = w((AQ)N(BP)) = (AQ)N(B'P) =
C/ I.l

Théoréeme 2.7 (Pappus)
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Soient (Z) et (2') deux droites af-
fines distinctes dans un plan affine,
dont le corps associé est commutatif.
Soient A, B, C appartiennant (2) et
A", B', C" appartiennant (2') tels que
(AB) || (AB) et (BC') || (BC). ' /

Alors, (CA') || (C'A). . /\ Y A\
Preuve.

1" cas : Supposons que (Z) est non parallele a (). Pesons {O} = (Z) N (2') Soit hy
I'homothétie de centre O telle que hy(A) = B. Soit'hy Vhomothétie de centre O telle que
hy(B) = C. Alors hi(B') = A’ (car (AB') || (BA))"et ho(C') = B’ car (BC') || (B'C).
Comme K est un corps commutatif, hy o hy = hg o hy. Posons hs cette homothétie. h3(A) =
hy o hi(A) = he(B) = C. h3(C") = hy o hao(C") = hy(B') = A’. Finalement (AC") a pour
image (A’C'). L’homothétie conserve le parallélisme, d’otu le résultat.

2°me cag : Supposons (2) parallele a (2'). On procede de ld méme maniere en composant
les translations de vecteur AB = B’A’ et BC = C'B’. On ayalors : AC = AB + BC =
B'A"+ C'B" = C'A’ donc AC = C'A’. Finalement, (AC")| (4/C).

Théoréeme 2.8 (Pappus)

Soient 9 et 9’ deux droites projectives distinctes/dangile plan projectif. Supposons que A, B et
C appartiennent a I\9" et A', B' et C' appartiennent'a D'\, A ,B et C distincts deux a deur,
A', B' et C' distincts deuz a deux. Alors les points (AB")N(A'B), (BC")N(B'C) et (CA)N(C'A)

sont alignés.

Preuve.

On note : o = (AB' )N (A'B) , 8 & (BCHYN (B'C) , v = (CA") N (C'"A) On passe du plan
projectif au plan,affine en choisissant la droite (a3) comme droite a I'infini. On obtient alors dans
le plan affiney: (AB') || (A'B) et (BC") || (B'C) On applique le théoréme de Pappus dans le cas
affine 7 (€A") || (C"A). On repasse a l'espace projectif par complétion projective du plan affine.
Doné = (C'A")N(C"A) appartient a la droite des points de l'infini, ¢’est-a-dire la droite projective

(aB). Finalement, a, 8 et v sont alignés. s

Lémme 2.9
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Trois points A, B et C éléments de & sont alignés si et seulement si il existe un triplet de

scalaires (a, 3,7), non tous nuls tels que

a+ B+ = 0
QA+ BB +~C = 0.

Preuve.
Si C appartient a la droite (AB), il existe A € K tel que 1@ = )\ﬁ.

AC = MB e C — A=AB - M« (1 - VA B— =0

On peut alors prendre o« = 1 — A\, f = X et v = —1. Reciproquement, si.(a, 3,7) # (0,0,0) vérifie
le systeme de la proposition, alors, si par exemple v # 0, alots on a C' = N Puisque

Y
o
- = é = 1 alors le point C' est une combinaison affine des/points A et B ; par conséquent, les

T o
points A, B, C sont alignés. '

Théoréme 2.10 (Menelatis)

Soient un triangle non aplati ABC' et
trois points A', B' et C" choisis respecti-
vement sur (BC), (C'A) et (AB) et dis-
tincts des sommets du triangle ABC.

Les points A’, B’ et C' sont alignés si
. BA" CB' ACY
et seulement si =
CA" AB' BC'
La droite déterminer par A’, B’ et C'

est appelée une ménélienne du triangle

ABC.

Preuve.
i ﬁ _-,_> - m ﬁ
A e (BC’)<:>E|a,5€KtelsqueaAB+ﬂAC’:0<:>m:—a
-5 == o AB’
B! e/(AC) <= 3Fv,r € K#els qu¢ yB'A+ kB'C =0 < — =
/ _7_> ﬁ = A_C’
' 6(AB)<:>E|u,ueKtelsqueuCA+uCB:O<:>B_C/:——
Pax ailleurs, en raisonnant dans le repere affine (A, B,C) on a :
0
A'e (BO)<=3Ja,feKtelsque AA=aB+pC <= A | a |,
g
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B € (AC) <= 3J~v,keKtelsque BB =vA+rkC < B | 0 |,

C'e(AB) <= p,veKtelsque C'"=pA+vB<—= A" |

Il s’en suit que

0 v n
A', B'et O sont alignés <= | a 0 v |=aku+ /=0 arxuy = —pyv.
6 k 0
Or
Byv  BA CB AC' (2.2.1)
QKL  CA' AB' BG' o
donc = 4 —
B / /A I
A', B' et C' sont alignés <= _AC_B_C =1
CA"AB" BC'

Proposition 2.11
Soient un triangle non aplati ABC' et trois points A’, B' et C' choisis respectivement sur (BC'),
(CA) et (AB) et distincts des sommets du triangle ABC'. Alorslespoints A', B et C" sont alignés

0',473(0/)0'370(14/)0'07,4(3/) = -1
AC"
C'B
Théoréme 2.12 (Ceva 1647 ~ 1734)
Soient un triangle non aplati ABC' et trois points AlyB' et C' choisis respectivement sur (BC'),

(CA) et (AB) et distincts des sommets du trigngle ABC'. Alors les droites (AA’), (BB') et (CC")
sont parralelles ou concourantes si et seulement st

o O'A7B(C/) =

BACB)ACT
CA AR BC'
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Théoréme 2.13 (Gergonne)

Soient un triangle non aplati ABC' et trois points
A, B' et C' choisis respectivement sur (BC),
(CA) et (AB) et distincts des sommets du tri-

angle ABC'. Si les droites (AA"), (BB') et (CC")
sont concourantes en M alors

MA+ME+MO_
AA BB @ OO

1

2.3 Quelques exercices

Exercice 2.1
Soit (Ao, -+, Ay) un repére affine d’un‘espace affine & de dimension n et A, un point de &
n’appartenant pas a hyperplan affine H engendré par Ay, ---, A,.

1. Montrer qulil-existe une transformation, affine f de & et une seule qui laisse fize tout point
de H et transforme Ay en Aj.

2. On suppose que Ay n’appartient pas a Uhyperplan affine 7€' paralléle a 7 passant par A.
Montrer que f est une affinité de base F dont on précisera la direction.

3. Onysuppose que Ay appartient a Uhyperplan affine ' paralléle a 2 passant par Ap.

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit
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Quelques exercices 48

4. On suppose que & est un plan. Donner, dans chacun des deux cas précédents, une construc-
tion géométrique de 'image M' = f(M) d’un point M de & par f.

Exercice 2.2
Soit A= (6,0,1), B=(5,1,1) et C = (7,—1,1). &

Q%Q

(b.
Q
0 &
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3.1 Groupes linéaires — Groupes spéciaux linéaires

Soit K un corps (K = R, C) et soit £ un K-e.v de dimension finie n.

3.1.1 Dilatations et transvections

Soit H un hyperplan de F; i.e H est un s.e.v de E de dimension n — 1. On s’intéresse aux
endomorphismes de E qui préservent H. Les résultatsysuivants affirment qu’il y en a de deux

sortes.

Théoreme 3.1
Soit f € End(E), f #idg qui fize les vecteurs de H. Alors

1. soit f est diagonalisable, de valeurs propres 1 et A # 1;

2. soit [ est non diagonalisable et admet 1 pour seule valeur propre.

Preuve.

Puisque f fixe des vecteurs de H, i.e qu'il existe des vecteurs u'€ H C E avec f(u) = u alors
1 est une valeur propre de f. Et comme H est formé de veeteurs invariants par f, le sous espace
propre E; assocé a la valeur propre 1 est au moins de diménsion n — 1 et (z — 1)1 est un facteur
du polynome caractéristique P¢(z) de f. On a donc,

Pr(x) = (=1)"(z — ) (2 N).

Ainsi, si A # 1, il existe une droite propre F).et dans ce cas u est diagonalisable; par suite
E=HG®E,.

Si par contre A = 1 alors on a deux cas :

— FEi = F aless f = idg et par conséquent, f est diagonalisable;

— F, = H lalots f est non diagonalisable.

Définition, 3.2
Soitof € End(E) qui fize les vecteurs de H et f # idp.
— Si fuést diagonalisable de valeurs propres 1 et X # 1, on dit que [ est une dilatation de
rapport A d’hyperplan H et de direction E).
.91 [ est non diagonalisable et n’‘admet que 1 comme valeur propre, on dit que f est une
transvection.

Introduction a la géométrie affine

©FAST & IMSP / UAC

Notes de cours



rdjeam® La photocopie non autorisée est un délit

Dilatations et transvections 50

3.1.1.1 Représentations matricielles

— Si f est une dilatation différente de I'identité, on note (eq, e, , €, 1) une base de H et e,
une base de F. Dans la base (e, ey, ,€,-1,6,) de E = H @ E), la matriceide f s’écrit :

I,1 O
(50) o

ou [, désigne la matrice unité d’ordre n — 1.

Généralement, si on désigne par B la base canonique obtenue en/complétant une base de H
par le vecteur propre de la valeur propre A (on pourra recourir amprocédé d’orthogonalisa-
tion de Gram Schmidt) on a relativement a B la matrice représentative d’'une dilatation

ou M;; est la matrice élémentaire ayant 1 a la ligne " etjcolenne .
— Si f est une transvection, H = F; est de dimension'n/~ 1, donc dim Im(f — idg) = 1. Soit
a € Im(f —idg), alors a = f(b) — b avec b ¢ H et

fla) = f((f(b)) = f(b) = (f —idg)(f (b)) € Im(f — idp).

Puisque dim Im(f —id) = 1, il existe A € K tel que f(a) = Aa. Comme 1 est la seule valeur
propre, on doit donc avoir A = 1 et par suite a € H. Il apparait donc que Im(f — id) C

H = ker(f —idg). Prenons a = e, 1, b = e, et (e1,--- ,e,_o) de sorte que (e1,--+,e,_1)
soit une base de H. La matrice de f dans la base (e, - - ,e,) s’écrit
I, O
1A
@
0 1

Généralement, si on désigne par B la base canonique de F toute matrice de la forme
Tii(N) = I, £ MM (3.1.3)

ou M;; est la matrice élémentaire ayant 1 a la ligne ¢ et colonne j avec 1 < i # j < n est |
amatrice d'une transvection.
Toutes les formes linéaires sur £ de noyau H sont proportionnelles, on choisit celle qui
prend la valeur 1 en b, disons ¢ : ¢(b),= 1. Tout z € E = H @ Vect(b) = Kb ® H peut
s’écrire © = x4 + ab avec o € Ké'Comme ¢(z) = p(z1) + ap(b) = 0+ a*x1 = «a, on a
x = x5 + @(a)b. 11 suit donc

f@) = f(a1) + (@) f(b) = 21 + p(2)(a +b) = 2 + p(z)a.

Réciproquement;, si ¢ est une forme linéaire nulle pour le vecteur a non nul, la transformation
définie par 7., q(x) =  + ¢(x)a est une transvection d’hyperplan le noyau H de ¢. Il n'y a

pas unicité de cette écriture

1
(7;17,11 = 7;27,12) — (3& eK"; v =ap; et ay= aal).
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Généralités 51

3.1.2 Groupe spécial linéaire

On rappelle que les automorphismes linéaires de E forment un groupe noté GL(E). C'est le

groupe linéaire général.

Définition 3.3
On appelle groupe spécial linéaire, le sous ensemble noté SL(E) de GL(E) et formé des auto-

morphismes de déterminant égal a 1.

Proposition 3.4
SL(E) est un sous groupe distingué de GL(E). Le quotient GEL(F)/SE(E) est isomorphe a
(K, %)

Théoreme 3.5
— SL(E) est engendré par les transvections

— GL(E) est engendré par les transvections et les dilatations.

Proposition 3.6

1. Le conjugué d’une transvection de E par un automorphisme de E est une transvection.

2. Toute les transvections de E sont conjuguées.

Rappellons qu'une homothétie de E est un endomorphisme ¢ de E qui est proportionnelle a
idg =k idg avec k € K.

Proposition 3.7
Le centre de GL(E) est formé des homothéties : Z(GL(EY)= {homotéties de E}

3.2 Groupe orthogonal ou groupe des isométries

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n/i.e un espace vetoriel muni d’un produit
scalaire disons < -,- >, de dimension finie n. O s’intéresse a 1’ensemble des automorphismes
(endomorphismes bijectifs) de E qui préserventele produit scalaire.

3.2.1 Généralités

Définition 3.8
On appelle transformation orthogonale owisométrie de E tout élément f € GL(E) tel que

< flx), fly) >=< z,y > VayekE.

On note’O(F) I'ensemble des isométries de E.

Théoréeme 3.9

Les conditions suivantes sont équivalentes.
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Généralités 52

1. feO(F)
2. Ve e B, |f(@)]l = =] od

- || est la norme induite par le produit scalaire < % >.
3. Limage par f d’une base orthonormale est une base orthonormale.
Preuve.

1° = 2° évident car si f préserve le produit scalaire, elle préserve la norme aussi.

2° = 1° Supposons que f préserve la norme. Alors pour tous z, y € F/, on a ;

< 1@ 1w > = (1@ + @I~ 15@) - 1))
= (1 +9)I? = 1~ )I?) car Pt linéaire

1
= Z<||$ +yl|? =z — y||2> car f. préserve la norme

= < x,y > formule de polarisation (3.2.1)

1° = 3° Si f préserve le produit scalaire et la normealors f transforme une base orthonormée
en une base orthonormée.
3° = 1° ou2® Soit (e;)1<i<n une base orthonormée de E ¢t f une application linéaire de E

telle que ( f (ei))1 <i<y, SOIt une base orthonormeée. Alors, pour tout = € E

||f($)||2 = ||f (Z%@)

2 n

= a7 =|”

i=1

2

Z zif(e;)

Proposition 3.10

L’ensemble O(E) est un sous groupe de GL(E).
Preuve.

En effet, si f, g € O(FE) alorsVz € E

— o g@ = I (9@ = o)l = 2]

— I @I =1 @) =1f o fH @) k= el

Soit f € O(E) et O la matrice de My Ja matrice de f dans une base orthonormée B de E. La
matrice M est aldrs un matrice orthogonale fie /MM = I,,. Puisque M} est une matrice carrée,

on a donc
det( thMf) = det th X deth = (deth)2 = det[n =1

on"en déduit donc que det My = +1.
Il est facile vérifier que 'ensemble des transformations orthogonales de déterminant égal a 1

est un sous-groupe distingué de O(E).
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Images de sous-espaces vectoriels 53

Définition 3.11

On appelle groupe spécial orthogonal et on note SO(E), le sous-groupe de O(E), formé, des
transformations orthogonales (isométries) de déterminant égal a 1.

Un élément de SO(E) est appelé une isométrie vectorielle directe ou transformation orthogonale
directe.

Exemple 3.1
Sidim(F) =1, O(F) = {£idg} et SO(FE) = {idg}

3.2.2 Images de sous-espaces vectoriels

Une propriété particuliere utile des transformations orthogonales‘est la suivante permettant de
décrire une isométrie en se restreignant a des sous-espaces.

Soient F' est un sous-espace vectoriel de F et f une transformation de £. On appelle suplémentaire
orthogonal de F' ou simplement I'orthogonal de F' (par rapport au produit scalaire < -,- >) et on
note F'* le sous espace de £ défini par FX = {z € F {7 <,y >= 0V y € F}. On dit que F est
stable par f si f(F)=F.

Proposition 3.12
Soit f € O(E) et F un s.e.v de E. Si F est stable par f alors son suplémentaire orthogonal

est aussi stable par f.

Preuve.
On a
0=<F, F+ >=< f(F), f(F+) >=<Af(F}) >
donc f(F*) C F+. Comme f est bijective, on a f(F*) = £4, "

Proposition 3.13
Si f € O(E) alors ker(f —idg) L Im(f —idg) + E (somme orthogonale).

Preuve.
Soit © € ker(f —idg) et y € Im(f — idg). Alexiste/z € E tel que y = f(2) — z et

<xy>,= <z, flz)—z>=&Lz, flg) >—<xz,z>
= < f(x), f(z) >~ <zpg> carz €ker(f —idg)iex= f(x)
= <x,2>—<uz,2>" car [ est orthogonal
= 0. (3.2.2)

Aingi ker(f — idg) et Im(f — idg) sont orthogonaux. De plus, le théoreme du rang permet de

conelure gu’ils sont supplémentaires. i
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Réflexions vectorielles 54

3.3 Réflexions vectorielles
Soit E un espace vectoriel.

Définition 3.14
On appelle symétrie de E tout endomorphisme s de E tel que sos = idg i.etout endomorphisme
ivolutif de E.

Considérons deux s.e.v suplémentaires F' et G de E i.e tels que £ = F ©G., Alors tout z € F
s’écrit de fagon unique comme x =y + z, avec y € F et z € G.

Définition 3.15
On appelle symétrie de E par rapport a F' parallélement a (dans la direction de) G ou encore
symétrie de E de base F' et de direction G, l'application souvent moté sp

Sp E — v

(3.3.1)
r=y+z > [(Yy==2

On suppose désormais que E est un espace vectoriel euelidien de structure euclidienne < -, - > :
produit scalaire sur F.
On appelle symétrie orthogonale de E par rapport a F toute symétrie de E par rapport a F

parallelement a F'*.

Définition 3.16
On appelle symétrie orthogonale de E par rapport a F toute symétrie de E par rapport a F

parallélement a F+.

Proposition 3.17

1. Un automorphisme involutif de E est une isométrieissi il est une symétrie par rapport a un

s.e.v F parralélement & son orthogonal F*.

2. Une syméyrie par rapport a un s.e.v F parralement/a F+ est un élément de SO(E) lorsque
codimF est paire.

Preuve.

1. Posons E'=="F & I et considérons la symétrie s par rapport a F' parallelement a F’. Alors
pour fout © =1 + a2 € F & F', oma

Is@)II* = llz]]* = [ler = z2|* = [l21 + 2a]|* = =4 < 21,22 > .

Ainsi,’s sera une transformation orthogonale ssi < x1, 25 >= 0 pour tous x1 € F et x5 € I’
c’est-a-dire si F' = F*-.
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2. L’écriture de s dans une base de diagonalisation prouve que le déterminantsde’\s est

(=1)n=dimE En effet, dans une telle base (orthonormée), la matrice de s s’écrit :

]dirn F 0
0 _In—dim F '
Définition 3.18

— On appelle réflexion toute symétrie s par rapport a un hyperplapsF suivant F*.
— On appelle retournement toute symétrie par rapport a un s.e.va\F' descodimension 2 suivant
Ft.

Remarque 3.19
De la proposition précédente, on tire que
— les réflexions sont des éléments de O~ (E)
— les retournements sont des éléments de SO(E).

Théoréme 3.20

1. Le groupe O(E) est engendré par les reflexions; et toute isométrie f peut s’écrire comme

composée de k reflezions avec k =n — dim (ker(f — idg)).

2. Le groupe SO(E) est engendré par les retournement quand dim E > 3

3.4 Dimension 2

On a vu que si E est de dimension 1, le groupe orthogonal est O(E) = {—idg,idg}. En
dimension 2, il contient plus d’éléments.

Soit donc E un espace vectoriel de dimension 2.

3.4.1 Rotations et reflexions planes

Théoreme 3.21
— Le groupe SO(E) est abélien ; ses éléments sent appelés les rotations
— O~ (E)est/formé de toutes les réflezions.

3.4.2 DMatrices orthogonales

Proposition, 3.22

1./Les€léments de SO(E) sont représentées dans une base orthonormale par la matrice de la

forme

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit

cosa —sina .
Mz( ) ou o €R.

sinaw  cos«
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Orientation du plan 56

2. Les éléments de O~ (FE) sont représentées dans une base orthonormale par la matrice de la

forme

sin — COS «

cosa  sina .
Mz( ) ou «a€lR.

Preuve.

a

Soit B = (ey, e3) une base orthonormée de E. On note M = ( ; ccl ) la matrice de f € O(E)

dans B.

Puisque f préservent la norme, le vecteur f(e;) est unitaire et don a® # b? = 1. On peut donc
écrire a = cosa et b = sina pour un certain a. Comme f(e1) et=f(es)isont orthogonaux on doit
a —d
b ¢
existe donc A € R tel que (a,b) = A\(—d, ¢). Comme le vectear (¢, d) est unitaire alors le vecteur

avoir ac + bd = = 0; donc le vecteur (a,b) est proportionnelle au vecteur (—d,c). 1l

(—d, ¢) est aussi unitaire; donc A = £1. Précisément, on,a (ayb) = (—d, c) ou (a,b) = (d, —c) que
I’on peut encore écrire :

1. (d,¢) = (—a,b) = (— cosa,sina)

2. ou bien (d, c) = (a,—b) = (cosa, —sin )
Dans le premier cas, lamatrice est de déterminant égal a 1, c’est la matrice d'un élément de
SO(FE); dans le second cas, la matrice d'une reflexion. s

onnoteso<2,R>:{(C?w —SM),aeR}em—@,R):{(W e ),QGR}
sinaw  cosa sinav —cosa

3.4.3 Orientation du plan

Soit M la matrice d’'une rotation r dans une baseiorthonetmée et M’ sa matrice dans une
autre base orthonromée aussi. La matrice de passage P entre les’deux bases est orthogonale et
M =P 'MP.

— Si P est orthogonale directe, alors P et M*e¢ommutent et donc M = M’

— Si par contre P est indirecte, on montresque M’ = M~ = M

Définition 3.23
Une orientation du plan est la donnée d’une base orthonormée.
Etant donnéeuné orientation du plan, les bases qui s’en déduisent par un élément de SO(F)

seront dites directes. Les autres seront dites indirectes.

cosa —sino

On peut donc associer a chaque rotation une matrice orthogonale unique de la forme ( )
sina cos

celle quirla représente dans toute base directe.
Pour une réflexion, la situation n’est pas la méme si s est une réflexion, sa matrice en base

orthonormée est orthogonale indirecte ; mais change lorsqu’on change de base orthonormale. En
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Angle de vecteurs 57

N0
particulier, il existe une base orthonormée telle que la matrice de s soit de la forme ( ~ )

(une base de diagonalisation).

Proposition 3.24
L’application

Q — rot,
. . . . A cosa —sina
ot rot, est la rotation dont la matrice dans une base orthonormée directe est )
sina  cos
est un morphisme surtjectif de groupes de noyau 2nZ. On dit qlie o (ow sa classe modulo 27) est

l'angle de la rotation. On a : rot, o rotg = rot,z.

3.4.4 Angle de vecteurs

Théoreme 3.25

Etant donnée deuz vecteurs unitaires du plan, il existe'une et une seule rotation qui transforme
l'un en Dautre. On dit alors que le groupe des rotations agit simplement et transitivement sur
[’ensemble des vecteurs unitaires du plan.

Si u et v sont deux vecteurs unitaires du plan, il existe une unique rotation r telle que v = r(u).

Si le plan est orienté, on a :

Définition 3.26
Siu et v sont deux vecteurs unitaires du plan et si la rotatiom,qui_transforme u en v est d’angle
a, on dit que a est l'angle du couple (u,v) et on écrit ap=nu,v).

On note 0 I'angle nul, angle de la rotation identité de E. L’angle plat est 1'angle de la rotation
—ZdE = I‘Otﬂ.
Proposition 3.27

1. Relation de Chasles

e~

(u,v)+(v,w)=m Y,u, v, we E.

2. m = —@ pour tous u, v € B4

3. (u,v) = (W) &= (u,u’) = (v,2') pourtous u, v, u', v' € E.

Proposition 3.28 (Effet de transformations orthogonales)
Les rotatiomns conservent les angles tandis que les réflexions les contrarient.

Remarque 3.29

Pourles angles, on confond souvent un élément de R /9,7 avec un de ses représentants que l'on
appellesune de ses mesures.

Le représentant qui est dans | — mw, [ s’appelle mesure principale de [angle.
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Proposition 3.30 (Angles orientés de vecteurs non nul du plan)
Soit u et v deuzr vecteurs non nuls du plan muni d’une base orthonormale directe B.. Onrappelle

angle orienté entre les vecteurs u et v l’angle orienté des vecteurs unitaires Tul Un tel angle

IUH \vH
(confondu avec une mesure principale o) est caractérisé par son cosinus et som Sinus

<u,v >
R Y ISR P
smoe = —F

ull < [[o]

Plus généralement, étant donné deux vecteurs deux vecteurs non colinéaires d’un espace vec-
toriel euclidien de dimension quelconque, le réel

(0.0) = Arcos (ﬂ)

[l > [l

défini I’angle non orienté entre les vecteurs u et v. Il est dans [0, 7r]. Si u et v sont non colinéaires,
et si le plan qu’ils engendrent est orienté, il existe une/mesure de I’ angle orienté dans | — 7, w[; et
I'angle non orienté est la valeur absolue de cette mesure./On"a ainsi (u v) = (v, u) (a cause de la
commutativité du produit scalaire et du produit des réels); ce qui justifie le vocabulaire angles non
orienté. L’ensemble des angles non orienté ne peut étre muni d'un structure de groupe de sorte
que la relation de Chasles soit satisfaite.
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Définition 4.1
Un espace affine euclidien est un espace affine dont llespace vectoriel associé est muni

d’un produit scalaire (forme bilinéaire symétrique définie positive).

On notera dans la suite (-,-)g ( ou simplement (-, si/aucune confusion n’est permise) le
produit scalaire sur F, direction de &. Ce produit scalaire induit une norme euclidienne sur F
qu’on notera || - ||g (ou simplement || - ||) dont la distance/agsoeiée dp (ou simplement d) permet
de définir une distance dg (ou simplement d) sur & par la“donuée :

d(A,B) = |AB| AB € &

Exercice 4.1
Vérifier qu’il s’agit bien d’une distance et étudier le cas d’égalité dans linéqgalité triangulaire.

4.0.1 Groupe orthogonal

On rappelle qu'une isométrie vectorielle est une application linéaire qui préserve la norme (ou
de maniere équivalente) le produit scalaire. On note O(F£) T"ensemble des isoméries vectorielles, et
Is(&) 'ensemble des isométries affines. L’inverse de f €O(F) est son adjoint f*.

Les isométries vectorielles étant bijectives, il en estyde méme des isométries affines. Comme
O(E) est un groupe, Is(&) est un groupe.

On note SO(FE) 'ensemble des éléments de Q(E) dent le déterminant vaut 1. Pour n > 1, on
note O(n) 'ensemble des matrices A d’ordre 7 telles que ‘AA = Id (ou de maniere équivalente
A'A = Id). Cette condition dit exactemefit, que les vecteurs colonnes de A (ou de maniére
équivalente ses vecteurs lignes) forment une base erthonormée de R”. Le déterminant de A € O(n)
est égal a £1. Onlvérifie que O(n) est un groupe.

On rappelleigue O(n) coincide avec 'ensemble des matrices représentant un élément de O(E)
dans@ne base orthonormée de E. Se donner une base orthonormée B = (ey,-- - ,e,) de E revient
avse donner un/isomorphisme de O(n) sur O(F) (qui & une matrice A € O(n) associe I'application
linéaire dont’la matrice dans la base B est A).

On note SO(n) 'ensemble des éléments de O(n) dont le déterminant est positif, ¢’est-a-dire
vaut 1.

Dans tout ce chapitre, & désigne un espace affine euclidien (orienté) de dimension n > 1.
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4.1 Isométries affines

Définition 4.2
Une application affine f : & — & est une isomérie affine si f préserve les distances, ji.e

d(f(A), f(B)) =d(A,B), VAB € &

Remarque 4.3
En fait, on montre que si f : & — & est une application qui préservenles distances, alors elle
est affine.

Exemple 4.1

Il est aisé de voir que les translations et les symétries orthogonales (donc aussi centrales) sont
des isométries, mais pas les projections (non banales) ni les homothéties de rapport différent de
+1.

Exercice 4.2
Montrer qu’une application affine est une isométrie affine“si et seulement si sa partie linéaire

est une isométrie vectorielle.

Théoreme 4.4
Soit f: & — & une application. Alors [ est une isométrie de & si et seulement si f est affine

et f est une isométrie vectorielle de E .

Preuve.
Soit f une isométrie. Fixons O € &, et définissons ¢ : E — Eypar ¢(z) = f(O)f(O + Z).
Alors, pour tous 7,5 € E , on a (%) — (7)) = f(O+9)f(O + :175, donc aussi

19 (Z) = @) = (0 + §)(O0 + F)|| = @+ &) O + )| = |7 — .
Comme il est clair que ¢(0) = 0, on déduit que ¢ est™me isométrie vectorielle. Ainsi, f est affine
de partie linéaire ¢, donc f € GA(&) et fe O(F),/Réciproquement, si f est affine de partie

linéaire f qui conserve la norme, alors pour tous M, N;€ & :

FODFNY = [ FM) FO =WFOIN)| = [ MN| = MN
donc f est une isométrie. "

Corollaire 4.5
Une isométrie de & est automatiquement affine et bijective, et l'ensemble 1s(&) des isométries

de & éstoun sous-groupe du groupe affine GA(E).

Proposition 4.6

1y, L application naturelle L : Is(&) — O(E), f — f est un morphisme de groupes surjectif,
appelé morphisme canonique de Is(&) dans O(E).
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2. Pour tout O € E, U'ensemble 1so(&) des isométries de & fixrant O est un sous-groupe de
Is(&), isomorphe au groupe orthogonal O(FE).

Preuve.

1. Il est clair que L est un morphisme (c’est la restriction a /(&) du morphisme étudié dans
la référence citée), montrons qu’il est surjectif. Soit donc o € O(F). Soient ApB € & choisis
arbitrairement, alors on sait qu’il existe une (unique) f affine telle que f(A) = B et f = 0.
Comme f € O(FE), on déduit du théoreme 4.4 que f € Is(&).

2. Soit O € &. 1l est facile de constater que Iso(&) est un sous-groupe de//s(&’). Considérons
la restriction L' de L & Isp(FE). Comme on I’a vu dans le 1), pour toute o € O(F), il existe
une unique f affine telle que f(O) = O et f = 0. Autrement dit, pour toute o € O(FE), il
existe une unique f € Isp(&) telle que L(f) = o.

Corollaire 4.7
1. L’ensemble 1s*(&) des isométries directes de & est un sous-groupe distingué de Is(&).
2. L’ensemble s~ (&) des isométries indirectes de & nfest pas un groupe.
Preuve.
C’est immédiat, puisque /(&) = L™ (SO(E)) et SO(E) < O(E). "

Remarque 4.8
On peut énoncer un résultat analogue & la Proposition 4.6 en changant Is(&) en IsT (&) et

O(F) en SO(E)).

Définition 4.9

Tout élément de IsT(&) (resp. de Is~(&)) s appellesun.déplacement (resp. un antidéplacement)
de &. En particulier, Is*(&) est appelé groupe des déplacements de & et Is~ (&) l'ensemble des
antidéplacements (car n’étant pas un groupe).

Proposition 4.10
Le groupe Is(&) (resp. 1sT(&)) agit simplement, transitivement sur 'ensemble des repéres

orthonormés (resp. sur l’ensemble des repéressorthomormés de méme sens) de & .

En dehors des notions affines préservées parstoute bijection affine, les isométries préservent un

certain nombre de/notions euclidiennes.
Théoréme4.11

1. Toute isométrie affine conserve la perpendicularité des sous-espaces comme sa partie linéaire
préserve’la notion d’orthogonalité ; plus généralement, elle conserve les notions d’angles non
orientés entre les droites comme sa partie linéaire préserve la notion d’angle non orienté

entre les vecteurs.

25 Dans un plan affine euclidien orienté, tout déplacement conserve les notions d’angles orientés,
tout antidéplacement les contrarie.
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4.1.1 Premiers exemples
Tout d’abord, en considérant le noyau du morphisme L de la Proposition 4.6, on“obtient\:

Proposition 4.12
Le groupe T'(&) des translations est un sous-groupe distingué de 1s(&) et aussi de 1s(&).

En ce qui concerne les symétries orthogonales particulieres, on conserve les définitions du chapitre

précédent. On obtient ainsi :

Proposition 4.13
Une symétrie orthogonale sz d’aze un sous-espace ¥ est un déplacement si et seulement si

codim.Z est paire. En particulier :
1. une réflexion est toujours un antidéplacement ;

2. un renversement est toujours un déplacement (rappel /en dimension 3, les renversements

sont appelés demi-tours) ;

3. une symétrie centrale est un déplacement si et lseulement si n est pair.
Rappel Dans un plan affine euclidien orienté &, soient A€ & et a € R.

Définition 4.14 (Rotation)

La rotation de centre €2 et d’angle « est 'application ¢ g définie par :
— 7“9706(9) = Q;
— 81 M # Q,rq (M) est 'unique M’ tel que QM =QM' et (QM,QM') = a mod (27).

Proposition 4.15

1. Toute rotation rq, est un déplacement, de partie linéaire la rotation vectorielle 7.
2. roa = id’siet seulement si oo = 0 Anod (27) ;

3. Ta.a = Sqisi et seulement si a =l mod/(2) ;

4. si @\= 0%mod (27), alors  est l'unique point fize de roq ;

5

. FQ.a OPQa = TQ.ata ;5 €N particulier, ['ensemble des rotations de centre ) fixé est un groupe

pour. la composition, isomorphe au groupe des angles orientés de vecteurs.

Preuve.
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1. Nous savons déja que rq, est un déplacement, en tant que composée de deux réflexions (
donc de deux antidéplacements ). Mais la preuve qui suit le redémontre au passage.
Soient donc M, N € E et M', N’ leurs images par la rotation rq, . L’application viciorielle
quiad = QM associe @ — QM est caractérisée par les conditions ||@|| =\/|| et (@, v') = a
mod (27), c’est donc la rotation vectorielle r, définie au chapitre précédent. On obtient

ainsi :

y ; 7 - = il B
M'N'"= QN — QM' = 7, (QN) — 70 (QM) = 7, (AN — QM) = 7o (M N)
ce qui prouve que rq, est affine, de partie linéaire 7, ; c¢’est donc bien' un déplacement du
plan &.

2.0na:a=0 mod (21) <= 1, = id <= rq, < id la/derniére’ équivalence résultant du
fait que les deux applications affines considérées ont méme partie linéaire et coincident en
un point €.

3. Preuve similaire.

4. o # 0[27], alors r, n’admet pas la valeur propre l. Parseonséquent, Inv(r,) = ker(r, — id)

et rq . admet un et un seul point fixe, qui ne peut étre que €.
5. L’identité voulue résulte encore de légalité des parties linéaires et de la coincidence en (2.
l.l
On déduit immédiatement du premier point de la proposition précédente une conséquence

géométrique essentielle.

Corollaire 4.16
Soit r une rotation d’angle 0. Soient M, N deux points~de. &, A une droite de &, M' =
r(M),N' =r(N) et A" =r(A). Alors

—

(N, MN) = 6027] et b, AP d[r]

Définissons maintenant les rotations affines en dimension 37 Rappelons (cf. chapitre IV') que
le choix d'une orientation sur F ne détermine/pas Une’ orientation sur ses sous-espaces, mais
que si F' est un sous-espace lui-méme orienté] alors tout supplémentaire de F' dans E possede

automatiquement une orientation induite.

Définition 4.17

Dans un espacesaffine euclidien oriénté & de dimension 3, soient une droite orientée et a € R.
On appellerotation d’aze P et d’angle o Uapplication ro o : & — &, qui a tout point M associe
le pointa M’ défini comme suit : soit Py le plan M + D+, et soit A = Py N D unique point
dintersection, de Py et de D (ces deux sous-espaces sont en effet supplémentaires). Alors M’ est

par/definition [image de M par la rotation 74, dans le plan orienté Py .

Proposition 4.18
On conserve les notations de la définition.
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1. Toute rotation rp . est un déplacement, de partie linéaire 'p o, (rotation vectorielle définie

au chapitre précédent).
Do = id si et seulement si a = 0[27].
Do = Sp Si et seulement si a = m[27].

si o # 0[27], alors Inv(rp) = D.

SARER IS

L’ensemble des rotations d’aze fixé est un groupe pour la composition, iomorphe au groupe

des angles orientés de vecteurs.

Définition 4.19

Dans un espace affine euclidien orienté & de dimension 3, soient.unewdroite orientée 9, A € 9
et a € R tel que o # 0 mod (7). On appelle antirotation de centre’ A, d’aze D et d’angle o la
composée commutative Sp 0 Tg o =Tga 0 Sp ou P est le plam A4 D+

Proposition 4.20
On conserve les notations de la définition.

1. Toute antirotation sz org . est un antidéplacementde partie linéaire l'antirotation vecto-

rielle 5p o Tp 4
2. Inu(sporg,) ={A};

3. S»OTga="Tga0Sp (commutativité de 'écriture).

Preuve.

1) découle de la proposition 4.18. Pour 2), il suffit de constater que A € Inv(s» org,) et de
se rappeler que sp orp,. Pour 3), on constate que les deux membres de légalité ont méme partie
linéaire (propriété des antirotations vectorielles) et coineident en A. o

Enfin, il sera bon d’avoir a I'esprit les deux résultatsisuivants

Proposition 4.21
(Ici, E est de dimension quelconque.)

1. Si F et F' sont deux sous-espaces strictement paralléles de &, il existe un unique vecteur
i@ € Ft = (F')* tel que F' = t3(F), ettalor§ sz o sz = tag.

2. Réciproquement, toute translation tg peu, s’ecrire (d’une infinité de fagons) comme com-
posée de ‘deux symétries orthogonalesyd’axes strictement paralléles (par exemple, comme
composée de deux réflexions ou devdeur renversements) : on choisit un sous-espace F' tel
quéd W € FL et on pose F' =t ;5(F)

Proposition, 4.22
Supposons E orienté de dimension 2.

—

==
198 A, A | sont deux droites sécantes en A, avec (A, A) = 0[r], alors sar 0 SA = T 4.0.
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2. Réciproquement, toute rotation peut s’ecrire (d’une infinité de fagcons) commescomposée

de deuz réflexions, dont les axes sont définis comme en 1).

Remarque 4.23
En réalité, ce dernier résultat reste valable en dimension 3, mais il faut’d’abord ‘définir la
notion d’angle orienté de deux plans.

4.2 Décomposition canonique des isométries et classification en petite

dimension

Dans ce paragraphe, nous allons expliquer comment classifier lesiisométries affines en dimen-
sion < 3 partir de la classification des isométries vectorielles du'chapitre précédent. Il faut cepen-
dant noter que d’autres méthodes sont possibles, par exemple en raisonnant sur l’ensemble des
points fixes ou en utilisant le théoreme de Cartan-Dieudonnéaffing (cf. paragraphe suivant). Nous
étudierons ces autres approches dans les Exercices.

Théoréme 4.24

Toute f € Is(E) admet une décomposition canonique, ¢’est-a-dire, il existe un unique couple
(t,g9) € T(F) x Is(FE) tel que :

1. f=tog=got (et donc f=T7)

2. Inv(g) # @ ;

3. t =ty avec Inv(q) = Inv(f) ;

Preuve.

— —

11 suffit de prouver que Ker(f —id) et Im(f — id) Sout supplémentaires dans FE . D’apres la
formule du rang, cela revient a prouver qu’ils sont en somme ditecte. En fait, nous allons montrer
un peu mieux : ils sont orthogonaux. En effet, soit 2 enker(f % id), i.e. @ = f(T), et soit

Y e Im(f— id), ey = f(?) — Z pourun 7 € ﬁ . Alors
(@, 7)) = (T, () - @ D)= F@), (7)) - (T, 7)

puisque f préserve le produit scalaire. '

Définition 4.25
Si f admietipour décomposition canonique f =t og = gotw avec Inv(g) # 0, U € ]nv(?) =

—

Invlf) et'ts # 1d; on dit que f est la glissée de g par t+ . En particulier,
1. $1°g. est une réflexion, on dit que f est une réflexion glissée;
2. en dimension 3, si g est un demi-tour (renversement), on dit que f est un demi-tour glissé;

3u enidimension 3, si g est une rotation, on dit que [ est un vissage.
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Le résultat précédent est fondamental, car il permet de classifier les isométries affines (il,permettra
aussi plus loin de trouver les générateurs des groupes d’isométries). Nous allons expligtier eespoint,

en commencant par une remarque.

Lemme 4.26
Soitf =tog = got la décomposition canonique de l'isométrie f . Alors codimdnv(g) est pair

si et seulement si f est un déplacement.

Preuve.
En effet, on a
codim/nv(g) = codimInv(g) = codimInv(}f)

. Or nous savons (corollaire ?? du chapitre V1) que la condjtion « codim Inv(f) est paire > ;
équivaut f € SO(E). o
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de classification des isométries en petite dimen-

sion.

Théoréme 4.27

1. Supposons dim& = 1. Alors :
(a) les déplacements de & sont les translations;
(b) les antidéplacements de & sont les symétries centrales.
2. Supposons dimé& = 2. Alors :
(a) les déplacements de & sont les translations, les symétries centrales et les rotations ;
(b) les antidéplacements de & sont les réflexions et les.réflexions glissées.
3. Supposons dimé& = 3. Alors :

(a) les déplacements de & sont les translations,Mes demi-tours, les demi-tours glissés, les

rotations et les vissages ;

(b) les antidéplacements de & sont les symétries, centrales, les réflexions, les réflexions
glissées et les antirotations.

Pour plus d’informations, notamment pour sine elassification en fonctions des points fixes de f
on consultera le-tableau distribué en polyeopié:
Preuve.
L’idée généralerde la preuve est la suivante : soit f € Is(F), dont on écrit la décomposition
canoniquénf = ts'o g.
— On commence par déterminer les g possibles, sachant que
— ? est une isométrie vectorielle (donc connue par la classification du chapitre précédent),
= Iw(g) = 2,
— on connait la parité de la dimension de Inv(g) par le lemme 4.26.
- /Ensuite, on utilise le fait que @ € I nv(g) pour en déduire les possibilités pour f.

Introduction a la géométrie affine
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1. Supposons d’abord dimé& = 1.
(a) Si f € IsT(E), alors q e SO(E), donc ¢ = id. Par conséquent g est une translation,

mais comme elle possede au moins un point fixe, g = id. On en déduit que f est une

translation.

(b) Si f € Is (E), alors ¢ € O‘(ﬁ), donc ¢ = —id. Ainsi, g esteuncthomothétie de
rapport —1, c’est-a-dire une symétrie centrale. Mais @ € [ nv(?) ='{0}, donc t5 = id
et f=g.

2. Supposons maintenant dimFE = 2.

(a) Si f € Ist(E), alors § € SO(E), donc ¢ est une rotationyplane 75 . Examinons

plusieurs cas :

— si 0 = 0[27] alors ¢ =id, donc g = id et f est une translation, comme en 1)

— si 0 = w[2n] alors ¢ = —id, donc f = g est~ume'symétrie centrale, comme en 1)
également.

— si 0 # 0[x] alors ¢ # ~+id,Comme Inv(g).est de'dithension 0 ou 2 par le lemme 4.26,
et qu'il ne peut étre de dimension 2 (sinon ¢ = 4dy, donc 6 = 0[27]), ¢’est un singleton
{A}. Par conséquent g est la rotation 74 “Enfin, comme @ € Inv(g) = {0}, on
obtient finalement f = g.

(b) Sife Is‘(ﬁ), alors g € O~ (B), donc ¢ est une réflexion sx . Comme dim Inv(g) = 1
@r le lemme 4.26, on voit que g est une réflexion sp ou A est une droite de direction
A. On en conclut que f est une réflexion ou une réflexion glissée.

Le cas de la dimension 3 est similaire et sera traité en exercice.

4.3 Génération du groupe des isométries et du' groupe des déplacements

Comme dans le cas vectoriel, on va exhiber un/Systéme de générateurs des groupes [s(F) et

Ist(E). On se replace ici en dimension n > 1 quelconque.

Théoreme 4.28 (Cartan -Dieudonné)
Le groupe Is(E) est engendré par les péflexions. Plus précisément, soit f € Is(E), et soit
p = dimInv(f)

1. Si Inv(f)s 9, alors f s’écrit gamme produit de n — p < n réflexions.
2. Sidnv(fh= @ alors [ s’écrit comme produit de n — p + 2 < n+ 1 réflexions.
Preuyve.

Sinv(f) # @ , il existe A € F tel que f(A) = A. Le résultat découle donc de I'isomorphisme
ISA(E) O(FE) (proposition ??) et de la version vectorielle du théoréeme de Cartan-Dieudonné
(théoreme ?? du chapitre VI).
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Supposons donc Inv(f) = &, et soit f = t o g la décomposition canonique de f. Comme
Inv(g) # @, g s’écrit comme composée de n — p réflexions d’apres le premier cas. D’autre part,
t s’écrit comme composée de deux réflexions d’apres la proposition 4.21, d’ou 'asgertion voulue.
Observons de plus que p > 1 (sinon [nv(?) = {6)}, donc Inv(f) # @ d’apresie’corollaire 77 du
chapitre I7), ce qui explique I'inégalité n — p + 2 < n + 1 dans ’énoncé du théoréme. '

Remarque 4.29
Comme dans le cas vectoriel, on peut démontrer que les valeurs n—p etm—p=2 sont optimales

(i.e. minimales).

Théoreme 4.30
Supposons n > 3. Le groupe [sT(FE) est engendré par les renversements. Plus précisément, soit

—

f e Ist(E) et soit p=dimInv(f) (rappel : n — p est pair). Alors :
1. sip=mn, t.e. si f est une translation, f s’écrit comme produit de deux renversements ;

2. sinon, [ s’écrit comme produit de n — p < n renversements.

Preuve.

La premiere assertion résulte encore de la proposition 4.217 Examinons donc l'autre cas.

Si Inv(f) # @, le résultat découle comme dans le théoreme précédent de son analogue vectoriel
(théoreme 7?7 du chapitre V1) et de la proposition 4.6. Supposons donc Inv(f) = &, et soit
f = tw o g la décomposition canonique de f . Comme Inv(g) # &, d’apres le premier cas il existe

n — p renversements ry, ..., r,_, tels quelconque
g=T10:--0Tp_yp

D’autre part, on sait que u € Inv(¢) est non nul (sifon /.= ¢ a des points fixes). Si I'on note
Fy = Inv(ry), d’apres la proposition ?? du chapitre V [jjon peut-donc supposer que Fj est tel que
u € f*. Posons alors FI = t /2(F1) et notons 7} le renversementyd’axe F} . Par la proposition
4.21, on obtient

/
tw = 190 ry

Mais alors

/ /
f=tgog=riorior oo - -0r, ,=71]0730 0T,
est une décomposition de f en produit dé nmy— p renversements. s

Remarque 4.31

Le théoreme est faux en dimension < 2. En effet, en dimension 1, Ist(E) = T(FE) ne peut étre
engendréspar les renversements, qui ne sont méme pas définis! Par ailleurs, en dimension 2 un
renversement n’est autre qu’une symétrie centrale, de partie linéaire —id. Donc les renversements
engendrent dans IsT(E) un sous-groupe formé des f telles que f = =id, donc constitué des
translations et des symétries centrales. Ce sous-groupe n’est pas Is*T(E) tout entier, puisqu’il

manque les rotations.
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4.4 Similitude affines

Définition 4.32

Une application (ensembliste) f : E — E est une similitude s’il existe k >0 (nécessairement
unique) tel que f(M)f(N) = kMN pour tous M, N € E. Ce réel k sera appeléyle rapport de la
similitude f.

Exemple 4.2
Une isométrie est une similitude de rapport 1. Une homothétie de rapportyk est une similitude

de rapport k = |A|.
Bien entendu, cette notion est la version analogue de la notion yectorielle :

Théoreme 4.33
f est une similitude de rapport k si et seulement si f € GA(E) &t fest une similitude vectorielle

de rapport k.

Preuve. Soit f une similitude de rapport k > 0. Soienty/ A€ E, h = hy-1et g =ho f . On a,
pour tout M € E: g(M)=h(f(M))=A+ k‘lAf(M;. D’ou,pour tous M, N € E,

g(M)g(N) = [k AF(N) — k= AF (]| = k| F(M) F(NJ|| = MA.

Ainsi, g est une isométrie, i.e. ¢ € GA(E) et ¢ € O(E)) d’aprés le théoreme 4.4, donc f =
htoge GA(E) et f=k ' est une similitude vectorielle.
La réciproque est claire. '

En raisonnant comme pour le cas des isométries, on obtientuy;

Corollaire 4.34
1. L’ensemble Sim(&) des similitudes de & est un sous-groupe de GA(&).

2. L’ensemble Sim™* (&) des similitudes directes (e & est unssous-groupe distingué de Sim(&).
3. L’ensemble Sim~ (&) des similitudes indivéctes ‘de-& n’est pas un groupe.

Proposition 4.35 Soit f une similitude qui n’estapas une isométrie, c’est-a-dire une similitude

de rapport k # 1" Alors f posséde un unique pownt, five, qu’on appellera le centre de f .

Preuve.

Par hypothese, pour tout 7 € E, If(FY| = k||| # ||| Donc 1 n’est pas valeur propre
de f , Le. Inu( f) = {0}, et on sait que cela implique 'existence d’un unique point fixe A. Autre
méthode Mquitte & remplacer f par f~! , on peut supposer 0 < k < 1, de sorte que f est

contractante. On conclut alors grace au théoreme du point fixe. '

Définition 4.36

On appelle similitude a centre toute similitude qui posséde un et un seul point fixe, c¢’est-a-dire
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— toute similitude qui n’est pas une isométrie (cf. proposition 4.35) ;
— toute isométrie qui possede un et un seul point fize, comme par exemple les syméetries cen-

trales, les rotations en dimension 2, les antirotations en dimension 3 . ..

Théoréme 4.37 (Décomposition canonique d’une similitude a centre)
Si f est une similitude de centre A et de rapport k, alors il existe une upique g €/1s4(F) telle

que f=harog=gohak

Preuve.

Notons h = hay . Alors g = h™! o f est une isométrie fixant A, (et ¢lest’évidemment la seule
telle que f = h o g. D’autre part, ho g et g o h coincident en A et ont méme partie linéaire k?,
d’ou le résultat. "

Malgré le vocabulaire, on prendra garde a ne pas confondre cette décomposition canonique de
la similitude f avec la décomposition canonique de I’endomorphisme affine f , au sens général
donné dans le théoreme 7?7 du chapitre I1 et employé*demouyeau dans I'étude des isométries
(cette décomposition-la donnerait une trivialité ici, puisqu’il y a un point fixe).

Corollaire 4.38
1. Le groupe Sim(&) est engendré par les isométries et les homothéties (de rapport positif),
donc par les réflexions et les homothéties (de rapport positif).

2. Sin = 3, le groupe Sim™ (&) est engendré par les déplacements et les homothéties (de
rapport positif), donc par les renversements et les homothéties (de rapport positif).

Preuve.
Cela provient du théoreme 4.37 et des résultats du paragraphe précédent. Les caractérisations

suivantes des similitudes affines découlent de leur analogue vectoriel. wn

Théoreme 4.39
Supposons n = 2 (pour parler d’angles). Pour f € A(&) injective, les conditions suivantes sont

équivalentes :
1. f est une similitude ;

2. [ conserve les angles non orientés (de vecteurs, de demi-droites, de droites) ;

\

3. f conserve Forthogonalité, au sens i : (@,C"ﬁ) = 0= (f(A)f(B), f(C)f(D)) =0.

Remarque 4:40

On a’en fait une caractérisation plus forte des similitudes. En effet, en utilisant notamment
le'théoreéme fondamental de la géométrie affine (cf. chapitre I1, théoréme ?7?), on peut démontrer
que si f estune bijection (non supposée affine a priori) de E, on a les équivalences :

1. frest une similitude affine;

2.°f conserve l'orthogonalité ;

Introduction a la géométrie affine
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3. f conserve les angles non orientés ;

4. [ envoie toute spheére sur une spheére.

Dans le reste de ce paragraphe, nous allons examiner en détail le cas de la dithension 2:
Théoreme 4.41
Soit ' un plan affine euclidien orienté.
1. Le groupe Sim™ (&) est constitué :
(a) des translations,
(b) des rotations (y compris les symétries centrales),
(c) des homothéties (de rapport positif ou négatif),

(d) et des composées commutatives hayorag = 1rago haxnd’une homothétie de centre A et

de rapport X\ > 0 avec une rotation de méme centre A.
2. L’ensemble Sim™ (&) est constitué :
(a) des réflexions,
(b) des réflezions glissées,
(c) et des composées commutatives hayosa = Saohay d’une homothétie de centre A et de

rapport X > 0 avec une réflexion d’axe contenant A.

Preuve.

Soit f une similitude du plan. Si f est une isométrie, alors on sait déja (théoreme 4.27) que
f est une translation, une rotation, une réflexion ou une réflexion glissée. Supposons donc que f
n’est pas une isométrie, c’est-a-dire qu’elle est de rapport k.s,1. D’apres la proposition 4.5 elle
possede un centre A et le théoreme 4.7 nous dit qu’elle g’écrit alors comme composée commutative
f=harog=gohay pour une unique g € Is4(&). Or.on a clairement

[SX:{T'A@ ; QER}
d’ou le résultat. '
Définition 4.42

Soit f une similitude plane a centre. D’apres le théoréme 4.41 elle peut étre de deux types :

1. 8i f s’écrit sous la forme [ = ha x©ag =Taghar, avec A€ E;XN> 0,0 € R, on dira que
f est la stmilitude directe de centre A, de rapport X et d’angle 6.

2. Si fys’écrit.sous la forme hyyo sy =5a0hay , avec A€ A et A >0, on dira que f est la
similitude indirecte de centre A, de rapport \ et de droite A.

Remarque 4.43

On remarquera qu’en dimension 2, toute homothétie, méme de rapport négatif, est une simili-
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tude digecte. En fait, si A > 0, ’homothétie hy x est la similitude directe de centre A, de rapport
—“X>)0 et d’angle m (au sens de la définition précédente), c’est-a-dire la composée ha _x 0 sa.
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Voici une caractérisation essentielle des similitudes planes.

Théoreme 4.44
Soit & un plan euclidien orienté.

1. Les similitudes directes conservent les angles orientés (de vecteurs, de demi=droites ou de

droites), et ce sont les seules applications affines injectives posseédant/ette propriété.

2. Les similitudes indirectes contrarient les angles orientés de vecteurs (de vecteurs, de demi-
droites ou de droites), et ce sont les seules applications affines injectives possedant cette

propriete.

Proposition 4.45
Soit E un plan euclidien orienté. Etant donnés quatre points A 2 B et A # B’ de E, il existe
une unique similitude directe (resp. indirecte) f envoyant AwsumA’ et B sur B’ .

Preuve.
Les conditions f(A) = A et f = o déterminent alors completement 1'unique similitude directe
(resp. indirecte) f qui convient. "

©FAST & IMSP / UAC

Introduction a la géométrie affine

Notes de cours



®
U+ +v) =4y | 2duoyds = 1dsody | Vluo TdHVs = TdHVs 0 U4y 0 o[8URD 10 (4 D V) [ 011U 9P ¢ OXB P UORIOIUY
{} dg Mods =750 90p ({0} Nd Dn) N IMI6A 8D 19 47 9XR D 99SSI[3 SLIIPWAG
& s 05 47 oxe,p noropY
Juetueoe[dopriuy
{} vy 2)o PGy ="010" ({0} N @ FN) N M010A0D 10 (L} D ©) © o[Fur,p ‘7 oxe,p oFvSSIA
% v'd,y, R ("> 0) © o[’ p 1947 OXe,p UOIYRIOY
{} apy 2 9 9p 6 )4 IN9IIPA SD UOIR[SURI],
S “p? 7P P PHIOP]
Juetuooeido(]
Jaug T\ QITROUI| dI}IR] J op suoryejou 90 SWON
guolsuswiip uy g'g'¥y
{} ds Mobs =050 90op ({0} N @ 2n) N MdI0A 9P 10 (5 OXe P 99SSI[S OLIJPWAG
ds ~ s ¢ oXe,p UOIXo[oYy
Juoweoeidoprjuy
{5} © T (L D 0) 0 J[SuRp 10 P Op {5 91U OP UOIJRIOY]
{} apu %) 2 0p (0 # 1) P MDA 9P UOIYR[SURL],
apy " 5p1 9 op omop]
Juouade[da(]
Qnu 7 Jauy 7 r\J QIIRYUI[ SI}IRJ J op suoryejou jo SWON
g ¢ uolsuawip uy" T°S'Yy
s
ﬁm SOLIJOIOST SI9P gOmuﬁﬁﬂ—meNUQm 5B 7

Jpp un 3so vostrone uou ordosojoyd v gures (px

©FAST & IMSP / UAC

Notes de cours

Introduction a la géométrie affine



Exercice

4.6 my exams

Exercice 4.3
Soit ABC' un triangle non aplati, I le milieu de [AB], J le milieu de [BC| et/ K le milieu de
[AC].
1. Montrer que ['orthocentre du triangle IJK est le centre O du, cercle circonscrit a ABC.
2. Soit G le centre de gravité de ABC' et h [’homothétie de centre G. et de rapport —%.
(a) Quelle est l'image par h de
i. A, BetC?
it. la hauteur de ABC' passant par A ?
i11. lorthocentre H du triangle ABC' ?
(b) En déduire que AH =207,

3. Soit AB la corde d’un cercle €. Montrer que le liew"de [’orthocentre du triangle ABM,
lorsque M décrit €, est le cercle €' symétrique orthogonal de € par rapport a (AB)

Exercice 4.4
Soient l'espace affine R® dont la direction est munie de sa base canonique B = (e, es,e3).
Considérons la transformation f de R® donnée par

( , 9 g 2 6 38
=—0F -9 —2+ —
W n T
2 9 6 17
wyy,2) — (2, 7)) ou A — Lyt —z+ —
5 [y, 2) (=9, %) A TR LI AR TR
S 4 T+ 6 ‘ 2 29
=i - —N _ — — — —
E k e 1t n
§ 1. Justifier que f est une transformation affine.dont-on précisera la matrice M de sa partie
8 Lz
5 linéaire f.
§ 2. Démontrer que f est une application’ orthogonale puis en déduire que f est une isométrie
g affine.
o3
§ 3. L’application.f admet-elle un point fixe ?
;g 4. Démontrersque le plan &2 d’équation x —y+3z+3 = 0 est stable par f et que la restriction
E* fie de fa & est une translation de vecteur U a préciser.
& d.Détermyiner 'ensemble des points fizes de l'application g = t_z o f. Que peut-on conclure
S sueda nature de la transformation g ¢
'~
T 6.°On considere v = (—17 %, %) Détermainer ['expression analytique de la symétrie glisée d’axe

P et de vecteur U.
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7. Soit Y = B+Rw ouw = (%, %, %) et B= (—1,0, %) Donner ’expression analytique, de la
rotation d’aze 9 et d’angle %.
8. En déduire celle de l’antirotation d’are 2, d’angle % et de centre B.

9. Déterminer le point V(Q) ot V : R* — R? est le vissage d’aze 9 d’angle T et de vecteur

. 295 5
a=\(=,==]-
66 2

Exercice 4.5

Soit A € M (R) une matrice de type (m,n) a coefficients réels et B € M, 1(R) une matrice
de type (m, 1) a coefficients réels. On considére
3?:{)(6}12{"; AX:B}.

1. Donner la définition d’un espace affine.

2. Justifier que % est un espace affine tout en précisant sa diréction.

3. Quand est-ce que F est vide ¢

4. Discuter suivant le rang de la matrice A la dimension de % .

Exercice 4.6
Soient A et B deux points d’un espace affine & euclidien de direction E et ¢ Uapplication de
& dans & qui a M de & associe le point o(M) défini par :

1
oM (M) = TAM — 30297\7

1. Justifier que @ est une application affine et présicer sa partieylinéaire g.
2. En déduire la nature géométrique de ¢. (On la caracteriseragpar son nom et ses éléments
géométriques).

3. On suppose que & = R3 muni de ses structures affine et euclidienne canoniques. Soit le
repére cartésien (O, €1, €y, €3) de &. On considére le point G'= bar((A 7); (B, —§)> et on

12 3
1 1 3 T
A=1-1,=-,2|, B= ——,1 = /=, ~1,4 = —.
donne ( 5 ), (3, 5 ),C (2, , ) et a 5

(a) Reconnaitre l'endomorphisme affine t5g.0 ©)de & et donner son expression analytique.

b) Déterminer la nature géométriqué de ['application rq, © @, 0l Tq.o €st la rotation de
g q pp ; ¥ ;

centrel G et d’angle «.
(c) Détermimer’l’équation cartésienne du plan & perpendiculaire a (AB) et passant par G.
(d) Dennerl’écriture matricielle de p: & — &, la projection orthogonale sur 2.
(EhLn déduire Uexpression analytique de lantirotation Vg, de centre G et d’angle «.

1
Déterminer le point V(D) ou D = (—5, 0, 1) :
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Exercice 4.7
Soit & un espace affine de direction [’espace vectoriel E de dimension n.
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1. (Question de cours) Rappeler les définitions des notions suivantes :
(a) endomorphisme affine de &,
(b) similitude de &,
(c) similitude indirecte de &,
(d) réflexion de &.

—3r — 4
2. On considére Uapplication f : R? — R?, f: o — v o .
Y —dx + 38y — 1

(a) Montrer que f est une similitude dont on précisera le rapport.

(b) Montrer que f se décompose sous la forme f = howu =wu o hysot h est une similitude
simple dont on précisera la nature et u est une isométrie dont on précisera la nature et
les éléments caracteristiques.

(c) Déterminer ’équation cartesienne de l’ensemble des point invariants de u.

Exercice 4.8
On suppose que & est euclidien de dimension 3 et Kdest rapporté a une base orthonormée
directe B = (;, 7, lg) On considere la rotation f d’axe D dirigée et orientée par €y = \/Lg(;%—ij E)

et d’angle g mod (27).
1. Soit @ € E. On pose @ = W, + Ws, ot Wy € D et W, € D.
(a) Calculer f(s) en fonction de Wa, € N Ws.
(b) Calculer f(w) en fonction de W, Wy et € N Ws.
(¢) Ecrire wy en fonction de €y et des coordonnées de(i.
2. Déterminer Uexpression analytique de f dans lasbase canonique de R3.

3. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de RS,

Exercice 4.9
Soit P et D' les droites de l'espace affine ustel R® d*équations

r—2y+z = 3 ; 20+2y+z = 2
€
—x+4y+2z = 5 20 —4y+3z2 = =2
1. Montrper quesies droites & et P'"ne sont pas paralléles.
2.. Trouwer unyvecteur directeur de la perpendiculaire commune aux droites 9 et 9'.

3. Déterminer les points d’intersection H et H' de cette perpendiculaire commune avec les

droites’ 9 et 9.

Exercice 4.10

Seit & un espace vectoriel euclidien de dimension 3.
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1. (Question de cours)
(a) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Rappeler la définition de FL le supplémentaire

orthogonal de F'.

(b) Montrer que si F est stable par une transformation f de E alors sen supplémentaire
orthogonal F* est aussi stable par f.
2. Soit r € SO(E). Montrer qu’il existe une base orthonormale A telle que la matrice de r
dans cette base soit de la forme

1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf

3. Soit A une matrice orthogonale directe en dimension 3. Montrer que c’est la matrice en
base orthonormale d’un retournement si et seulement si/sa, trace est —1.

4. Soit & un espace affine de dimension 3 de directionnE, (O,e_1>,e—2>,e—3>) un repere de &.
Reconnaitre la transformation ¢ d’expression analytique

Tz = }l(Zx — 6y = \/Bz)

y = 1(V6r+3y—2y+1
‘= 1(WV6r—y+32)+1.

N

Exercice 4.11
Dans le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormal direct (O, e_f, e_2>), on considere les
points A(—2,3), B(3,-2), C(2,—3), D(—3,2) et h I'homothétie dexcentre A et de rapport —. On
note A’ = h(A), B' = h(B), C' = h(C) et D' = h(D).
1.(a) Montrer que ABCD est un parallélogramme dontlon précisera le centre.
(b) En déduire que A’B'C'D’ est un parallélogramme.

2. Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que
MA? + MB?> + MC?* +MD* =k (k>0 fizé).

3. Quel est l’ensemble des points M du plam tels que

IMA + MB — MC —MD| = |MA + MB + MC + MD|.

Le construare
4. Quellestil’ensemble des points M dw.plan tels que
MA* + MB? + MC?* + MD* = MA? + MB” + MC"” + MD".

Exercice 4.12
Dans'lée plan affine euclidien & muni d’un repere orthonormal direct (O, i , j ), on considere
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PPensemble 1" des points M ( o ) vérifiant x* + /3xy + 1 —2 = 0.
)
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1. Justifier que I' est une courbe conique a centre dont on précisera la nature et le ¢entre S.
2. On donne les vecteurs e] = %(? - \/57) et & = %(\/3? + 7)

(a) Justifier que (€1, €) est une base orthonormale du plan vectoriel associé a 2.

(b) Ecrire une équation de T' dans le repére (O, et, €3).

(¢) En déduire une équation de T dans (S, e1,€3).

3. Représenter dans (S, e, e_g) la courbe d’équation

22
4

4.7 New series

Exercice 4.13
On suppose que & est un plan muni d’un repére cartésien:R. Donner la représentation matri-
cielle de laffinité d’axe @ d’équation x + 2y — 1 = 0 de direction D' d’équation 3y — x = 0.

Exercice 4.14
On suppose que & est de dimension 3 et muni repere cartésien R. Montrer que [’application
f:& — & de représentation matricielle

¥ = -y — z +1
y = 20 — y — 2z +2
7 = r + vy + 2z -1

dans R est une symétrie dont on précisera les éléments caractéristiques.

Exercice 4.15

On suppose que & est euclidien de dimension 3 et E“est rapporté a une base orthonormée
directe B = (;, ;’, /2) Déterminer la matrice dans B de/la rotation d’axe dirigée et orientée par
i+ 7]+ Fk et dangle g mod (27).

Exercice 4.16
On considére Fespace euclidien orienté usuebR3. Soit f l'endomorphisme de R dont la matrice
dans la base canonique est

1 8 1 —4
A=—-| -4 4 -
9 7

1 8 4

1. Montrer que f est une rotation de R3.
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Exercice 4.17

Reconnaitre les endomorphismes affines de R?® suivantes :

x - 4+ 2y — 2z — 1

Lo | y | — 3y + 2z + 6
z — 4y + 3z + 6

W o~ 37 T g

2.0y |— ]| = + %y — 32 + 2
z -z + iy + 3z + 3

Exercice 4.18

—3r,= 4
Quelle est Uapplication f : R? — R? o : = y o
Y —4z + 3y — 1

Exercice 4.19
Démontrer que les représentations paramétriques suivantes definissent le méme plan :

r = 2 4+ s + 2t zo= 1 4+ 3u — v
y = 2 + 25 + t et y = 3 + 3u + v
z =1 — s — t z = 1 — 2u

Exercice 4.20
On considere les deux droites

(_@1);{ 3 = y — =z et (%):{; z —x + 32.

-1 = -z - y + =z

1. Donner les vecteurs directeurs de 9, et Ds.
2. Déterminer une équation paramétrique de Ps.

3. On fize un point M, de Dy dépendant du parametre o otnty est l’abscisse du point M,,.
Donner une équation du plan &, passant pat My et contenant 9.

4. Parmi tous ces plans, y en- a-t-il un qui Soit perpendiculaire a Do ¢ Donner son équation
le cas échéant.

Exercice 4.21

1. Soit f la tvansformation de l'espace définie analytiquement par

"= 4% 3 + 2y — 2z
y = 8 — 8 + by — 4z
z 4 — 4dx + 2y —=z

(a)wDéterminer les ensembles des points invariants par f.

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit

(b) Démontrer que pour tout M d’image M', le miliew de M et M est dans le plan & et
que (M M') est paraléle a une direction fixe.
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(c) En déduire une caractérisation simple de f.

2. Reconnaitre la transformation ¢ de 'espace affine R3 d’expression analytique

¢ = 32e—y—z+1)
= (- x—|—2y—z—i—1)
4 s(—x—y+22+41)

Exercice 4.22
Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct (O, 07, 07, soit_la transformation du plan
définie par

= \%(Q;+2y—1)
y = #(20+y+2)
Calculer les coordonnées de O' = f(O), I' = f(I) et J' = f(J).
—_— — . ) ) )
Montrer que (O',0'I",O"J" est un repére orthongrmé dusplan. Est-il direct ¢
En déduire que f est une isométrie. Est-elle directe ?
Détemriner l’ensemble des points invariants par f et reconnaitre de f.

Donner Uexpression analytique de la réciproque f~ de f.

S S o v~

Calculer limage par f de la droite d’équation 2x —y+ 1 = 0.

Exercice 4.23
(A, B,C) est un repere affine du plan affine & ; A', B' et C'les milieux des cotés |[BC| et
[CA] et [AB] respectivement. Soit o un réel différent de 1, on_désigneé par par I le barycentre de

(B,1) et (C,—a). Déterminer les coordonnées barycentriqués
1. de I dans le repére (A, B',C") ;
2. du milieu M de [AI] dans le repére (A', B',C").

Exercice 4.24
Soit & un espace affine euclidien de dimension 3_muni d’un repére orthonormal directe R =
(O,Z,j, /2) On considére les points A = (3,v/3,3)WB = (3, —/3,3) et C = (4,0,0).
1.(a) Démontrer que les 3 points O, A et B déterminent un plan & dont on précisera une
équation/ cartésienne dans le reperesR.

(b) Calculer les distances OA, OB et AB. En d éduire la nature OAB.
(c) Lesypoints O, A, B et C sont-ils coplanaires ¢

(d)
2. Soit G lisobarycentre de O, A, B et C
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(a) Déterminer l'isobarycentre G dans R.

(b) Démontrer que (GC) est perpendiculaire a 2.
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(c) Calculer les coordonnées de D, intersecrtion de & et (GC).

3.(a) Démontrer que la transformation de ’espace affine définie par (x,y, z) — (®, —y, 2), est

une isométrie.
(b) Quels sont ses points fizes ¢
(c) Déterminer les images par [ de O, A, B et C. Que remarque-t-on/?
Exercice 4.25

Soit k > 0 un réel firé, A et B deuz points du plan. Déterminer l’ensemble des points M du
plan vérifiant MA = kM B.

Exercice 4.26
Soit A, B et C' les sommets d’'un triangle équilatéral de cété 1.) Déterminer [’ensemble des
points M du plan qui vérifient MA? + MB?> + MB? = 1.

Exercice 4.27
Dans le plan euclidien, on donne deux parallélogrammes ABCD et A'B'C'D’ de centres res-
pectives O et O'.

1. Quel est l’ensemble des points M du plan tels que
MA? + MB?> + MC?*+MD*=k (k>0 firé).
2. Quel est ’ensemble des points M tels que
AM?+ BM?* + CM?* + DM?* = A'M? + B'M* + @'M* + D'M* ?

3. Quel est l’ensemble des points M du plan tels que

IMA + MB — MC — MD|| = | MAN MBSAMC + MD|| ?

Exercice 4.28
On donne un triangle non aplati ABC. Quel est [’ensemble des points M du plan tels que
MB? — MC? = AB? — AC? ? En déduire que lessliauteurs d’un triangle sont concourantes en un
point D qui qui vérifie
AB? + CD* = BC? +'AD? = CA* + BD*.

Exercice 4.29
La bissectrice de ’angle en A du triangle ABC' coupe en D. Calculer la distance AD en fonction
deeBC/=wa, AC=0b et AB = c.

Exercice 4.30
Llespace est reporté au repére orthonormal % = (O,;,j, E) On considére le plan &2 d’équation
2pty'— 22+ 4 =0 et les points A(3,2,6), B(1,2,4) et C(4,—2,5).
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1.(a) Vérifier que les points A, B et C définissent un plan.
(b) Vérifier que ce plan est le plan &.
2.(a) Démontrer que ABC' est un traingle rectangle.

(b) Ercire un systeme d’équations paramétriques de la droite & passant par O-~et/perpendi-
culaire a &.

(c) Soit K le projeté orthogonal de O sur &. Calculer OK.
(d) Calculer le volume du tétraédre OABC
3. On considére dans cette question le systéme de points pondérés § = {(O, 3),(A,1),(B,1),(C, 1)}
(a) Vérifier que ce systéme admet un barycentre qu’on notera G
(b) On note I le centre de gravité de ABC' . Démontrer que le point G appartient a (OI).
(¢) Déterminer la distance de G au plan Z.
4. Soit I' ’ensemble des points des points M de [’espace. téls que

I3MD + MA + MAB MV AC| = 5.

Déterminer I' est la nature de l'ensemble des pointsicommuns a I' et &2 ¢

4.8 algebra training 4 others

Exercice 4.31

1. Rappeler la définition d’un espace vectoriel E sur K, d’unfsous-espace vectoriel de E.

2. L’intersection, la réunion, la somme d’une famille (finie ou now) de sous-espaces vectoriels
de E est-elle encore un sous-espace vectoriel ? Méme question pour le complémentaire d’un

sous-espace vectoriel. Qu’est-ce que la < formule de” Grassmann > ¢

Exercice 4.32
Soit A une partie de E.

1. Rappeler la définition du sous-espace vectoriel engendré par A, que l’on notera VectA.

2. Comment décrire explicitement VectA(lorsque A est non vide ? Que vaut par ailleurs
Vect(op) ?

3. Soit B une agutre partie de E. Que/peut-onidire de Vect(AU B) ?
4. Soientx,y €. A-t-on Vect(x +y) =Vect x + Vect y ¢

Exercice 4.33
On supposeque E est de dimension 3, et on considére les sous-ensembles suivants :

F={(x,y,z) € E : 20 —y+ 3z =0},
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1. Vérifier que F, G, et H sont des sous-espaces vectoriels de E, puis calculer leur dimension.
2. Montrer que F' et G sont supplémentaires dans E.

3. Montrer que G C H. La somme F + H est-elle directe ?

4. Déterminer FNG N H. La somme F + G + H est-elle directe ?

Exercice 4.34
On note n = dimkFE.

1. Rappeler les définitions d’une famille libre, d’une famille génératrice, d*ne base de vecteurs

de E. Que peut-on dire sur le nombre d’éléments de telles familles ?
2. Qu’est-ce que le rang d’une famille de vecteurs ? d’une matrice? dune application linéaire ¢

Qu’est-ce que la < formule du rang > ¢

3. On suppose que n = 3 et on munit E d’une base. Déterminer, en fonction du paramétre
a € K, le rang d la famille de vecteurs (a,1,1), (1pa,¥), (1,1,a). [Plusieurs méthodes sont
possibles. |

Exercice 4.35
On note n = dimkE, et E* le dual algébrique de E, c’est-a-dire l’espace vectoriel L(E, K) des

formes linéaires sur E.
1. Soit x # 0 dans E. Prouver qu’il existe f €* telle que f(x) # 0.
2. Notons E** = (E*)* le bidual de E. Soit alors ¢ : E —, E** définie par v — (¢(x) :
fr— f(z).
(a) Montrer que ¢ est linéaire et injective.

(b) Soit (e;), une base de E. Pour tout i € [[I)n]ls on pose ef : v = > "  xie; — ;.
Montrer que e} est une forme linéaire, qu’elle est caractérisée par la relation ef(e;) = 6; ;,
et qu’elle constitue une base de E* (qui est donc de dimewsion n), appelée base duale de

la base (e;).

(¢) Déduire des résultats précédents que ¢ est bigective, puis que si (f;)h, est une base de
E*, alors il existe une base (e;)"_, tellesque e = f; pour chaque i.

3. Soit (e;) une base de E, (e}) sa base duale, p € [[1,n]] et F' = Vect(es,...,e,). Montrer que
six € Elalorsw € F <= ef =0 pour tout i € [[p+ 1,n]].

4. Soieng~E ume-partie non vide de Eyet p € [[0,n — 1]]. Montrer I’équivalence :
(a) Eest up sous-espace de dimension p de E ;

(bl existe des formes linéaires fi, ..., fu—p linéairement indépendantes dans E* telles que
F=N_l Kerf;.

5. Soit (e;)!_, une base de E. Soit H une partie non vide de E. Etablir I'équivalence :
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(b) il existe une forme linéaire non nulle f sur E, définie a un facteur miltiplicatif non nul
pres, telle que H = Kerf ;

(c) il existe un n-uplet (ay, ..., ay,) de scalaires non tous nuls, défini a un facteurunultiplicatif
non nul pres, tel que pour tout x =), x,6; € E, on ait v € H <= a1+~ - -+ @z, = 0.
On dit alors que l'équation ayx; + -+ + a,x, = 0 est une équation eartésienne de
Uhyperplan H (dans la base (e;)).

6. Prouver que, dans l'implication précédente (a) = (b), on peut prendre pour f l'application
définie par f(z) = detg(uy, ..., u,_1,7), ot (u;)7= est une base_de Hyet B une base de E.
Application : dans E de dimension 3, muni d’une base, déterminerune équation cartésienne
du plan engendré par u = (2,-3,1) et v = (1,—1,2).

7. Soit F' un sous-espace de dimension p < n—1. Prouver qu’il existe une matrice A = (a;j) €
M(n—p,n; K), de rang n—p, telle que F' soit l’ensemble des solutions du systeme AX = 0.
Ce systeme est alors appelé systeme d’équations cartésiennes du sous-espace F.
Application : dans E de dimension 3, muni d’uné baseydéterminer un systeme d’équations
cartésiennes de la droite engendrée par u = (2, +3,1).

8. Réciproquement, démontrer que l’ensemble F' des solutions d’un systeme du type AX = 0,
avec A € M(n — p,n; K) est un sous-espace de dimension > p, et que c’est un sous-espace
de dimension exactement p si et seulement si A est de rang n — p.

Application : dans E de dimension 3, muni d’une base, trouver l’ensemble des solutions

du systeme
r4+2y—2=0
20+ Ty —22=0
—r+3y+z2=0

Exercice 4.36

1. Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires dans B,
(a) Rappeler la définition de la projection p deAgwsur B’ parallélement a G.
(b) Montrer que p est linéaire, déterminer alors son noyau et son image. Est-elle injective,
surjective ¢
(c) Vérifier que pop = p.
(d) Montrersqu’il existe une base naturelle de E dans laquelle la matrice de p est diagonale.
(e) Soit q'la/projection de E sur G parallelement a F. Quel lien existe-t-il entre p et q ¢
2. Soit ffun endomorphisme de E telquelf o f = f. Prouver que E = Imf @& Kerf et que f

estda projection sur Imf paralléelement a Kerf.

Exercice 4.37

Avec les motations de l’exercice précédent, l'application s = 2p — id s’appelle la symétrie par
rapport a F parallelement a G.

Stw/=y+ z avec (y,z) € F x G, prouver que s(x) = y — z, puis établir les analogues des
résultats de 'exercice précédent.
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4.8.1 Espaces affines, applications affines

N.B. Sauf mention explicite du contraire, dans tous les exercices de ce paragraphe, E désigne

un espace affine de dimension finie sur un corps K, avec K = Q, R ou C.

Exercice 4.38
Démontrer les assertions suivantes :

1. Pour tous A, B,C, D € E, les propriétés suivantes sont equivalentes. :

(a) AB = DC ;
(b) AD = BC';
(¢c) AL + AD = AC.

2. La relation de Chasles (Al) se traduit par : YA € E, TS E, (A + 7) + Y =
A+ (Z+7).

3. PourtoutAEEettous?,?éﬁ,A—F?:A—k?@?:?.

4. PourtousA,BEEettous?,?éﬁ, (B+7)—(A+?):1ﬁ+7—?.

Exercice 4.39
Soit F' un K -espace affine, et soit f € A(E, F). Alors f est injective (resp. surjective, bijective)

si et seulement si 7 [’est.
Ezercice 10

Soit F' un K-espace affine. Pour tout A € E et tout B € F', on noteyespectivement Y4 g : ﬁ —
Eqetypr: — Fp les isomorphismes linéaires induits parsla vectorialisation de E en A et

de F' en B. Dans ce qui suit, on fize une application [ Ef— F.
1. Pour o € L(B, F), prouver [’équivalence entre les, deuz econditions suivantes :
(0) VAC E,NT € E, f(A+7) = f(A) + o(@)
(b)) VA€ E, f=vparoootyly.
2. En déduire [’équivalence des conditions :
(a) f est affine;
(b) pour tout/A € E, [ est linéaire de E, dans Fya).

Exercice 4:40
10 Démonmtrer les propriétés suivantes des translations :
(a) Rour tous 7,7 S E, lgoty =tgiyg =tygotly;
(b). Pour tout 2 ek, tz est bijective, d’inverse t%l =t_=.
(c) Pour tout f € A(FE), pour tout 7€ ﬁ, fote = 7 © f.
(d) Pour tout couple (A, B) € E x E, il existe une unique translation t telle que t(A) = B.
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2. Soit h = ha une homothétie de E. Démontrer les résultats suivants.

(a) Si h' = ha, est une autre homothétie de centre A, alors la composée h o W' est encore

une homothétie de centre A, et cette composée est commutative.

(b) h est bijective, d’inverse h™ = hat.

Exercice 4.41

Rappelons qu’une homothétie de centre A et de rapport A = —1 s’appelle symétrie de centre A.
on note alors sy = ha _;.

Soient A, B deux points de E (distincts ou non). Prouver : sp o sy =W, 5.

Exercice 4.42

Dans cet exercice, E et F' désignent deux K -espaces vectoriels, munis de leur structure affine
canonique. On note O le vecteur nul BE de E, vu comme point desk, et O le vecteur nul BF de
F', vu comme point de F.

1. Soient W € F et o € L(E,F). Montrer que f =g 00 est une application affine de E dans

F.
2. Réciproquement, soit f € A(E, F). Montrer que f s%écrit f =t oo, avec U = O'f(O) et
o= [ (en particulier, U et o sont uniques).

3. En déduire une caractérisation des applications linéaires parmi [’ensemble des applications
affines de E& dans F.

4. En déduire également une description des ensembles A(K et GA(K).

Exercice 4.43
Soit f € A(F) telle que ? = Nidg pour un A € K mDémontrer :

1. si X\ # 1, f est une homothétie [prouver d’abord Fezistenee d’un unique point fize];

2. si A\=1, f est une translation.

Exercice 4.44
Ecrire la représentation matricielle d’une homothétie, d’une translation, dans un repere cartésien
donné de FE.

Exercice 4.45

1. Montrerque l'ensemble C des nombres) complexes posséde une structure de plan affine sur

R. {Dans la suite de cet exercice, c’est ainsi qu’on le considérera.)

2. Démontrer : pour toute f : C — C, f est affine si et seulement s’il existe a,b,c € C tels
que f(z) = az + bz + ¢ pour tout z € C.

3. Parmi les endomorphismes affines du plan C, caractériser ceux qui sont bijectifs.
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4. Comparer les résultats précédents avec ceux de l'exercice 13.

©FAST & IMSP / UAC

Introduction a la géométrie affine

Notes de cours



Sous-espaces affines 87

Exercice 4.46
Soient G un groupe (noté multiplicativement) et E un ensemble. On appelle action (eu opération)
de G sur E toute application ¢ : G x E — E vérifiant

1. pour tout x € E, v(1,2) = x;
2. pour tout & € E et tous gy, gs € G, (g1, g2,7) = (g1, Y9, 7).

En outre, on dira que cette action est simplement transitive si, pour tous r,y/c€ E il existe un et
un seul g € G vérifiant ¥ (g,z) = y.
Démontrer qu’un espace affine n’est autre qu’un ensemble non vide“sur lequel agit simplement

transitivement un espace vectoriel ﬁ (vu comme groupe abélien).

4.8.2 Sous-espaces affines

N.B. Sauf mention explicite du contraire, dans tous les(exercices de ce paragraphe, E désigne

un espace affine de dimension finie sur un corps K, aveerKi= Q,; R ou C.

Exercice 4.47

1. Soient F,G deux sous-espaces de E. Démontrer les résultats suivants.
(a) Si ' C G, alors Fc T etdimF < dimG.
(b) Si FF C G et dimF = dimG, alors F = G.
(c) SiFcd et FNG # ¢, alors F C G.

2. Soit F' un sous-espace de dimension p de E. Montrer : si p <.d < dimFE, il existe au moins
un sous-espace G de dimension d de E qui contient F.

3. La réunion de deur sous-espaces affines, le complémentaire d’un sous-espace affine, sont-ils

encore des sous-espaces affines ?

Exercice 4.48
Dans cet exercice, E désigne un espace vectoriel, muni de sa structure d’espace affine canonique.

On note O le vecteur nul 8 de E, vu comme paoint de F-

1. Montrer que tout translaté t (V) d’un sous-espace vectoriel V de E est un sous-espace

affine de Egxde direction V.

2. Réciproquement, montrer que tout sous-espace affine de E est le translaté d’un sous-espace
vectoriel, de B

3n Prouver [’équivalence, pour un sous-espace affine F' de F :
(6)NF est un sous-espace vectoriel de E ;
(b) Okc F;
(c)F=F.
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Exercice 4.49

Les relations de parallélisme, de strict parallélisme entre sous-espaces affines sont-elles, des

relations d’équivalence ? Si F, G, H sont des sous-espaces de E, a-t-on le droit d’éerire F||G||H ?

Exercice 4.50
Soient A, B,C, D quatre points non alignés de E. Montrer que ABCD est*um, parallélogramme
si et seulement si (AB)|[(CD) et (AD)|(BC).

Exercice 4.51

En utilisant le théoréeme d’incidence, démontrer les résultats suivants.

1.
2.

S o o
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10.

11.

Deux points distincts engendrent une droite.

Un point et un sous-espace de dimension p ne passant pas par ¢e point engendrent un sous-

espace de dimension p+ 1.

Deux droites paralléles distinctes engendrent un plan.

Deux droites sécantes distinctes se coupent en un point et un seul, et engendrent un plan.
Deux droites non paralleles et non sécantes engemdrent un sous-espace de dimension 3.

Deuz droites sont coplanaires si et seulement si elles sont paralléles ou bien sécantes en un
point.

St une droite et un plan se coupent, et si la droite n’est pas dans le plan, leur intersection
est réduite a un point et ils engendrent un sous-espace de dimension 3.

St une droite est paralléle a un plan et n’est pas contenue dans ce plan, la droite et le plan
engendrent un sous-espace de dimension 3.

St une droite n’est pas paralléle a un plan et ne le rencontre pas, la droite et le plan en-
gendrent un sous-espace de dimension 4.

Dans un espace affine de dimension 3, une droitesqui n’est pas paralléle a un plan le coupe

en un point et un seul.

Dans un espace affine de dimension 3, deux. plans non paralléles se coupent suivant une

droite.

Exercice 4.52

Déduire de llexercice précédent :
1.
2.
3.

/.

Exercice4.53
Omysuppose dimFE = 3. Soient Py, P, deux plans de E sécants selon une droite D. Soient

les positions relatives possibles pour dewz/droites d’un plan ;
les positions relatives possibles pourideuz plans d’un espace de dimension 3 ;
les positions relatives possibles pour deux droites d’un espace de dimension 3 ;

les positions relatives possibles pour une droite et un plan d’un espace de dimension 3.

AePl, B,C € P, avec B # C, tels que A, B,C ne soient pas situés sur D.

Introduction a la géométrie affine
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1. Vérifier que A, B,C sont non alignés, donc engendrent un plan noté (ABC).
2. Déterminer la nature de l'intersection Py N (ABC).

3. Construire géométriquement cette intersection.

Exercice 4.54

Supposons dimFE = 3. Soient D1, Dy deux droites paralléles, soient Py un plan contenant D,
et Py un plan contenant Do tels que Py et Py soient sécants selon une droitess, Démontrer que A
est parallele a Dy et a Dy : c’est le théoreme du toit.

Exercice 4.55
On suppose dimFE = 3. Soient P et P' deux plans sécants selomwmne droite A. Soit O un point

n’appartenant ni a P, ni a P'. Soient Dy , Dy , D3 trois droites.non coplanaires, concourantes en
O et coupant P (resp. P') en A, B,C (resp. A", B',C").

1. Veérifier que A, B,C (resp. A', B',C") sont distincts et/non alignés.

2.(a) Montrer que (BC) et (B'C") sont sécantes ot paralléles.
(b) Montrer que si ces droites sont paralléles, elles'sont egalement paralleles a A.
(c) Montrer que si ces droites sont sécantes, leur point commun est situé sur A.

3. On suppose que (AB), (AC), (BC) coupent A en I,J, K, respectivement. Prouver que
I, J, K sont sur (A'B’), (A'C"), (B'C"), respectivement.

Exercice 4.56

Prouver les assertions suivantes.

1. Si h est une homothétie de centre A et de rapport A, alors M M’ = h(M) et A sont alignés

AM'
et ——= = A.
AM
2. Réciproquement, si A, B,C sont alignés avec A # B, et A5 C, alors il existe une unique

T
homothétie de centre A telle que h(B) = C' : celle dont le rapport vaut %

Exercice 4.57
Soit F' un autre K-espace affine et soit fie A(EyF). Démontrer les résultats suivants.

1. Si G est un sous-espace affine de Efalors f(G) est un sous-espace affine de F', de direction
f(G) = 7(6) En outre, dimf(G) < dimG, avec égalité si f est injective.

2. Si H\ est un,sous-espace affine de Fvalors f~1(H) est soit vide, soit un sous-espace affine

de E,de direction f~'(H) = 7*1(ﬁ)

Exercice 4.58

%
Soit oyune application linéaire entre deux espaces vectoriels E et F'. On fixe b € F. Montrer
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que l’ensemble des solutions de [’équation a(?) = b est soit vide, soit un sous-espace affine de
F,de direction a préciser.
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Exercice 4.59

1. Soit f € GA(E). Vérifier que f envoie tout sous-espace de E sur un sous-espace de méme

dimension.

2. Réciproquement, prouver que si F' et G sont des sous-espaces de méme dimenston de F,
alors il existe f € GA(E) tel que f(F) = G. Ce f est-il unique ¢

Exercice 4.60
On suppose E de dimension > 2. Soient H un hyperplan de E, D _une droite supplémentaire
de H dans E, et p la projection sur H parallelement a D .

1. Déterminer ['tmage réciproque par p d’un point H, puis d’'une dreite de H.
2. Déterminer les images par p :
(a) d’une droite,
(b) de trois points alignés distincts,
(c) de deux droites paralléles distinctes, dont la direction commune n’est pas B

Dans chacun des cas, caractériser les différentes situations possibles.

Exercice 4.61

Soit f un endomorphisme affine de E. Démontrer que f est une projection si et seulement si

fof=1.

Exercice 4.62
Démontrer le < théoréme de Thalés (et réciproque) dans un triangle > .

Exercice 4.63
).

On suppose E de dimension n > 1, muni d’un repére cartésien R = (O; B), avec B = ("€;
1. Soit f: E — K une application (ensembliste JProwwer 'équivalence des assertions :
(a) f est une forme affine sur E;

(b) il existe des scalaires oy, ..., et B tels que :
st M = (z;) ,dans R, alors f(M) = Zoz,-a:i + B.
i=1

2. En déduire les'résultats suivants :
(a) Tout hyperplan H de E posséde une equation de la forme > .  o;x; + [ = 0, ot les
scalaires a; sont non tous nuls. On Uappelle équation cartésienne de H dans R. En outre,
toute autre équation cartésinne de H dans R est de la forme >  (Aag)z; + A3 = 0,
avec \ € K*.
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(b) Réciproquement, toute équation de la forme Y. c,x; + B =0, ou les scalaires o; sont
non tous nuls, est une équation cartésienne d’un hyperplan H de E dans R.
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(c) Sid " ouxi+f =0 est une équation cartésienne d’un hyperplan H, alors Y 4 a;; = 0

est une équation cartésienne de sa direction ﬁ dans la base B.

(d) Deux hyperplans H et H', d’équations cartésiennes respectives y ., a;x; 4 [ = 0) et
T oolx; + B =0, sont paralléles si et seulement s’il existe X\ € K%tel que &) = Aoy
=1 "1 7

pour tout 1.

(e) En dimension 2, toute droite D admet une équation cartésienne du.type ax+by+c =0,
avec (a,b) # (0,0). Un vecteur directeur de D est alors donnéwpar "= (—b,a), et le

scalaire m = — s’appelle la pente de D (on dit que la pentevest infinie sia =0).
a
3. Soit H un hyperplan de E défini par un repére cartésien (A; (U;);L:l) Apres avoir justifiée,
montrer que l’équivalence

L
M € H <= detg(ui, ... unAwAM) =~ 0

fournit une équation cartésienne de H dans R.

4.(a) Soit F un sous-espace affine de dimension p.< n —1. Montrer qu’il existe une matrice
A = (o) € M(n —p,n; K) de rang n — p et uwe matrice B = (5;) € M(n —p,1; K)

telles que F' soit l’ensemble des solutions du systeme

anry + ...+ apr, = B
_ anrr ...+ agm, = B
AX =B, e
Qp—p,1L1 + ...+ Qpapnln = ﬂn—p

appelé systemes d’équations cartésiennes de F'. Montrer qu’alors ? est I’ensemble des
solutions du systeme homogéne AX = 0.

(b) Réciproqguement, prouver que l’ensemble F' des Solutions,d'un systéme du type AX = B,
avec A € M(n—p,n; K) et B€ M(n—p,mn; K) est soit vide, soit un sous-espace affine
de dimension > p, et que c’est un sous-espace de dimension p si et seulement si A est

de rang n — p.

Exercice 4.64
On fire un répére cartésien R = (O; (@), )de E.

1. Soit E.un sous‘espace de dimension p de'F, de repére cartésien (A; (w))™,). On note (a;)",

les coordomnées de A dans R et (b, Y, les composantes de @, dans la base (€;)r,, pour
chaquéy] £ (1, pl].
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Démontrer : si M est un point de E, de coordonnées (x;)!, dans R, alors

( o D
o= a5 bigh

- p . .
MeF <= 3(\,...,\) € KP : Ty = az + 2j=1b27]>\J

(20 = a0 + 55 BTN
Un tel systéme d’équations s’appelle un paramétrage (ou représemtation paramétrique) de
F dans R.

2. Application. On suppose E de dimension 3, muni d’un/repére, et on considére la droite
D=A+Ku, ot A=(2,3,—1) et & = (—1,4,-2).
(a) Donner un paramétrage de D.
(b) En déduire un systéme d’équations cartésiennéds de D,

(c) Inversement, supposant connu le systéme d’équations.de le question précédente, retrouver

un paramétrage de D.

Exercice 4.65
On suppose dimE = 2. Soient D, D’ deux droites d’équations cartésiennes respectives ax +
by+c=0etdz+by+c =0 dans un repére cartésien donné (avec évidemment (a,b) # (0,0)

et(a’,b') # (0,0)).
b
1. On note S = a/ y | Prouver : D||D" si et seulement si'det,S =0 (donc D et D" sont
a
sécantes si et seulement si detS # 0).

Application. Donner une autre preuve du théoréme de Lhalés en dimension 2.

2. Soir D" une autre droite, d’équation cartésienne a"%+b"y4¢" =0 (avec (a”,0") # (0,0)).

a b ¢
Onnote S=1 da b ¢ |.Démontrer . D, D' D" sont paralléles ou concourantes si et
a/// b// C//

seulement si detS = 0.

Applications Démontrer le Théoréme de Ceva [Giovanni Ceva, 1648 — 1734/, dont voici
[’énoncé :

Soit ABC umstriangle non aplati‘d®un plan affine, et soient P € (BC), Q € (CA), R € (AB)
troig. \points.distincts de A, B, C. Alors

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit

PB QC RA
(AP), (BQ), (CR) sont paralléles ou concourantes <= . ¢ . =—
PC QA RB
Exercice 4.66
Omsuppose E de dimension 3. muni d’un repére cartésien R = (O; i, j, k). Soit D une

— —
droite non paralléle au plan O 4+ Vect( i, j ).

©FAST & IMSP / UAC

Introduction a la géométrie affine

Notes de cours



Barycentres et convexité 93

1. Montrer qu’il existe a,b,p,q € K tels que D admette

r = az+p
y = bz+gq
pour systeme d’équations cartésiennes dans R.
77

)

2. Déterminer un systéeme d’équations cartésiennes (dans R ) de la projection/de D sur (O;

)

%
parallélement a Vect( k).

Exercice 4.67
Soit X une partie non vide de E.
1. Soit F' un sous-espace de E. Prouver l’équivalence : X C Fs—=AffX C F.
2. Démontrer : X est génératrice dans E si et seulement'si X 'n’est contenue dans aucun
hyperplan de E.
3. On suppose que X = {Ao, ..., A,} est une famillesfinie de/p + 1 points de E, et que E est
de dimension n. Démontrer les assertions suivantes, :
(a) X est libre si et seulement si p < n et X n'esticontenue dans aucun sous-espace de
dimension p — 1 de E ;
(b) X est génératrice si et seulement si p > n et X n'est contenue dans aucun hyperplan de
E;
(c) X est une base affine si et seulement si p =n et X n'est contenue dans aucun hyperplan

de E.

4.8.3 Barycentres et convexité

N.B. Dans tous les exercices de ce paragraphe, E désigne.un espace affine de dimension finie

sur un corps K, avec K = Q, R ou C.

Exercice 4.68

Soient A, B € E, soient \, u € K non nuls et.de samme non nulle. Compléter les assertions :

e Te
G =bar((A,N), (B, ) < G :...@%:..

— L=
GB

RS

Exercice 4.69
Soient A, B, Gitrois points de E, soignt P =sbar((A,1),(B,2),(C, —4)) et Q = bar((A,—-2),(B,3), (C,1)).
Calculer P‘Q) dexdeux facons :

1. en revenant a la définition d’un barycentre ;

2./en utilisant la notation introduite en cours (< combinaisons de points > ).

Exercice4.70
Soit ABC' D un tétraédre non aplati de E. On note A', B', C', D' les centres de gravité resoectifs
de BCD, ACD, ABD, ABC.

rdj eam® La photocopie non autorisée est un délit
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1. Veérifier que (AA"), (BB'), (CC") et (DD’) sont des droites, et qu’elles sont distinctes.
2. Soit G le centre de gravité de ABC'D. Démontrer :

AG BG CG . DG W3
AAYN (BBYN(CC'Yn (DD" = {G}, = = = = -,
(AX) N (BB) N (CC) N (DD) = (G}, 258 =22 = Z8 2% 3
AA + BB +CC' + DD = O.
A+ B C+D D+ A B+C YW/ B+D

3. On pose M = , N = , P = , Q=

R—
2 )
Prouver que G est le milieu de (M, N), de (P,Q) et de (R,S).

S = .

2 2

Exercice 4.71
Soit F' une partie non vide de E. Prouver que F est un sous-espace de E si et seulement si

toute droite joignant deux points de F reste dans F'.

Exercice 4.72
On suppose que E est un plan, muni d’un repére affine Ro=AA, B,C).
1. Démontrer : trois points de E sont alignés si et seulement si le déterminant de leurs coor-

données barycentriques dans R est nul.

2. Soit D une droite de E. Montrer qu’il existe a,b,c € K, non tous égauz, tels que pour tout
point M € D, de coordonnées barycentres (x,y,z) dans R, on ait ax + by + cz = 0. On dit
alors que ax + by + cz = 0 est une équation barycentrique de la droite D dans le repére R,
et que a, b, c sont les coordonnées tangentielles de D dans R.

3. Réciproquement, prouver que toute equation du type ax + by.+ cz = 0, avec a,b,c € K non
tous égaux et x +y + 2z = 1, est I’ équation barycentrique d’unesdroite D de E R.

4. Montrer que deux triplets de coordonnées tangentiellés (a,b,c) et (a',V,c") représentent la
meéme droite de E si et seulement s’ils sont proportionnels,

5. Déterminer une equation barycentrique dans R de*:

(a) (AB), (BC), (CA);
(b) la médiane de ABC' issue de A;
(¢) la paralléle a (BC) passant par A.

Exercice 4.73
En utilisant Uegercice précédent, démontrer le théoréme de Ménélaiis [Ménélaiis d’Alexan-

die, I siécefy dontd’énoncé est le suivant : Soit ABC' un triangle non aplati d’un plan affine, et
soient P @(BCYQ € (CA), R € (AB) trois points distincts de A, B,C. Alors

PB QC RA
PC QA RB

P,Q, R sont alignés <=

Exercice4.74
Omconsidere [’espace vectoriel X = B X K, qu’on munit, ainsi que K lui-méme, de sa structure

affine canonique.
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1. On définit Uapplication ¢ : X — K, (?, A) — A\. Prouver que ¢ est une forme linéaire
non nulle sur X. En déduire que H = o 1(1) = E x {1} est un hyperplan affine de X, de
direction H = Kerp = E x {0}.

2. Soient o : E —» ﬁ, 2 — (7,0) et, pour tout A € E, fu: E — HYM — (,71?\7,1).
Montrer que o est un isomorphisme linéaire de sur ﬁ, et en déduireque fa est un
isomorphisme affine de E sur H, quel que soit A € F.

On dit qu’on a plongé E dans X via fa . Faire un dessin pour comprendre’

3. Soit (A;, N\i)ier un systeme de points pondérés de E. On fivre A &F et'on pose A, = fa(A;)
pour tout i € I. Les Al étant des éléments de H, donc des vecteurs.de X, on peut parler
de la combinaison linéaire Y N AL pour n’importe quelles valewrs ‘des \;. Démontrer les
assertions sutvantes :

(a) SNAL € H <= Y.\, = 1, et si ces conditions.sentwréalisées, on a fi;* (D NMAL) =
bar(A;, \i) ;

(b) Y- NAL € H— ST\ = 0 et si ces conditionsysontréalisées, on a o~ (3 NAY) = T,
ot U est la valeur constante de > )\im pour M &.F.

4. On identifie E avec H de E avec ﬁ grace auz isomorphismes de 2. Quelle formulation
obtient-on alors pour les résultats de la question précédente ?

Exercice 4.75

Soit F' un autre K-espace affine. Prouver qu’une application f : E — F' est affine si et seule-
ment si elle conserve tout barycentre de deux points (c’est-a-dire si et seulement si la restriction
de f a toute droite affine de E est affine).

Exercice 4.76

On suppose que K = R. Prouver que tout segment(de E est conveze.

Exercice 4.77
On suppose que K = R. Soient X,Y deuxr converes:de E. Démontrer que l’ensemble Z des
milieur de segments [AB]|, avec A € X et B € Y _est/conveze.

Exercice 4.78
On suppose que K = R. Démontrer que si:X estune partie de E, alors ConvX est exactement

I’ensemble des combinaisons convexes de points de X .

Exercice 4.79
On suppose que K = R. Soit H un hyperplan de E, soit A € E\H , et soit Hy le demi-espace
ouvert de E ‘eontenant A. Démontrer que Hy = {M € E : [AM|N H = ¢}. [Raisonner par

contraposée.]

Exercice4.80
Soient & un affine de dimension 3 et de direction espace vectoriel de dimension F = {(az, y,z) €
R¥4.22 —y+32=0} et A=(—1,1,0)
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1. Justifier que F est un sous espace vectoriel de E dont on proposera une base.

2. Déterminer une équation cartésienne du sous espace affine ¥ de & de directiom F' et passant
—1
par 1
0

Sans utiliser I’équation cartésienne de ¥, proposer une équation paramétrique de F .
Proposer une équation paramétrque du supplémentaire 4 de ¥ dans &.

Déterminer 'expresion analytique de la projection p sur % suivant 4+

En déduire celle de la symétrie par rapport a F suivant G

L’affinité o5, = 3ids — 2p admet-elle de points fizes ?

NS G e

Introduction a la géométrie affine
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