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Préface

Ce polycopié est un ouvrage, principalement destiné aux étudiants de premiere
année Génie Industriel, mais aussi a tous les étudiants de premiere année des fi-
lieres technologiques et scientifiques. Il fait suite au polycopié [8] publié par la
faculté de technologie, et contenant les notions présentées en cours de mathéma-
tiques.

Nous y présentons différents exercices de Mathématiques de degré de difficulté
variable, avec des corrigés détaillés.

Le lecteur y trouvera aussi des exercices supplémentaires sans corrigé, ainsi
que certains sujets d’examens.

Avant chaque série d’exercices, nous faisons un bref rappel des notions de
cours ; qu’on pourra retrouver en détail dans [8]].

Le manuscrit couvre différents sujets de I’analyse et de I’algebre, qui consti-
tuent les programmes des matieres Analyse, Algebre et Outils mathématiques.

Nous avons scindé ce recueil d’exercices en trois parties, la premicre partie est
consacrée a I’ Algebre, les exercices proposés traitent de la théorie des ensembles,
des applications et leur classification, de I’arithmétique dans Z, des nombres com-
plexes, du calcul matriciel, des espaces vectoriels ainsi que les applications li-
néaires. La deuxieme partie est quant a elle consacrée a 1’analyse, on y trouvera
des exercices sur les suites, et sur les fonctions réelles de la variable réelle. La troi-
sieme partie, est dédiée aux exercices portant sur le calcul intégral et aux équations
différentielles.

A latoute fin de ce recueil, le lecteur trouvera les corrigés détaillés des examens
d’analyse et d’algebre des années universitaires allant de 2011 a 2016.

Nous tenons a exprimer notre gratitude et notre reconnaissance aux deux spé-
cialistes anonymes qui ont expertisé ce modeste ouvrage. Grace a leurs commen-
taires nous avons pu améliorer la présentation du présent manuscrit dans sa forme
et dans son contenu. Nous les remercions pour leur travail consciencieux et profes-

sionnel et pour leurs remarques toujours pertinentes.
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Comme toute premiere version de tout ouvrage, ce recueil peut contenir cer-
taines erreurs et fautes de frappe, nous invitons le lecteur & nous les signaler afin

d’améliorer la présentation et le contenu du présent manuscrit.
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Chapitre 1

Logique et Théorie des
Ensembles

Sommaire
I EXErciCes . « « « c v v v v et e et et e et nee e a 3
1.2 Solutions| . ... ... ...ttt 6
(1.3 Exercices supplémentaires| . ................. 10

1.1 Exercices

Avant d’en venir aux ensembles nous commengons par une série d’exercices

sur la logique mathématique.

Exercice 1.1. Soient p et q deux propositions données, en utilisant la table de

Vérité, montrer que

(p=4q9) = (PN

(p=q) < (@=D)

Exercice 1.2. Soient p, q et r trois propositions données, montrer les propriétés
suivantes

I.p&p

2. (pAp)ep

3. (pVplerp

4. (p A\ q)=( g N\ p) commutativité du N
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(pV q)=(qV p) commutativité du

[(pAq) Ar] < [pA(qAT)] associativité du N
[(pVq)Vr]< [pV(qVr) associativité du
(pAq) < (PV Q) loi de Morgan

(pVq) < (PpANQ) loi de Morgan

5.
6.
7.
8.
9.

Exercice 1.3. Soient p, q et r trois propositions données. En utilisant la table de

Vérité, vérifier que les propositions suivantes sont vraies
L. (pvag) < I[p=q =4
2.p=a=I[pnr)=(qnr)]

Exercice 1.4. Former la négation des propositions suivantes :

(p=q)VrIAn(pVa)
(pAg) V)= (pAT)

Exercice 1.5. Montrer a I’aide d’un exemple que la relation
(Va)(By) P = (3y) (Vo) P
n’est généralement pas vraie.

Exercice 1.6. Raisonnement par récurrence : Montrer par récurrence ce qui suit

n(n+1)

n
Zk = 1424 .. 4+n= 5
k=1

f: 2k—1) = (201) = 1)+ (2(2) = 1) + ... + (2(n) — 1) = n?
k=1

2

En o= 13424 +n3:<"("+1))
>

k=1

Exercice 1.7. Raisonnement par contraposition : Montrer que
1.
r#2ety#2=>ay—20—-2y+4#0
2. Soitn € Z,

n? pair = n pair
Exercice 1.8. Raisonnement par I’absurde : Montrer que

\fQ est irrationnel.
In(2)

In(3)

est irrationnel
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Exercice 1.9. Soient A et B deux ensembles donnés, montrer que si AN B =
AUBalors A= B.

Exercice 1.10. Soient A, B et C trois ensembles donnés, montrer que AN C =
AU B si et seulement si B C A C C.

Exercice 1.11. Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer

I’égalité
(AUB)\(ANnB)=(A\B)U(B\A).
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1.2 Solutions

Exercice 1.1. Soient p et q deux propositions données, telles que

(=9 = (@AY

(r=4q) < (@=Dp)

Pour démontrer ces propriétés, il suffit de dresser la table de vérité ;

Plq|P|qd|PNq|P=>q|P=q| (=D
111100 0 1 0 1
110|0]1 1 0 1 0
01|10 0 1 0 1
0(0|1]|1 0 1 0 1

Exercice 1.2. Soient p, q et r trois propositions données
I.p&ep

(pAp)=p

(pVp)=p

(p A q)=( q N\ p) commutativité du N\

(pV q)=(qV p) commutativité du

[(pAq) Ar] < [pA (g Ar)] associativité du N

[(pVaq)Vr]<[pV(qVr)associativité du vV

(pAq) < (pVq) loi de Morgan

(pVq) < (p A7) loi de Morgan

X 2 NSk

Indication : Cet exercice se traite aussi comme le précédent, il suffit de dresser

la table de vérité

Exercice 1.3. Soient p, q et r trois propositions données. En utilisant la table de

Vérité, les propositions suivantes sont vraies :

1. (pVag &lp=q9 =4

plq|pVgq|A:p=q|B:(p=q=q| A=B
1|1 1 1 1 1
110 1 0 1 1
0|1 1 1 1 1
0|0 0 1 0 1
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2. (p=a)=IlpAr)=(qaAr)]
plgq|r|A:p=q|B:pAr | C:qANr | D:B=C | A=D
1111 1 1 1 1 1
11110 1 0 0 1 1
1101 0 1 0 0 1
11010 0 0 0 1 1
0111 1 0 1 1 1
0|10 1 0 0 1 1
00| 1 1 0 0 1 1
0(0]|0 1 0 0 1 1

Exercice 1.4. La négation des propositions suivantes :

L lp=qgVriAn(pVva =BV VrIA(pVa)

e lprg ATV (pPAY)

2. [pAgVrl=(pAr)el(pAg VrIV(pAT)
S lpAgVriAn(VT)

Exercice 1.5. Pour montrer qu’on ne peut pas en général commuter les quantifi-

cateurs universel et existentiel il suffit de donner un contre exemple, en effet
V( un étre humain x )(3 un prenom y)telque y est le prenom de x

= (3 un prenom y)V ( un etre humain x) ( telque y est le prenom de x)

L’implication est évidemment fausse, I’hypothése étant vraie et la conclusion étant

fausse Uimplication est fausse.

Exercice 1.6. Raisonnement par récurrence :

Zk _ n(n+1)
2
k=1

3

n
On va choisir de démontrer " (2k — 1) = n?
k=1
on décompose la démonstration en trois étapes
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1. Vérification : pour n = 1, on a bien que 2(1) —1 =1 = 12,
n

2. Hypothése de récurrence : > (2k — 1) = n>.

k=1
n+1
3. Il faut montrer que > (2k — 1) = (n +1)2.
k=1
n+1
d@k-1) = 2(1)=142(2) - 1+23)—1+..+2(n) - 1+2(n+1) -1
k=1

= n?+42(n+1)—1, par I’hypothése de récurrence.
= (n+1)>2

Ce qui nous permet de conclure que pour tout entier naturel supérieur a 1
n
ona: > (2k—1)=n?
k=1

Exercice 1.7. 1. Soit x,y € R, par contraposée, nous allons montrer que
(xy —2x—2y+4)=0=z=20uy = 2).

Nous attirons I’attention du lecteur sur le fait que la négation du "et" est un

"ou" par les lois de Morgan. On suppose que (vy — 2x — 2y +4) = 0, or

zy—2x—-2y+4 = 0=z2(y—2)—2(y—2)=0=(x—2)(y—2)=0
= (r=20uy=2)

2. Soitn € Z,

n? pair = n pair

Par contraposée, soit n € 7, nous allons montrer que
n impair = n? impair
On suppose que n est impair, alors n = 2k + 1 et par suite
n? = (2k +1)* = 4k* + 4k +1=2(2k* +2k) + 1 =2k + 1

avec k' = 2k? + 2k pour k € Z donc n® = 2k’ + 1 et par conséquent n? est
impair.

En conclusion pour tout n € Z,

n? pair = n pair
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Exercice 1.8. Raisonnement par I’absurde : Rappelons que pour démontrer qu’une
proposition est vraie, la demonstration par I’absurde consiste a montrer que la

négation de la proposition a démontrer est fausse.

1. \/2 est irrationnel :

Supposons que \/2 est rationnel alors, \/2 = 27 avec p € Z;q € Z*, on

supposera de plus que p et q sont premiers entre eux (on choisira une forme

irréductible de la fraction % )

\@:§:>p2:2q2

commme p* = 2q? alors p? est pair, et d’apres ’exercice précédent, si p* est

pair alors p est pair.

Comme p est pair, alors Ip' € 7 tel que p = 2p', or nous avons p*> = 2¢>
donc 4p"? = 2q? et par suite ¢*> = 2p'? donc ¢? est pair, et donc 3¢’ € 7 tel
que q = 2q', en conclusion % = 3—2/ ce qui contredit I’hypothese de [’irré-
ductibilité de la fraction choisie, ainsi nécessairement \/2 est irrationnel.

2. % est irrationnel
On procede de la méme facon que la question précédente, par I’absurde on

In(2) In(2) _p

suppose que sy est rationnel alors In(3) — ¢ @vecp € Lyq € L*, petq

premiers entre eux.

Alors % est rationnel, donc ﬁg; = % = ¢qIn(2) = pIn(3) = 27 = 3P
Si g > 1 alors 2 divise 3P, et par suite 2 divise 3 absurde.

(2)

On en déduit que I2) est irrationnel.
In(3)

Exercice 1.9.
Pour montrer 1’égalité entre deux ensembles il est souvent pratique de montrer la

double inclusion, en effet

Montrons que A C B : Soit x € A donc x € AU B; or par hypothése AN B =
AU Bdoncx € AN B et par suite x € B, donc A C B.

Montrons que B C A : Soit x € B donc x € AU B or par hypothése AN B =
AU Bdoncx € AN B et par suite x € A, donc B C A.

De la double inclusion découle I’égalité.

Exercice 1.10. Soit A, B et C trois ensembles donnés, Il faut montrer que ANC =
AU B si et seulement si B C A C C.
"<" Hypothése BC A C C
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BCA=AUB=AetACC=ANC=AdoncBCACC=ANC=
AUB

"=" Hypoth¢se ANC =AUB

On saitque BC AUBor ANC = AUBdonc B C ANC, et par suite B C A.
D’un autre coté on sait que A C AUBor ANC = AUBdonc A C ANC, et
par suite A C C. En conclusion B C A C C.

Exercice 1.11. Soit A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E. Montrer I’éga-
lité
(AUB)\(ANnB)=(A\B)U(B\A).
11 faut rappeler que A\ B = ANCgB, ou CgB est le complémentaire de B dans
E, donc (AUB)\ (ANB) = (AUB)NCg(ANB) = (AUB)N(CrAUCEgB)
= (A N CEA) U (A N CEB) U (B N CEA) U (B N CEB)

= (A\ B)U(B\ A).

1.3 Exercices supplémentaires

Exercice 1.12. Par un raisonnement par I’absurde (et par une approche algé-

brique ), montrer que

11 1 1
Tt tgtogte

L+ 3! n!

est irrationnel.

Exercice 1.13. Soient m,n deux entiers naturels
1. Donner un équivalent a [(n < m) = (n = m)).

2. Donner la négation de [(n < m) = (n > m)]
Exercice 1.14. Soient A, B et C trois ensembles montrer que
[(ANB)=(ANC)et(AUB)=(AUC)|=B=C

Exercice 1.15. Montrer que
1. (A\B)\C=A\(BUCQC)
2. (A\B)n(C\D)=(AnC)\ (BUD)
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Exercice 1.16. On rappelle que

AAB = (A\B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B).

Montrer que

(ANB)A(ANC)= AN (BAC).
Exercice 1.17. Montrer que

(Ve > 0,]z] < &) = (z = 0)
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2.1 Exercices

Exercice 2.1. Soit f : R — Rtelle que f(x) = —3x+8.  f ainsi définie est-elle

injective ? surjective ?bijective ?

Exercice 2.2. Soit I'applicationf définie comme suit : f : R — R telle que
f(x) = |2z + 5|. f ainsi définie est-elle injective ? surjective ?bijective ?
Exercice 2.3. Soit f : R — R telle que f(x) = 2> — 1.

1. f ainsi définie est-elle injective ? surjective ?bijective ?

2. Soit a présent g : [1,+oo[— [0, +-o0] telle que g(x) = x> — 1, montrer que

g est bijective et donner ’expression de sa fonction réciproque.

Exercice 2.4. Soit f : R — R telle que f(z) = 1J2r‘;2.

1. f ainsi définie est-elle injective ? surjective ?bijective ?
2. Montrer que l'application g : [—1,1] — [—1,1] telle que g(x) = % est

une application bijective.
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Exercice 2.5. Soit f : R? — R telle que f(x,y) = (x + y, 2z + 2y).

L’application f ainsi définie est elle bijective ?

Exercice 2.6. Soit l'application f définie comme suit :

f: R\{%}—HR\{%}
rz+1

20— 1

x+— f(x) =

1. f ainsi définie est-elle injective ? surjective ?
2. Donner ’expression de (f o f)(x).

3. Par deux méthodes différentes , retrouver I’expression de f~1(x).

Exercice 2.7. Soient a,b, c et d des réels non nuls donnés, et soit g définie comme

Suit :
g: RxA{zo} — R {yo}
v g(z) = ar +b
9 cx+d

1. Comment doit- on choisir le réel xq pour que g soit une application ?

2. Comment doit-on choisir a,b, c et d pour que g soit une application injec-
tive ?
3. Comment doit- on choisir a, b, c, d et le réel yy pour que g soit une applica-

tion surjective ?
4. Comment doit-on choisir a,b, c,d, xg et yg pour que g soit une application
bijective ?
Exercice 2.8. On considére quatre ensembles A, B,C' et D et des applications
f:A—>B,g:B—C,h:C— D.Montrer que :
1. (g o f) injective= f injective
2. (g o f)surjective= g surjective

3. ((go f)et (hog) bijectives)=(f, g et h sont bijectives)
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2.2  Solutions

Exercice 2.1. Soit f : R — R telle que f(x) = —3x + 8.

1. Injectivité : Soit x1,x2 € R, tels que f(x1) = f(x2).
f(z1) = f(z2) = =321+ 8= —322+8 = z1 = 22

et par suite f est injective.
2. Surjectivité : Soity € R,

] —
y:f(:x):>y:—31‘+8:>:z::Ty.

Donc Vy € R, dz = S_Ty € R, tel que y = f(x). Alors f est surjective.

3. fétant injective et surjective donc f est bijective.

Exercice 2.2. Soit 'application f définie comme suit : f : R — R telle que f(x) =
|2z + 5| . Commengons par écrire I’expression de f sans la valeur absolue :
@) = 2+ 5 Si,xz%i)
—2x—5 siz <3
— Injectivité :
— Soient 1,72 €] — 00, 52|, f(21) = f(w2) = —221 —5 = —229 — 5 =
xr1 = T2.
— Soient T1, 19 € [?,oo[, flxy) = f(z2) = 221 +5 =222+ 5= 11 =
Z9.
— Soit 71 €] — 00, ], 32 € [F,00] f(21) = f(z2) = —221 — 5 =
200+ 5 = 19 = —x1 — 5.
Cela nous laisse soupconner que f n’est pas injective, pour le confirmer

nous devons fournir un contre exemple, en effet considérons xo = 0 €

(52,400l —x2 — 5 = zy alors ;1 = =5 — 0 = —5 €] — 00, 52|, et
f(@1) = F(=5) = 5. f(w2) = f(0) = 5, donc f(0) = f(~5) = 5 mais
x1 = 0 # x9 = —5. Alors f n’est pas injective. (On peut d’ores et déja
affirmer que f n’est pas bijective, n’étant pas injective).
— Surjectivité :Soity € R, 3z € Rtel que y = f(x)
Comme contre exemple y = —1, alors I’équationy = —1 = f(z) = |2x+5|

n’a pas de solution car |2z + 5| > 0.
Ce qui nous permet de déduire que f n’est pas surjective.

— f n’est ni injective ni surjective et par suite f n’est pas bijective.

Exercice 2.3. Soit f : R — R telle que f(x) = 2% — 1.
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1. — Injectivité :Soit x1,x2 € R, tel que f(x1) = f(x2)
f(371) = f(lBQ) = JE% = x% = (ac1 =x9 VI = —x2),

par exemple :x1 = 2,x9 = =2, f(x1) = f(x2) = 3 mais x1 # x2 alors
f n’est pas injective.

— Surjectivité :Soit y € R tel que y = f(x)

y=f(z)=>y+1=21"

par exemple pour y = —4 alors x> = —3 contradiction, donc y = —4

ne posséde pas d’antécédent par f, ce qui nous permet de conclure que f
n’est pas surjective.
2. Soit a présent g : [1,+oc[— [0, +o0] telle que g(x) = 2% — 1;
— Injectivité :Soit x1, 2 € [1,+00], tels que g(x1) = g(x2)

2 2
g(x1) = g(xe) = 2] =25 = (r1 =22V 21 = —22)
(or I’égalité x1 = —xo ne peut jamais avoir lieu car x1,xs € [1,+00[),
donc nécessairement x1 = x2, et par suite g est injective.
— Surjectivité :Soit y € [0, +oo[ tel que y = g(x)

y=gz)=>y+l=2>=>z=y+1,
alors 3z = \/y + 1 € [1, +00[ (cary € [0, +0]) tel que y = g(x). Alors

g est surjective.

— g étant injective et surjective, elle est bijective
y=glz)=y=a>-1=>z==+y+1.

On accepte x = \/y + 1 € [1,400] et on rejette x = —/y + 1
y=g(x)er=9"y) =vy+1
Donc gL : [0, +00|— [1, +00| telle que g~ (x) = vz + 1

Exercice 2.4. Soit f : R — R telle que f(x) = 1122.

1. — Injectivité : Soient x1,x2 € R, tel que f(x1) = f(x2)
2$1 2.%'2

€T = €T = =
f(z1) = f(x2) 1122 1+l

x1(1+ :c%) =xo(1+ x%)

T — To —|—£L’1l’% — :ng% =0
xr1 — T + $1$2($2 — .%'1) =0

(1‘1 — xg)(l — .%'1.%2) =0

A

(.731 =29 VI1x9 = 1),
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cela nous laisse soupconner que f n’est pas injective, pour le confirmer il
faut fournir un contre-exemple, considérons r1 = 2,19 = % alors f(2) =
1 4 401 23 4 1 4

fGG)=75/@G) = 1+é)2 = ﬁ = 5, alors f(2) = f(3) = § mais
2 +£ % alors f n’est pas injective.

— Surjectivité :Soity € R, y = f(x) = y = f(x) = 1-2&@2 = y(1 +2?) =
20 = yr? —2x+y =0
Equation & résoudre en x : A = 4 — 4y = 4(1 — ?).

Siy>1louy < —1alors A < 0 donc pas de solution. Si on prend par

exemple y = 3

2z
y:3,y:f(x):>3:1_’_7#3332—23:4—3:0,A:—32<0,
donc I'équation 3 = f(x) ne posséde pas de solutions en x, en d’autres
termes y = 3 ne possede pas d’antécédent par f, donc f n’est pas surjec-
tive.

2x
1422

— Soient x1,x9 € [—1,1], tel que g(x1) = g(x2) =

2. Soitg: [—1,1] — [—1,1] telle que g(x) =

2r1 __ 2x2
1+x% - 1+x§

= (11 =
xo V x129 = 1).

l’égalité x1xo = 1 ne peut avoir lieu que sixy = 9 = lousixy = 9 =
—1 car x1,zo € [—1,1] en effet

1
x1m2:1:>x1:x—.
2

Si—1<z<1=1<1lerl < -1 Doncg(z)=g(ws) = 21 =2et
par suite g est injective.

— Soity € [-1,1], y = g(x)

2x

=112 = y(l4+2%)=22=>y2?—20+y=0.

y=g(r) =y

A = 4(1 — y?), comme y € [—1,1] alors A > 0.
Donc pour tout y € [—1,1] I’équation yx? — 22 4+ y = 0 posséde une
solution x. Reste a vérifier que la solution x de cette équation appartient
bien a [-1,1].
Si y # 0 les solutions sont données par

1—+/1—92 14 /1 -2

n=——, T2=
Y Y
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Applications

Siy=0=xz=0¢[-1,1]

xo ¢ [—1,1), carl+ /1 —y2>1letyec[-1,1] = xo ¢ [-1,1].
V12 V1)1 2

pr— — y .
" Y y(1+y/1-92) y(1+y/1-92)  1Hy/1-y2
Comme 1 +/1—y2>1ety e [~1,1] alors z; € [-1,1].

AinsiVy € [-1,1],3x =1 =

(Siy=0,3z =0,y = g(x)).
En conclusion g est surjective.

Y S [_171]7y:g(x)'

3. Puisque g est injective et surjective alors g est bijective

Exercice 2.5. Soit f : R? — R? telle que f(x,y) = (z + vy, 22 + 2y).

11 suffit de remarquer par exemple que f est symétrique

f(x,y) = f(y,x),

donc par exemple f(5,2) = f(2,5) mais (5,2) # (2,5) alors f n’est pas injective,

donc f n’est pas bijective.

Exercice 2.6. Soit I’application f définie comme suit :

f: R\{%} %R\{%}

T+

T I =g

1. — Injectivité : Soient x1, x5 € R\ {3}, tels que f(z1) = f(x2)

r1+1  xe+1

= = =
fan) = f2) 901 — 1 2a5 — 1
= (2IE1 — 1)(CL‘2 + 1) = (2.’E2 — 1)(CL‘1 + 1)
= 2xor1+ 211 — 29— 1 =2x921 + 2209 — 21 — 1
= T1 = T2,

alors f est injective.

— Surjectivité : soity € R\ {%}, y = f(x)

x+1
Y= 91
yr—1)=xz+1
r(l—-2y)=—y—1
y+1
2y —1

y = f(x)

A
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Observons que x = sl — % = —1 = 2 ce qui est impossible, donc

2y—1
En conclusion Yy € R\ {%} ,dx = yH € R~ { } tel que y = f(x),
et par suite f est surjective.
2. 1l est essentiel de noter que (f o f) est bien définie, car I’ensemble d’arrivée

de f est égal a son ensemble de départ.

flz)+1 L +1 3
= = — = I.
2f(x) —1 25;_11 -1 3

(fof)(x) = f(f(x)) =

3. — lére méthode : on a déja montré que Vr € R~ {%} ona (fof)x) =
x, en d’autres termes (f o f) = Idg_ 1y Grdce a un théoréme traité

2
en cours ([|8] Proposition2.1 page 22) nous pouvons conclure que f est

bijective et de plus f~1 = f.

— 2¢me méthode : la méthode classique Vy € R,3x € R, y = f(z) = %
alors v = 2y+ , par un changement d’inconnue y = f~(z) = % =

f(x)

Exercice 2.7. Soient a,b, c et d des réels non nuls donnés, et soit g définie comme

Ssuit :
g: Rx{zo} — R {wo}
w— g(x) = 2

1. On choisit xo pour que g soit une application, on cherche le domaine de
PP _ _d
définition cx + d # 0, alors xo = — ¢

2. Pour que g soit une application injective : soit v1,x3 € Rx{zo}, g(z1) =
g(x2) alors ‘c’fjig ‘C’fllig = (axa+b)(cx1+d) = (cxa+d)(az1 +b) =
(1 — x2)(ad — be) =

Alors pour que g soit injective il faut que ad # be.

3. Pour que g soit une application surjective : soity € R~ {yo},3x € R {zo}
y=g(x) = 2t = y(ca+d) = ar+b = x(a—cy) =dy—b =z = dy—b

a—cy’
pour que cette expression de x soit bien définie il faut que a — cy # 0, si

a—cy=0=y =<, etparsuite g est surjective si yo = <.

4. g sera bijective si elle est a la fois surjective et injective : donc il faut que g

soit définie comme suit

—41 5 R\ {2}

T g(@) = &

tel que a, b, c et d sont des réels vérifiant que ad # bc.
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Exercice 2.8. On considére quatre ensembles A, B,C et D et des applications
fitA—->B,g:B—-C h:C—D.:

1. (g o f) injective= f injective.
Supposons que (g o ) injective, soient x1,x9 € A, tel que f(x1) = f(x2)
donc (g o f)(x1) = (g o f)(z2) (car g est une application) or on a déja
supposé que (g o f) injective donc x1 = x5 alors
f(z1) = f(x2) = x1 = x2, d’ou [ est injective.

2. (g o f)surjective=-g surjective.

Soit z € C, comme (g o f) est supposée surjective alors
dre A z=(go f)(z),
ainsi z = g(f(x)), soit encore

Jy = f(x) € B,z = g(y),

ce qui est exactement la définition de la surjectivité de g.

3. ((go f)et (hog) bijectives)=(f,g et h sont bijectives)
Comme (g o f) est bijective, alors en particulier (g o f) est surjective, et
donc g est surjective (d’apres la question précédente).
D’un autre coté puisque (h o g) est bijective, elle est en particulier injec-
tive, donc par la premiere question on en déduit que g est injective. Ainsi
g est injective et surjective, et par suite g est bijective ( et dans ce cas g~ !
existe.) De plus, on peut écrire f = g~' o (g o f) qui est bijective ; car com-
posée d’applications bijectives. On procede de la méme maniére pour h, en

écrivant h = (h o g) o g~1, donc h est bijective.

2.3 Exercices supplémentaires

Probléme :
Soient E et F' deux ensembles donnés, Soit E; (respectivement F7) un sous en-
semble de F (respectivement F'), on note Fy = CgpFE; et Fy = CpFy. Soit
fi: E1x— Fyet fo: B9 — F5 deux applications données. On définit alors
f:E — Fpar f(x) = { fi@) s%ac < £
fo(x) siz € Es

1. Montrer que f est injective ssi f; et fo sont injectives.

2. Montrer que f est surjective ssi fi et fo sont surjectives.
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Exercice 2.9. Soit I’application | définie comme suit :

f: R—R
x+— f(z) =2z — |z +1]

f est elle injective ? f est elle surjective ?
Exercice 2.10. Soit I’application [ définie comme suit :

f: R—R
zr— f(o) = lo—1] = |z + 1]

f est elle injective ? f est elle surjective ?
Exercice 2.11. Soir f : E — F une application donnée, et soit AC E, B CFE
et soit C' C F et D C F. Montrer ce qui suit

1. AcCB= f(A)C f(B)

2 f(AUB) = f(A)Uf(B)

3. f(ANB) C f(ANSf(B).Si f est injective alors on a I’égalité f (AN B) =

fA)Nf(B)

4. CcD=f1'©)c ()

5. f7H(CuD)=fH(C)ufH(D)

6. f7H(CnD)=f1(C)nf (D)
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3.1 Exercices
Exercice 3.1. Montrer par récurrence, que pour tout entier naturel n
5/(12" = 7),
6/ (3(3*" +1)).
Exercice 3.2. En utilisant les congruences, montrer que
n est impair = 8/ (7" + 1)
puis donner le reste de la division de (7" + 1) par 8 lorsque n est pair.

Exercice 3.3. Montrer que la somme de trois cubes consécutifs est toujours divi-

sible par 9, i.e. il faut montrer ce qui suit
[n3+(n+1)3+ (n+27% =0]9

Exercice 3.4. En utilisant les congruences, montrer qu’un entier est divisible par

3 (resp par 9) ssi la somme de ses chiffres est divisible par 3 (resp par 9) .
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Exercice 3.5. Calculer ce qui suit pgcd(955,183), ppem(955,183), pged(126,
230), ppcm(126, 230).

Exercice 3.6. Résoudre le systeme
pged(z,y) = 18
ppem(z,y) = 540
ol x et y sont des entiers naturels.
Exercice 3.7. Résoudre les équations diophantiennes suivantes :
1. 7T7x —9y =26
2. 9552 + 183y =1
3. 1232 4+ 67y = 10
4. 13z — 10y = 13
5. 70z + 30y =6
6. 111x + 90y = 12.

Exercice 3.8. A quelle condition nécessaire et suffisante le systeme

admet-il une solution ?

Exercice 3.9.

1. Résoudre I’équation diophantienne suivante :
37x + 27y = 1000.

2. Préciser x et y, sachant que y représente un nombre d’étudiants et x le

nombre de chaises disponibles.
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3.2 Solutions

Exercice 3.1. Démonstration par récurrence, pour tout entier naturel n

1.
5/(12" = 7)
12" = 7" =01[5] e Vn € N.....(P,)
e n=05/0,0=0[5]|....(F) est vraie.
e Hypothese de récurrence : (P,) est vraie.
1l faut montrer que :
120 7t =0 [5] (Poy1).
e Ona
12" = 77[5] = 12.12" = 12.7"[5]
Or 12 = 7[5], alors
127 = 7.7[5] = 12" = 7[5
On en déduit que
12t = (5] (Poy1)
Alors
12" = 7" =0[5] oo Vn e N....... (P,)
2.

6/ (3 (3% +1)) e vn € N.....(P,)

e n=0,6/6 ouencore6 =0[06].....(Py) est vraie.
e Hypothese de réccurence : (P,) est vraie

1l faut montrer que :

e Ona
333" 4+ 1) =0[6] = 3" 1+ 3=0[6] = 3" = 3][6]

9(3?" ! = 31[6]) = 3.3*""2 =27 [6].
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Or 27 = 3[6], alors
3.3%7"2 1 3= (3+3)[6] = 3.(3*" "2 + 1) = 0[6]

On en déduit que

En conclusion, pour tout entier naturel, on a

3.3 4+ 1) = 0[6] oo Vn € N.......(P,)

Exercice 3.2.

Ona7=-1[8]et7.7=(-1)(—1)[8] = 1[8],
et de proche en proche 7" = 7.7.7.7...7[8] = (—1)"[§]

™+1=((-1)"+1)[g],
on distingue deux cas

e sin est impair alors 7" +1 = ((—1)" 4+ 1)[8] = (—1 4 1)[8] = 0[8] (car
(=)™ =—-1).
Ce qui nous permet de conclure que si n est impair, alors 8/ (7" + 1)

e sin est pair alors 7" +1 = ((-=1)" + 1)[8] = (1 + 1)[8] = 2[8] (car
(—1)" = 1).
Ce qui nous permet de conclure que lorsque n est pair, le reste de la division
de 7" + 1 par 8 est égal a 2.

Exercice 3.3. Nous allons démontrer par récurrence ce qui suit :
[n3+ (n+1)3+(n+2)3} = 0[9].
Posons donc :
3 3 3]
[n +(n+1) +(n+2)}:0[9] ................. (P,)

e Pourn =0, on abien 03+ 13 + (0 + 2)3 = 9 = 0[9].....(Py) est vraie.
e Hypothese de réccurence : (P,) est vraie,

et il faudra montrer que :

n+12+n+2°+n+3)° =009 i (Poy1).
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Un calcul direct nous donne : [(n 134+ (n+2)° + (n+ 3)3}
- [(n—i—1)3—1—(n+2)3+n3+9n2+27n+27]

= [(n+1)3+(n+2)3+(n+3)3} = [n3+(n+1)3+(n+2)3]
+9n? 4 27n + 27,

en utilisant I’hypothése de récurrence, on aboutit a

[(n F 1%+ (n+2)° + (n+ 3)3} = (0 + 9n2 + 27n + 27) [9]
En remarquant que (9n? + 27n + 27) = 9(n? + 3n +3), ona

[(n F1P3 4 (n+2°%+ (n+ 3)3} =11 (Poi1).

o Ce qui acheve la démonstration et nous permet de conclure que pour tout

entier naturel n on a
[n3+(n+1)3+(n+2)3] =019].
Exercice 3.4. En utilisant les congruences :
N est divisible par 3 < la somme de ses chiffres est divisible par 3

Soit N un entier divisible par 3
o "=" Supposons que N = ayay_1...a1ag alors N s’écrit (en systeme déci-

mal) comme

N = a;,.10F + a;_1.10" 1 + .. + a9.10% + a1.10 + ao,
d’autre part 10 = 1[3],10% = 1[3], ..., 10* = 1[3], ainsi

N = a;.10F + a;_1.10° 1 + ..+ 42.10% + 61.10 + ag

= (ar + ag—1 + ... + a2 + a1 + ap)(3].

Alors
N =0[3] = (ar + ax—1 + ... + a2 + a1 + ag) = 0[3]

e "<" Reprenons les méme notations que plus haut

N = a;.10F + ap_1.10" 1+ ... 4+ a2.10% + a1.10 + ag
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et supposons a présent que la somme des chiffres de N est divisible par 3,
c’estadire a + ap—1 + ... + az + a1 + ag = 0[3].

Comme ay,.10¥ = a[3] car 10F = 1[3] de méme ar_1.10F "1 = a_4[3], ...
a2.10%2 = as[3] a1.10 = a1[3] ap = ag[3]

en sommant, on obtient
ap10F + ap_1.10F 1+ ..+ a9.10% + a1.10 + ag

=ag + ag—1+ ... + az + a3 + ap = 0[3]

Alors N = 0[3].
La méme démonstration reste valable si I’on remplace 3 par 9 du fait que 10 = 1[3]

et 10 = 1[9]. Ce qui nous permet de conclure que
N est divisible par 3 (rep .9) < la somme de ses chiffres est divisible par 3 (rep .9)

Exercice 3.5.

1. Pour calculer le pged on utilise I’algorithme d’Euclide :
® pgcd(955,183), on a
955=183 x 5+40; 183=40 x 4+23; 40=23 x 1+17; 23=17 X
1+6; 17=6x2+5; 6=5x1+1; 5=5x1+0.
Alors pged(955,183)=1.
e pgcd(230,126), on a
230=126.1+104; 126=104x 1+22; 104=22x4+16; 22=16x 1+6;
16=6x 2+4; 6=4x 1+2; 4=2x2+0.
Alors pged(230,126)=2
2. @ Pour ppcm(955,183), on a 955 =5 x 191 er 183 = 3 x 61
Alors ppem(955,183) = 955 x 183 = 174765.
e Pour ppcm(230,126), ona 230 =2 x 5x 23,126 =2x 32 x 7
Alors ppem(230,126)=3% x 7 x 5 x 23 = 14490.

Exercice 3.6. Résolution du systeme

pgcd(z,y) = 18
ppem(z,y) = 540

ou x et y sont des entiers naturels. On sait que pgcd(zx,y)ppem(z,y) = x.y =
18 x 540 = 9720, et x = 182/, y = 18y’ avec ' Ny = 1.
xy = 182" x 18y’ = 182 x 2/ x ¢ = 324 x ' x 3/ = 9720 alors
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2.y = 30 et ppecm(x,y) = ppem(182',18y") = 18ppem(x’,y") = 540,
ce que donne ppem(x’,y') = 30
'y’ =30
pged(z',y') =1
ppem(2’,y') = 30

Utilisons la premiére condition on aura que
(=',y") = {(30,1), (15,2), (10, 3), (6, 5), (5,6), (3, 10), (2,15), (1,30) }
Et par suite les solutions
(x,y) = {(540, 18), (270, 36), (180, 54), (108, 90), (90, 108), (54, 180), (36, 270)
,(18,540) }

Exercice 3.7. Résolution des équations diophantiennes suivantes :

1. Tx — 9y = 6, pged(7,9) =1

9=7x1+2
7T=3x2+1
2=2x1+4+0

Ainsi pged(7,9) = 1, comme 1/6 I’équation donnée posséde bien des solu-
tions.

On applique donc l’identité de Bézout, et on trouve
Tx4-9x%x(3)=1.
On multiplie cette derniére équation par 6
7x(24) —9 x (18) =6,

ainsi
(zo,y0) = (24,18)

est une solution particuliére. Soit a présent (x,y) une solution quelconque

de I’équation donnée, on a alors

r—9y = 6
7Tx24—-9x(18) = 6,

en retranchant la deuxieme équation de la premiere, on obtient

T(x—24)—9(y—18) =0
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et donc
7(x—24)=9(y — 18) (3.1

comme 24 et 18 sont premiers entre eux, alors par le lemme de Gauss 9/ (x — 24) ,

et par suite

9/(x—24) = (x—24) = 9%k, keZ

soit encore
r=2449k, keZ

en remplagant dans ’équation (3.1) on obtient

Tx9%=9(y—18), keZ

ce qui donne
y=18+T7k, k€ Z.

Ainsi I’ensemble des solutions est donné par

E={(z,y) = 24+ 9k, 18+ 7k); k € Z}

. 955z + 183y = 1, on commence par I’algorithme d’Euclide pour calculer

pged(955,183).

955=183 X 5+40; 183=40 x 4+23; 40=23 x 1+17; 23=17 x 1+6;
17=6 x 2+5; 6=5x 1+1; 5=5 x I+0.

Ainsi pged(955,183) = 1, comme 1/1 I’équation donnée posséde bien des
solutions.

On applique donc l’identité de Bézout, et on trouve
955 x (—32) + 183 x (167) =1,

ainsi

(z0,y0) = (167, —32)

est une solution particuliére. Soit a présent (x,y) une solution quelconque

de I’équation donnée, on a alors

9552 + 183y = 1
955 x (—32) + 183 x (167) = 1.

En retranchant la deuxieme équation de la premiére, on obtient

955 (x + 32) + 183 (y — 167) = 0
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et donc
955 (x + 32) = 183 (y — 167) (3.2)

comme 955 et 123 sont premiers entre eux, alors par le lemme de Gauss
183/ (x + 32), et par suite

183/ (z +32) = (¢ +32) = 183k, k€ Z

soit encore
r=-32+183k, ke Z

en remplagant dans I’équation (3.2)) on obtient
955 x 183k = 183 (y — 167), k € Z,

ce qui donne
y = 167 + 955k, k € Z.

Ainsi [’ensemble des solutions est donné par
E ={(z,y) = (—32 + 183k, 167 + 955k) ; k € Z}

3. 1232 + 67y = 10
123 =67x1+56 — L1
67=56x1+11— L2
56 =11x5+1— L3
11=11x14+0
Ainsi pged(123,67) = 1, comme 1/10 [’équation donnée posséde bien des
solutions.

On applique donc l'identité de Bézout, et on trouve
123 x 6 + 67 x (—11) = 1.
On multiplie cette derniére équation par 10
123 x 60 + 67 x (—110) = 10,
ainsi
(JZ’O, ?/0) = (607 _110)
est une solution particuliére. Soit a présent (x,y) une solution quelconque
de I’équation donnée, on a alors
123z + 67y = 10
123 x 60 + 67 x (—110) 10
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en retranchant la deuxiéme équation de la premiere, on obtient
123 (x — 60) + 67 (y + 110) =0

et donc

123 (z — 60) = 67 (—y — 110) (3.3)

comme 123 et 67 sont premiers entre eux, alors par le lemme de Gauss
67/ (z — 60), et par suite

67/ (x — 60) = (x — 60) = 67k, k € Z

soit encore
xr=604+67k, keZ

en remplagant dans ’équation (3.3) on obtient
123 x 67k = 67 (—y — 110), ke Z

ce qui donne
y=—110 - 123k, k€ Z.

Ainsi ’ensemble des solutions est donné par

E = {(z,y) = (60 + 67k, —110 — 123k) ; k € Z}

. 13z — 10y = 13

13=10x1+3— L1

10=3x3+1— L2

3=1x3+0— L3

Ainsi pged(13,—10) = 1, comme 1/10 I’équation donnée posséde bien des
solutions.

On applique donc ’identité de Bézout, et on trouve
13 x (—=3) —10 x (—4) = 1.
On multiplie cette derniere équation par 10
13 x (—39) + 10 x (52) = 13,

ainsi

(zo,90) = (—39,52)
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est une solution particuliére. Soit a présent (x,y) une solution quelconque

de I’équation donnée, on a alors

13z — 10y = 13

13 x (—=39) —10 x (—=52) = 13

en retranchant la deuxiéme équation de la premiere, on obtient
13(x+39)—10(y+52)=0
et donc
13 (x +39) =10 (y + 52) (3.4)
comme 13 et 10 sont premiers entre eux, alors par le lemme de Gauss
10/ (z + 39) , et par suite
13(x+39) = (z+39) =13k, ke Z
soit encore
xr=-394+13k, ke Z

en remplagant dans I’équation (3.4) on obtient
10 x 13k = 10 (y + 52), k€ Z

ce qui donne
y=—52+ 10k, k € Z.

Ainsi I’ensemble des solutions est donné par
E = {(z,y) = (-39 + 13k, —52+ 10k); k € Z}

5. 70z 4 30y = 6
70=30x2+4+10— L1
30=10x3+0— L2
Ainsi pged(70,30) = 10, puisque 10 ne divise pas 6, alors I’équation ne

posséde pas de solution entiére.

6. 111z 4+ 90y = 12.
111=90x 1421 — L1
90=21x4+6— L2
21=6x34+3— L3
6=3x2+0— L3
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Ainsi pged(111,90) = 3, comme 3/12 I’équation donnée posséde bien des
solutions.

Puisque 12 = 4 x 3, d’un autre coté comme pgcd(111,90) = 3, 111 = 37.3
et 90 = 30 x 3, avec pgcd(37,30) = 1 donc 111z + 90y = 12 < 37z +
30y = 4, d’apres 'identité de Bézout, il va exister u, v telque 3Tu+30v = 1,
car pged(37,30) = 1, multiplions 1’équation précedente par 4, on trouve
148u + 120v = 4 alors x¢ = 4u, yo = 4v, forment une solution particuliere
de notre équation. Soit (x,y) une solution On applique donc identité de

Bézout, et on trouve
13x(=3)—10x (—4) =1.
On multiplie cette derniére équation par 10
13 x (=39) + 10 x (52) = 13,

ainsi
(xOJ yO) = (_397 52)

est une solution particuliére. Soit a présent (x,y) une solution quelconque

de I’équation donnée, on a alors

132 — 10y 13
13 x (=39) —10 x (—52) = 13

en retranchant la deuxiéme équation de la premiere, on obtient
13(x+39) —10(y+52) =0

et donc
13 (x +39) = 10 (y + 52) 3.5

comme 13 et 10 sont premiers entre eux, alors par le lemme de Gauss
10/ (x + 39) , et par suite

13(x+39) = (z+39) =13k, ke Z

soit encore
r=-39+13k, ke Z

en remplagant dans ’équation (3.3) on obtient

10 x 13k =10 (y +52), k€ Z
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ce qui donne
y=—52+4+10k, k € Z.

Ainsi I’ensemble des solutions est donné par
E ={(z,y) = (-39 + 13k, —52 + 10k); k € Z}

Exercice 3.8. Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéeme

admette une solution : Onax =a+m.ketx =b+n.l alorsb+n.l =a+ m.k
et par suite m.k — n.l = b — a, on a ainsi obtenu une équation diophantienne de
la forme ax + by = c, celle-ci possédera des solutions ( dans 7.) si et seulement si

pgcd(a, b) /¢, soit dans notre cas pged(m,n)/(b — a), plus précisément

b—a

Il
=
RS

S

Il
=,
RS

ol d = pged(m,n)
Exercice 3.9. I. Résolution de I’équation diophantienne suivante :
37x + 27y = 1000.

37z + 27y = 1000
37=27x1+4+10— L1
21=10x2+7— L2
10=7x1+3—= L3
T=3x2+1
3=3x1+0
Ainsi pged(37,27) = 1, comme 1/1000 [’équation donnée posséde bien des
solutions.

On applique donc l’identité de Bézout, et on trouve
37 x (—8000) + 27 x (11000) = 1.
On multiplie cette derniere équation par 1000
37 x (—=8000) + 27 x (11000) = 1000,

ainsi

(0, 30) = (—8000, 11000)
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est une solution particuliére. Soit a présent (x,y) une solution quelconque de

[’équation donnée, on a alors

37z +27Ty = 1000
37 x (—8000) + 27 x (11000) = 1000

en retranchant la deuxieme équation de la premiere, on obtient
37 (x 4+ 8000) 4+ 27 (y — 11000) =0

et donc
37 (x + 8000) = 27 (—y + 11000) (3.6)

comme 37 et 27 sont premiers entre eux, alors par le lemme de Gauss
27/ (x + 8000) , et par suite

27/ (x + 8000) = (z + 8000) = 27k, k € Z

soit encore

x = —8000 + 27k, k€ Z

en remplagant dans ’équation (3.6) on obtient
37 x 27k =27 (—y 4+ 11000), k€ Z

ce qui donne
y = 11000 — 37k, k € Z.

Ainsi I’ensemble des solutions est donné par
E = {(z,y) = (—8000 + 27k, 11000 — 37k); k € Z}

2. Précisons x et y, sachant que y représente un nombre d’étudiants et x le nombre
de chaises disponibles.

Le nombre des chaises est 19, puisque —8000 = —8[27] = 19[27].
Le nombre des étudiants est 11 car 11000 = 11[37] = 11[37].

3.3 Exercices supplémentaires

Exercice 3.10. En multipliant mon jour de naissance par 12 et mon mois de nais-
sance par 31 et en sommant on obtient 292. Quelle est donc ma date de naissance ?

(on ne demande pas I’année mais uniquement le jour et le mois)
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Indication : On résout I’équation 125 — 31m = 292, apres on tire les solutions
particuliere alors on obtient (j,m) = (14,04) c’est a dire la date de naissance
exacte est 14 — 04.

Exercice 3.11. Montrer que si n un entier naturel somme de deux carrées d’en-

tiers, alors le reste de la division euclidienne de n par 4 n’est jamais égal a 3.

Exercice 3.12. Soient a, b deux entiers supérieurs ou égaux a 1. Montrer que
1 (2 —1)/(2% —1).
2. (2P — 1)premier = p premier .
3. pged(2% — 1,20 — 1) = 2rocd(ab) _ 1,
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4.1 Exercices

Exercice 4.1. Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants

3 + 6i 1+i)\2 2+5z‘+2—5z‘
3—4i \2—i) " 1—i " 14’

Exercice 4.2.

1. Mettre sous forme géométrique les nombres complexes

V6 —iV2

a=-p m=1-i

2. En déduire le module et I’argument de Sy
Z2

Exercice 4.3. Trouver les racines carrées de
21 :3—4i, Z2:24—10i.

Exercice 4.4.

1. Calculer les racines carrées de

=
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2. En déduire les valeurs de cos(g) et sin (g) .

Exercice 4.5. Résoudre dans C les équations
22— (1+20)z+i—1,

22—\/§z—i:0,
24 +102%2 + 169 = 0.

Exercice 4.6. Trouver les racines cubiques de
21:2—2i, 22:8i.

Exercice 4.7.
1. Donner les racines cubiques de z = 1, et montrer que celles-ci s’écrivent
1, 4,52
2. Calculer 1 + j + j°.

3. Donner les racines n*“¢ de z = 1, et montrer que celles-ci s’écrivent

2 n—1
Lw,w .. w .

4. Calculer 1+ w + w? + ... + w1
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4.2 Solutions

Exercice 4.1.

La forme algébrique des nombres complexes suivants

(3+62‘)  346i3+4i  —346i

3—4i) 3—4i3+4i 5

1+i\? -8 6
= — 7 .
2 25 ' 25

2451 2-51 _ 2-5 =3 7
-+ -=2+%z z= =—+1iz
1—2 1+74

Exercice 4.2.

1. Les formes trigonométriques suivantes :

6 —1v2 7
Zl:w:fezﬁ’

29 =1—1i=12e 1.

, 21 ;5
2. le module et I’argument de — = e'12

2
21 om 21
arg(g)zﬁ—#—%m', keZ, \2—2|:1.
Exercice 4.3. Les racines carrées de
1. z1 =3 —4i.

2 —y? =3 T =+2
(z+iy)?=3—4di={ 22+2 =3 +42=5 = y==+l1
20y = —4 20y = —4
La derniere équation permet de trouver le signe des couples solutions ainsi
x et y sont de signes opposés (z,y) = (2,—1) ou (z,y) = (=2, 1).
Alors les racines carrés de 3 — 41 sont wqp = 2 — 1 et wy = —2 + 1.

2. zp =24 —10:.

22 —y? =24 T =35
(x4iy)?> =24 —-10i = { 22 +y2 =26 = y==+1
2zy = —10 2zy = —10

Alors les racines carrées de 24 — 10t sont wy =5 — 1 et wyg = —5H + 1.
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Exercice 4.4.

1. 2=

ok
N 14+v2
€r =
[ =5 22
. 142 9 9

(x4 iy) = *+yi=1 = V2-1
Y = 5 21\@

2a:y:ﬁ

Donc les racines carrées de z sont

1+\/ V2-1 \/1+\f V2 -1
Ve \/ 22 2T "N ove

2. Les valeurs de cos (8) et sm 8

On cherche la forme géométrique de z = 1—\/%

{ cos(0) =
sin(f) =

;T . .
donc €'s est une racine carrée de z,

™ 5y T
=0= 1 alors z = €'s et comme (e'5)? = 't

ENE]

S-S

62

al

= cos(%) + isin(%).

Comme cos(g) > 0 alors

eig_er\ij V21
S\ 2v2 22

Ce qui nous permet de déduire que

1+f ): V2 -1

COS

Exercice 4.5. Pour résoudre dans C les équations

1. 22—\3z—i= 0, A = 3 + 41, on cherche les racines carrées de A.

22 —y? =3 r =42
(x+iy)?=3+4i=>{ 22+y2=5 =< y=-+1
20y =4 20y =5
Alors les racines carrées de A\ sont w1 = 2 + i et wy = —2 — 1, alors
V3+2+i  V3-2—4

I’équation admet pour solutions z; = 5 , 29 = 5
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222 - (142)z+i—1=0,A =1, alors les solutions de cette équation
sont:z1 =1, 20 =1+41.

3. 24 41022 4+ 169 = 0, on pose Z = 22, ce qui ramene ’équation i
Z? +10Z +169 = 0,

qui a pour A = —576 = (24i)? et pour solutions 7y, = —5 — 12i et Zy =
—5+4 124, enfin pour obtenir les quatre solutions de léquation donnée il suffit
de retrouver les racines carrées de Z et Zo, par la méthode de [’exercice

précedent : Z1 = —5 — 12i.

z?2 —y?=-5 r =42

(x4+iy)?=-5-12i=< 22+42=13 = y =43
20y = —12 20y = —12

Alors les racines carrées de Z1 sont w1 = 2 — 3t et wy = —2 + 3i.

On applique le méme argument pour Zo, on obtient les racines carrées suivantes :
wy = 2+ 3i et wy = —2 — 34, alors ’équation donnée, admet pour solutions

wy =2—3t,wy=—-2+4+3, w3 =243t et wyg = —2 — 3.

Exercice 4.6. Les racines cubiques de

1. 21 =2—2i.
Pour trouver les racines cubiques de z1, il faut commencer par le mettre sous

sa forme géométrique : On a

cos(f) = L
|z| = 2V/2, { (©) \/? :>0:—%+2k7r, ke,
sm(@):—ﬁ

— . . ; .
alors 2, = 22T T2k Op pose w = x + 1y = re'™ est une racine

cubique de z; telle que wd =2 = 2\/56(%+2k”)i, alors

k

wp = (2v2)5e(ETE) k=0,1,2.
On aura alors

-4 ki
wo :\/ie 121711)1 :612l7w2 —e1

2. zo = 81, nous allons adopter la méme démarche que pour le cas précédent.
En effet, on a
29 = 8el2 12 L c 7.
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On pose w = x + iy = re'® est une racine cubique de 2o tel que w> =

8e(ZT2E™)i alors Wy, = 26(%+%Tﬂ)i, k =0,1,2, On aura alors,

z9 =

™ S, 9m
wo = 2e6",w; = 2e6 ", wy = 2e6 .

Exercice 4.7.

1. Pour le calcul des racines cubiques, il est plus pratique de passer par la

0

forme géométrique de z, alors z = re', ce qui donne 2> = 1 = ™k ¢

Z ce qui revient a écrire
. _
z=es3 "' k=0,1,2,

ainsi
2
z1=1,z0=€e38", 290 =¢€3

On remarque que z% = z3, alors si on pose j = e3 ", donc les racines cu-

bigques de 1 s’écrivent sous la forme 1, 7, 2.

2. 1+j5+j52

Par le fait que j est une racine cubique de 1, on sait que j° = 1.
L+j+52 =7 +j+572 =i +5+5°) = j0+j+5°) =1+]+ 7

= @G-1DA+j+5)=0

Comme j # lonal+j+j2=0.

3. Les racines n'™¢ de z = 1, s’obtient par la méme méthode w™ = 1 = e*2k™
alors wy, = en ' k=0,1,2,....n— 1, si on pose w = e ", alors les
racines sont 1,w,w?, ...,w" ! avec w™ = 1.

1—wm

l+wtw4 .. Fuw =
1l—w

I

somme des termes d’une suite géométrique de raison w or w"™ = 1 donc

14w+’ +. .+ =0
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4.3 Exercices supplémentaires
Exercice 4.8. Résoudre dans C I’équation suivante :
24 (3-6i)22 — 8 —6i = 0.
Exercice 4.9. Montrer que I’équation
(1—14)2% — (5414)2% + (4 + 6i)z — 4i = 0,
posseéde une racine réelle, puis la résoudre.

Exercice 4.10. Soit w # 1 une racine niéme de 1. Calculer

1+ 2w + 3w? + 4w + ..nw"™ !
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5.1 Exercices

Exercice 5.1. Soient A, B et C les matrices suivantes

0 1 -1 1 2 0 -3
A= -3 4 -3 |, B= 0 b5 , C=1| 2 1
-1 1 0 -6 -1 8§ =7

1. Calculer B4+C, B—C, B+2C, 2B — 3C.
2. Calculer AB, AC, A2, A3
3. Calculer'A; 'B,t(AB).

Exercice 5.2. Calculer le déterminant des matrices suivantes

0 1 -1
B 1 2 B cos(z) sin(x)
A_<—1 3>’B_ w34 s 7C_<—sin(:ﬂ) cos(x))’

-1 1 0
1 2 -1
D 0 3 9 0
2 1 5 4
-2 1 -3 -4
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et donner A=Y et B71.

01 -1
Exercice 5.3. Soit M =| 0 1 1
1 0 1

1. Calculer M? — 2M? + 2M

2. Déduire de ce qui précede que la matrice M est inversible ; puis donner
M~

3. Retrouver M~" par utilisation de la comatrice.

a -1 0
Exercice 5.4. Soit la matrice A = | -2 o —2 | o « est un paramétre
0 -1 «

réel a € R.
1. Discuter suivant les valeurs de « de I'inversibilité de A.

2. Lorsque cela est possible, calculer A~

1 -2 4
Exercice 5.5. Soitlamatrice A= 1 1 1
1 -1 1

1. Vérifier que A est inversible, et donner A~!.
2. En déduire la solution du systéme
—r+y—2=10

T+y+z=-4
x—2y+4z =6.

1 a a®
Exercice 5.6. Soit lamatrice A= | 1 b b%> | oia,betcsontdes réels non
1 ¢ ¢

nuls. Dire pour quelle(s) valeur(s) de a, b et c la matrice A est inversible.

1 -3 6
Exercice 5.7. Soit la matrice A= | 6 —8 12
3 -3 4
1. Calculer A?, puis trouver deux réels o, f3 tels que A> = aA + BI, o
1 00
I=1 010

0 01



5.1. Exercices

49

2. Déduire de ce qui précéde que A est inversible, et donner A™!,

3. Retrouver A~' par utilisation de la comatrice.
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5.2 Solutions

Exercice 5.1. Soient A, B et C' les matrices suivantes

0 1 -1 1 2 0 —3
A=| -3 4 3|, B=| o 5 |, c=]2 1
-1 1 0 —6 —1 8 —7
1. e
1 -1 1 5
B+C=|2 6 |, B-C=| -2 4 |,
2 -8 ~14 6
[}
1 —4 2 13
B+20=| 4 7T , 2B-3C=| -6 -7
10 —15 —36 19
2. e
0 1 -1 1 2 6 6
AB=| -3 4 -3 0 5 |=]| 15 17
-1 1 0 —6 —1 -1 3
[}
0 1 -1 0 —3 -6 8
AC=1| -3 4 -3 2 1 | =] —-16 34
-1 1 0 8 —7 2 4
[}
0 1 -1 0 1 -1 -2 3 -3
A= -3 4 -3 34 -3 |=]| -9 10 -9
-1 1 0 -1 1 0 -3 3 -2
[ ]
0 1 -1 -2 3 -3 -6 7 -7
A3 =AA4% -3 4 -3 -9 10 -9 | =] —-21 22 -21
-1 1 0 -3 3 =2 -7 7 -6

3. 'A; !Bt (AB).

0 =3 -l 10 -6 6 15 —1
‘A= 1 4 1 |.,'B= , "(AB) =
6 17 3

2 5 -1
-1 -3 0
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Exercice 5.2. Le déterminant des matrices suivantes

0 1 -1
B 1 2 B B cos(x) sin(x)
A_(—l 3>’B_ w34 7Cf_(—sin(az) cos(z))’

-1 1 0
1 2 -1
0O 3 9 0
D =
2 1 5 4
-2 1 -3 —4
o |Al=5.
4 -3 -3 -3 -3 4
e [B[=0 - - =3-1=2.
1 O -1 0 -1 1
o |C|= cgs(x) sin(z) = cos?(xr) + sin?(z) = 1.
—sin(x) cos(z)
2 -1 2 1 -1 2 1 2 2
e |D|=0]1 5 4|+3[2 5 4]|-9/2 1 4
1 -3 —4 -2 -3 -4 -2 1 —4
1 2 -1
+0{2 1 5|=040-04+0=0.
-2 1 -3
Les valeurs de A=" et B~ 1.
3 3 1
o L B t 1 -1 -1
B_ = = — — — —
B com(B) 5
1 3 3
3 -1 1
= - 3 -1 3
1 -1 3
1t 1t 3 1 1 3 -2
Al = — com(A) == = - .
e (50007
01 -1
Exercice 5.3. Soit M = 01 1
1 0 1

1. Le résultat de M3 — 2M? + 2M
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01 —1 01 —1 -1 1 0
M2=MM=1| 0 1 01 1 |=]1 12
10 10 1 1 10
-1 1 0 01 —1 00 2
M3 = M*M = 1 1 2 01 1 =2 2 2
1 10 10 1 020
Alors
00 2 -1 10 0 1 -1
M3—oM?’4+2M =2 2 2 |—=2 1 1 2 |+2l0 1 1
020 1 10 10 1
200
=102 0
00 2

2. On a déja démontré que M3 —2M?+2M = 21, alors %M(M2—2M+2I) =1,
et puisque MM~ = M~'M = I, on en déduit que :

1 -1 2
Mt=_(M*-2M+2)=-| 1 1
-1 1 0
3. M~ par utilisation de la comatrice.
Ona|M|=2
1 1 -1 1 -1 2
M_lzitcom(M):y -1 1 _1 1 1
| M| 2
2 0 0 -1 1 0
a -1 0
Exercice 54. Soit A= | -2 « —2 | ot «estunparamétre réel o € R.
0 -1 «

1. Pour savoir que A soit inversible il faut calculer le déterminant de A,

[Al=1-2 a =2|=«
0 -1 «
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Alors A est inversible si et seulement si a # 0 et o« # 2 et v # —2.

2. On suppose que o € R — {0, —2,2} alors A~ existe.

a2 -2 2 2

1 1t 1! 9
A = — A= ——
Al com(A) R a a a
2 200 a? —2
a’—-2 « 2
1 2
=—3— 2a « 2c
o’ —4a
2 a o®> -2
1 -2 4
Exercice 5.5. Soit lamatrice A= | 1 1 1
1 -1 1
1. Pour vérifier que A est inversible, il faut calculer son déterminant
1 1 11 1 1
|A| = +2 +4 =2+0-8= -6,
-1 1 11 1 -1
|A| # 0, alors A est inversible,
2 0 -2 2 =2
A7l = itcom(A) = —lt 2 -3 -1 | = 1 0 3
4] 6 6
-6 3 3 -2 -1
2. Soit le systeme
—r+y—2z2=10

r+y+z=—-4
T—2y+42=6

ce dernier peut étre reécrit sous la forme

r—2y+4z=206
TH+y+z=—-4
r—y+z=-10

qui, une fois mis sous forme matricielle, n’est autre que

et la résolution de ce systéme matriciel revient a inverser la matrice A

AX =b= X = A~ 'p,
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alors
T 2 -2 -6 6 -2
1
X=|wy|=—(5| 0 -3 3 —4 | = 3
z -2 -1 3 —10 .

ce qui donne (z,y,z) = (—%,3,%).

2

1 a a
Exercice 5.6. Soit la matrice A = 1 b b2 | owa,b et csontdes réels non
1 ¢ ¢

nuls. Pour trouver les valeur(s) de a, b et c pour lesquels la matrice A est inversible,

il suffit de calculer le déterminant.
|A| = (bc? — cb?) — a(c® — b?) + a*(c — b) = (¢ — b) (b — a)(c — a)

Donc A est inversible si et seulement si ¢ # beta # bet a # c.

1 -3 6
Exercice 5.7. Soit la matrice A= | 6 —8 12
3 -3 4
1 -3 6 1 -3 6 1 3 -6
1A= 6 -8 12 6 -8 12 |=| -6 10 —12
3 -3 4 3 -3 4 -3 3 =2
Les valeurs de «, B tels que A2 = oA + B1, alors
1 3 -6 1 -3 6 1 00
—6 10 —12 |=a|l 6 -8 12 | +8| 0 1 0
-3 3 -2 3 -3 4 0 01
a+p -3« 6
= 6a  —8a+p8 12«
3o —3a 4o+ p

Par identification, on trouve que :

a+p=1
—3a=3
Alors a = —1, 3 = 2, On aura donc : A> = —A + 21.

2. Puisque A? = —A + 21 alors $(A? + A) = I, et par suite :

éA(A v =1,
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ce qui implique que A est inversible, et que

1 1
A*lzi(AJrI):5 6 —7 12

3. Par la méthode de comatrice, on a |A| = 4

L Lt 4 12
-1 = m com(A) = Z —6 —14
12 24
2 =3
1
== 5 6 —7
3 -3

5.3 Exercices supplémentaires

Exercice 5.8. Soit les matrices suivantes

A:

o O =
O = =
[

1. Calculer B>.

et B=

2

3

o O O
o O =
S =N

4
12
6

-6 12
—14 24
—6 10

2. En déduire A™ pour n € N (utiliser la formule du bindme de Newton).

3. Montrer que A est inversible et calculer A~

4. Vérifier que la formule trouvée en (2) est encore vraie pour n = —1.

Exercice 5.9. Soit les matrices suivantes

3 0 -1
A= 2 4 2 et P=
-1 0 3

1. Montrer que P est inversible et calculer P~".

2. Calculer P~1AP

3. En déduire I’expression de A™.
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6.1 Exercices

Exercice 6.1.
1. Vérifier que (1,1) et (2,3) engendrent R2. Conclure !
2. Vérifier que {(1,2,3),(0,1,—1),(2,0,1)} est une famille libre dans R3.
Conclure !
Exercice 6.2. Soient les ensembles suivants : Ey = {(x,y,2) € R®x+y+2 =
0} et By = {(z,y,2) ER¥%2 —y =2+ 2 =0}
1. Montrer que Ey et Ey sont des sous espaces vectoriels de R,
2. Donner une base de E1 et une base de Es ; et en déduire dimE- et dimE-
3. Montrer -par deux méthodes- que R3 = E; @ Es.
Exercice 6.3. Soient les ensembles suivants : By = {(z,y,2) € R}z =y = 2}
et By = {(x,y,2) € R3x = 0}

1. Montrer que E; et Ey sont des sous espaces vectoriels de R3.

2. Montrer -par deux méthodes- que R? = E, @ E».
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Exercice 6.4. Parmi les ensembles F dire lesquels sont des sous espaces vecto-
riels de F :

I-E=R3; F ={(z,y,2) € R} 2 +y+ 32 =0}

2-E=R?; F ={(z,y) € R}z + 3y = 3}

3E=R?; F={(z,y) e R%2? +y* = 4}

4-E =R[X]; F = {P € R[X]; degP = 4}

5-E =R[X]; F = {P € R[X];degP < 4}

6- E ={f:R — R;application} ;F = {f € E;paire}

Exercice 6.5. Soit E I’espace vectoriel des suites réelles convergentes. Montrer
que ’ensemble des suites constantes et ’ensemble des suites convergeant vers 0

sont deux sous espaces supplémentaires dans E.
Exercice 6.6. Soient les ensembles suivants : By = {(z,y,z) € R} 24+y—32z =
0} et By = {(z,ax,z) € R3 2z € R} ou a est un parameétre réel.

1. Montrer que E; et Ey sont des sous espaces vectoriels de R3.

2. Donner une base de E1 et une base de Es ; et en déduire dimE- et dimEs.

3. Pour quelle(s) valeur(s) du parametre o« a-t-on : R3=FE,® FEy?
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6.2 Solutions

Exercice 6.1. 1. Pour montrer que {(1,1), (2, 3)} est une famille génératrice,
on cherche o et B deux réelles tel que : (x,y) = a(1,1) + 5(2,3) apres le
calcul on aura o = 3x — 2y, 3 = y — x et par suite, soit X = (z,y) € R?
donc

X = (2,y) = 3z — 20)(1,1) + (y — 2)(2,3).

Alors < (1,1),(2,3) > engendrent R? et par suite < (1,1),(2,3) > forme
une base (une famille génératrice qui a la méme dimension que la base).

2. {(1,2,3),(0,1,-1),(2,0,1)} est une famille libre dans R3,
Soient A1, A2, A3 € R.

AM+2X3=0 A= —2)3
2M1 + A2 =0 = =2\ =X
3\ — A2+ XA3=0 —6A3+4A3+ A3 =0

=AM =X=X=0,
donc on en déduit que : {(1,2,3),(0,1,—-1),(2,0,1)} est une famille libre

dans R3, et puisque la dimension égal a la dimension de R3, alors on conclut

que
{(1,2,3),(0,1,-1),(2,0,1)} est une base dans R3

Exercice 6.2. Soient les ensembles suivants :
Er ={(z,y,2) e R%a+y+z=0}et By = {(2,y,2) e Rz —y = 2+2 =0}

1. o Commencons par F;
E1 # 0, il contient au moins 0, car soit (0,0,0) € R3et0+0+0 =0
alors Ey # ().
Soit X = (z,y,2), X' = (2/,y/,2') € Fy, et soit \, p € R, il est clair que
AX+uX' € Eyalors N(x+y+z)+u(@+y'+2') =0car X, X' € Ey.

o Ey # 0, car il contient au moins 0, soit (0,0,0) € R3et0—0=04+0=0
alors Eo # .
Soit X = (x,y,2), X' = (2/,y,2") € Fs, et soit \, i deux réels quel-
congques.

Par hypothese on a d’une part x —y = x + z, alors

Mz —y)=Azx+2)=0. (6.1)
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Etd’autre part v’ —y = 2’ + 2/, d’on
/ / / /
p@' —y) =p@ +2)=0 (6.2)
(6.1)+(6.2) donne :
Az + px’ — Ny + py') = Ax + px’ + Xz + p’ = 0.
Ainsi
Ax + px’
M +pX' = Ww+py | € Ea.
Az + pz
La base de K1, ona X € Fyalorszc+y+2=0=2 = —y— =z

alors (z,y,2) = (—y—2,y,2) = (—-4,4,0)+(—2,0,2) = y(—1,1,0)+
2(—1,0,1), et par suite la base de E est

{(-1,1,0),(-1,0,1)}

alors la dim(Ey) = 2.
La basede Fs, soit X € Foalorsx—y=xz+2=0=>2=—yety==x
alors (z,y,2) = (y,y,—y) = y(1,1,—1) = y(1,1,—1), et par suite la
base de F5 est

{1,1,-1)
alors la dim(E3) = 1.
lere méthode : on utilise la dimension, puisque
dim(E) = dim(R3) = dim(E1) + dim(E») et d’autre part dim(E; N
Es) =0, alors dim(Ey ® E3) = dim(E1) + dim(E>), on déduit que

R3 = E, & Es.

2eme méthode : on vérifie les proprietés de la somme direct, il faut vérifie
que R® = By + Fy et By N Ey = {Ops}, on définit

E1+E2:{X€R3;X:1‘1+$20ﬂx1 € By et xg € Ey}

E1 + By C R3 clair par définition.

R3 C By + Ey, soit X € R3 tel que X = (x,y, z) 'objectif est d’écrire
X =X1+Xoavec X1 € EF1et X9 € Fy.

Soit X1 = (2/,y/,2') € Ey alors ' + y + 2/ = 0, soit encore que

2 =—2' —y donc X1 = («',y/,—2' — /).
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Soit Xo = (2",y",2") € Ey alors 2" — " = 2" + 2" soit encore que

y'=a"et 2 = —2" donc X9 = (2", 2", —2"), et par suite
X = Xl + X2 ~ (xaya Z) = (zlaylv _:L‘/ - y/) + (:E/,a :Ella _:I"/,)
en identifiant composante par composante, on obtient le systeme

r=ua+2"
y:y/+x//

z:—x'—y’—m”

apres substitution, et par un calcul direct on obtient

' =x+y+z
¥=—y—z
Yy =—x—=z

il est alors facile de vérifier que X = X1 + Xo, avec X = (z,y,z) et
Xi=(—y—z,—r—z,x4+y+22)€eFetXo=(x+y+z,x+y+
z,—r —Yy—z) € Es.

Pour Uintersection entre E et Es, il est clair que E1, E> sont deux sous
espaces vectoriels, ils contient au moins le {Ogs } alors I’intersection n’est
pas vide, soit X € E1 N FEy donc X € Ey et X € FE4, ce qui donne
z+y+z=0etz—y=z+2=0=>2=y=—2=0etx+y+2=0
alors

Ey N By = {(0,0,0)}.

Exercice 6.3. Soient les ensembles suivants : By = {(z,y,2) € R} 2 =y = 2}
et By = {(x,y,2) € Rz = 0}

1. o E estun sous espaces vectoriel de R3. Il faut vérifier que

Ey #10
Yu,v € By, YA\, u € R, (Au+ pv) € Ey

Ey # 0, car il contient au moins par exemple (0,0,0).

Soitu = (x,y,2),v = (2,9, 2') € E1, V\,u € Ralorsu € E; = x =
y=z= = y=Xzetve By =12 =y =2 = pa’ = py = pz
et par suite Ax + px’ = Ay + py’ = Az + pz/, donc Au + pv € Ey
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Par la méme méthode, on peut montrer que E5 est un s.e.v, il est clair que
Es est non vide car par exemple il contient (0,0,0), (0,1,7), (0, -2, —8).
Soit u = (z,y,2),v = (2/,y/,2") € E1, Y\, u € Ralors \u + pv =
A0, y, 2)+ (0,9, 2") et par suite (0, \y+ py', \z+pz") donc Mu+pwv €
Fo.

1 ere méthode, on utilise les dimensions : Pour l’intersection entre F et
FEo, il est clair que E1, E5 sont deux sous espaces vectoriels, ils contient
au moins le {Ops }, Uintersection n’est pas vide, soit X € E1 N Ey donc
X = (z,y,2) € Ey et X € Es, ce qui donne x =y = z et x = 0 donc

x =1y =2z=_0alors
EyNE> ={(0,0,0)}

donc

dim(El N Eg) =0

dim(R3?) = dim(E) + dim(E>). Cherchons la dimension de chaque
sous-espace pour E\ il est facile de vérifier que {(1,1,1)} constitue une
base de E1, donc dim(E1) = 1, pour Es il est facile de vérifier que
{(0,1,0),(0,0,1)} constitue une base de Es, donc dim(E2) = 2, comme

dim(Ey + E) = dim(Ey) +dim(Ey) —dim(E1NE) =142—-0=3

et par suite comme (E1+ E») est un sous espace de R? et dim(Ey+Eo) =

dim(R3) alors nécessairement
E1+ Ey =R%.

En conclusion E; N Ey = {(0,0,0)} et E1 + E> = R3 alors
R? = E, @ F».

2eme méthode : on vérifie les proprietés de la somme direct, il faut vérifier
que R® = By + Fs et By N Ey = {Ogs}, on définit tout d’abord

El—i—Eg:{XGR?’;X:xl—i—xQoz)xleElethGEg}

Ey + Eo C R clair par définition.

R3 C Ey + By, soit X € R3 tel que X = (x,vy, 2) l'objectif est d’écrire
X=X+ Xoavec X1 € Fh et Xo € E>.

Soit X1 = (¢,y/,2") € Eyalors 2’ =y = 2/, donc Xy = (o', 2, 2').
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Soit Xo = (2",y",2") € Ey alors 2" = 0 donc Xy = (0,y",2"), et par

suite
X=X1+ Xy & (1,y,2) = (¢/,2/,27) + (0,4, 2"),
en identifiant composante par composante, on obtient le systeme

x=ua
y — l'/ + y//
z=a' +72
apres substitution, et par un calcul direct on obtient

=z

1
Y
S

— X
— X

I
ISIIINSY

il est alors facile de vérifier que X = X1 + Xo, avec X = (z,y,2) et
X1 = (z,x,z) € By et Xo=(0,y —x,z—x) € E».

Exercice 6.4. Parmi les ensembles F dire lesquels sont des sous espaces vectoriels
de E:

I.E=R}F = {(v,y,2) €E R¥%2+y+32=0}, F CE, F # 0, car
Ogs € FetVu,v € F,YA\,u € R = (Au+ pv) € F, alors F est un sous
espace vectoriel de E.

2. E=R% F = {(x,y) € R% a2 + 3y = 3}, F n’est pas un sous espace
vectoriel car Og2 ¢ F, alors F ¢ R2

3. E =R%; F = {(z,y) € R%2? +y? = 4}, F n’est pas un sous espace
vectoriel car Og2 ¢ F, alors F ¢_ R2

4. E = R[X]|; F = {P € R[X];degP = 4}, F n’est pas un sous espace
vectoriel de E = R[X], car a partir d’un contre exemple on peut trouver
P,Q € F mais AP + uQ ¢ F alors si P(x) = 2* + z et Q(x) = 2 oul
P,Q € F, mais P(x) — Q(z) =x ¢ F.

5. E = R[X]|; F = {P € R[X|;degP < 4} F est bien un sous espace
vectoriel de E = R[X], car l’espace des polynémes est un espace vectoriel
et F' est un polynéme de degré < 4.

6. E={f:R — R;application} ;F = {f € E;paire}, L’application nulle

est paire donc dans F. Si f, g deux fonctions paires, il en est alors de méme
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de f + g et de \f, pour tout réelle ). Alors ’ensemble F' est bien un sous

espace vectoriel de F.

Exercice 6.5. Soit E [’espace vectoriel des suites rélles convergentes

E = {(un)n € RY, (uy)nconverge}.

On note par E71 U'espace vectoriel des suites constantes et Fo [’espace vectoriel

des suites converge vers 0.

Nous commencons de vérifier les proprietés des sous espaces supplémentaires

e Fy N Ey ={0}. En effet une suite constante qui converge vers 0 est la suite

nulle.
o £ = Ey + Es, soit (uy), une suite dans E. Notons 1 la limite de (uy)n.

Soit (vy)n la suite définie par v, = u, — I, alors (vy), converge vers 0.

Donc (vy,)n, € Ea. Notons (wy,)y la suite constante égale d 1, nous avons

aussi u, = | + u, — I, ou encore u, = w, + v, n € N, et par suite

(un)n = (Wn)n + (Un)n, ce qui donne la méme décomposition souhaitée.
En déduire

E=F & FE,.

Exercice 6.6. Soient les ensembles suivants : By = {(z,y,2) € R} ;2 +y — 3z =

0} et By = {(z,ax,r) € R3; 2 € R} oit a est un parametre réel.

1. e

E1 sous espace vectoriel de R®. By # (), car (0,0,0) € E\.

Vu = (z,y,2),v = (2/,y,2) € E1, VA, u € Rdonc ANz +y — 3z) +
pl@' +y —32")=0= Ae+ px’ + My + py’ — 3(\z + pz’) = 0 alors
Au+ puv € E.

B sous espace vectoriel de R3. Ey # 0, car (0,0,0), (1,a,1) € Ey.

Vu = (z,ax,x),v = (/,az’,2") € E1, VA, u € Rdonc \(z, ax, x) +
pu(x' ax' ')

= (\x + px', a(Ax + pa’), \e + pa’) alors Au + pv € Es.

La base de E1, remarquons que Ey par définition est E1 = {(z,y,2) €
R3 2 = —y + 3z}, alors X = (x,y,2) € By = X = (—y + 32,9,2) =
(—y,4,0) + (32,0,2) = y(—1,1,0) + 2(3,0,1) donc on en déduit que
{(-1,1,0),(3,0,1)} est une base de E, et par suite dim(Ey) = 2.

La base de Es, par définition est By = {(z,ax,z) € R®;x € R}, alors
X = (z,y,2) € Ba = X = (z,az,x) = z(1, o, 1) donc on en déduit
que {(1,«, 1)} est une base de Es, , et par suite dim(FEs) = 1.
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3. Lavaleur de o pour laquelle
R® = F) & E».

Pour que E et Fs soient supplémentaires il est nécessaire d’avoir E1 N
Ey = {0p3}. Soit X = (z,y,2) € E1 N Ey alors

z+y—3z2=0
z=x
Yy =ar

en substituant la valeur de y et de z obtenues des deux derniéres équations

dans la premiere, on obtient
z+axr —3x =0,

soit encore
(¢ —2)z =0,

pour que la seule solution soit la solution triviale x = 0, il est nécessaire
d’avoir (o — 2) # 0 (car si (o — 2) = 0, tous les réels sont solutions.) Donc
si o # 2 alors © = 0, en revenant aux autres équations on a que y = z = 0,
soit que £y N Ey = {Ops}. D’un autre coté, comme dim(E, + E2) = 3
donc By + Ey = R3, et en conclusion E1 @ Eo = R3.

Remarque que se passe-t-il si o = 2 ?

On observe dans ce cas que Ey = {(z,2x,x),x € R}, les éléments de Es
sont donc de la forme y = 2x,z = x on observe alors que x +y — 3z =
x + 2x — 3x = 0, ainsi les éléments de > sont aussi des éléments de F.
En conclusion si o = 2 on a E2 C E et ces deux espaces ne peuvent pas

étre supplémentaires.

6.3 Exercices supplémentaires

Exercice 6.7. Soit F = {(z,y,2) € R3; 2% + 2y? + 22 + 2y(x + 2z) = 0}

F ainsi défini est-il un sous espace vectoriel de R? ? Si oui donner sa dimension.

Exercice 6.8. Soient les ensembles suivants : By = {(z,y,2) E Rz +y+ 2 =
0}7 Ey = {(:r,y,z) € RB;.’L'—l—y—Z - O}a E3 = {(:r,y,z) € Rg;x_y =rtz=
0}

1. Montrer que E1, FEy et E3 sont des sous espaces vectoriels de R>.
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2. Donner dimFE7, dimE, et dimFEs
3. Montrer que R? = E, @ Es.
4. Sans calucler E1 N Es, ni dim(E1 N Eg). Montrer que E et E ne sont pas

supplémentaires.
5. FEy et B35 sont ils supplémentaires ?
Exercice 6.9. Soit E = C'(R, R) I’espace des fonctions de classe C' (dérivables
a dérivées continues), et soit F = {f € E, f(0) = f'(0) = 0}. Montrer que F est

un sous espace vectoriel de E, et déterminer un supplémentaire de F' dans E.
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7.1 Exercices

Exercice 7.1. Soit

f: RP—R
(@,y,2) — (z+y,x+2)

1. Vérifier que f est une application linéaire.

2. Déterminer kerf le noyau de f, puis donner une base de kerf et en déduire
dim(kerf).

3. f es- elle injective ?

4. Donner dim(Imf); puis donner une base de Imf.

5. f est-elle surjective ?
Exercice 7.2. Soit I’application linéaire suivante :

f: RP—R
(r,y,2) — (x+y,z+2z,0+y+2)
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1. Déterminer kerf le noyau de f et en déduire dim(kerf).
2. f est-elle injective ? f est elle-surjective ? f est-elle bijective ?

3. Donner dim(Imf) ; puis donner une base de Imf.

Exercice 7.3.
1. Veérifier que {(1,1),(2,1)} est une base R
2. Soit f : R? — R?, une application linéaire telle que f(1,1) = (3,0) et
f(2,1) = (5,1), donner alors I’expression de f.

Exercice 7.4. Soit I’application linéaire suivante :

f: R —R
(x,y,2) — (—x+y—2z —2+2 —20+2y)

1. Soit By la base canonique de R?, donner My = M (f, By, By).

2. Soit By la base de R? définie comme suit : By = {(1,1,1),(2,0,1), (0, —1,1)}.
Calculer My = M(f, B2, By).

3. Soit B3 la base de R? définie comme suit : B3 = {(1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)}.
Calculer M3 = M (f, Bs, Bs).

4. Sans les calculer , montrer que det(M;) =det(Ms)
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7.2 Solutions

Exercice 7.1. Soit
f : R} —R?
(z,9,2) — (z+y,z+2)

1. f est une application linéaire, en effet pour uw = (x,y,z),v = (', y/,2') €
R3, et \,p €R

fQu+p) = f(A(x,y,2)+p(y, 7))
= f(a+pa’, My + py', Az + p2')
= (/\a:+ux’+)\y+uy',)\:z+ux/+)\z+uz’)
= ANo+y,zo+z2)+p@@ +y,2 +7)
= M(@y,2)+pf(2y.7)
= Af(w)+pf(v).

2. ¢ Ker(f)={ueR% f(u) =0g:}.
fu)=0= (z+y,x+2)=(0,00 = {z=—yetz=—2},
et par suite : (z,y, z) € R3 tels que
Ker(f) = {u € R%u=(z,—z,—z), oz € R}

e Basede Ker(f)est B={(1,—1,—1)}.
o dim(Ker(f)) =1

3. Injectivité : on sait que
f est injective <= kerf = {Ops}

Or comme dim(Ker(f)) # 0 alors kerf # {Ors}, et par conséquent f

n’est pas injective.

4. o dim(Im(f)), ona
dim(R?) = 3 = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

Et par suite : dim(Im(f)) = 2.
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e Base de Im(f), comme dimIm(f) = 2 = dim(R?) et comme Im(f) est
un sous espace vectoriel de R? alors nécessairement Im(f) = R? et donc
la base canonique {(1,0), (0,1)} est une base de Im(f).

5. Surjectivité : puisque dim(Im(f)) = dim(R?) = 2 alors f est surjective,
Exercice 7.2. Soit I’application linéaire suivante :
f i R —PR
(z,y,2) — (z+y,x+z,24+y+2)

Ker(f) = {u €R3; f(u) =0Ops } .
fw)=0= (z+y,x+z,2+y+2)=(0,0,0)
= (r=—-y,xr=—2,2) = (0,0,0)

Ce qui donne x =y = z = 0 et par suite Ker(f) = {Ops}.
o dim(Ker(f)) =0

2. o Injectivité : puisque dim(Ker(f)) = 0 alors f est injective.
f est injective < kerf = {Ogs}
e Surjectivité

Imf = {v eR® v= f(u) avecuER3} = f(R3)

¥=z+y
Soit v = (2',y/,2) € R3 tel que v = f(u) < Y =x+z
d=x+y+z
¥ =x+y r=a +y -7
= yY=ad-y+z = y=—y' +2'  Etpar suite f est sur-
Z=a'+z z=2 —a

Jjective.

e Bijectivité : f injective et surjective alors f bijective.

3. o dim(Im(f)) =3, car
f est surjective < dim(Imf) = dim(R3) = 3

e Basede Im(f):onaX € Im(f)alors X = (z+y,z+z,2+y+2) =
(z,2,2) + (y,0,y) +(0,2,2) = =(1,1,1) +y(1,0,1) + 2(0,1,1). Alors
la Base de Im(f) :

{(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)}.
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Exercice 7.3.
1. B=1{(1,1),(2,1)} est une base R>.
On vérifie seulement que B soit une famille génératrice ou B est libre (car
dim(B) = 2 est la méme dimension de R?). Montrons que u; = (1,1) et

ug = (2, 1) sont linéairement indépendants

Aur + Aous = Opz = N (1, 1) + Ao (2, 1) = (0,0)
A +2X =0
AM+X=0

= A =X =0.

Et par suite B est une base dans R>.

2. Soit f : R? — R?, une application linéaire telle que
f(1,1) = (3,0) et f(2,1) = (5,1). On commence par observer que {(1,1),(2,1)}
constitue une base de R? (le fait qu’elle constitue une famille génératrice

nous suffit pour traiter ’exercice). Pour (x,y) € R% on a
(,y) = 2y —2)(1,1) + (z = y)(2,1)

fla,y) = f(2y—2)(1, D)+(2—y)(2,1)) = Qy—2) f(1, )+ (z—y) f(2,1)

car f est linéaire, et par suite

fla,y) = 2y —2)3,0) + (2 —y)(51)

alors

Exercice 7.4. Soit I’application linéaire suivante :

f : R*—R?
(x,y,2) — (—x+y—2z —2+2 20+ 2y)

1. Rappelons que la base canonique dans R? est
B ={e1 =(1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}, alors
fler) = (—-1,-1,-2), f(e2) = (1,0,2), f(es) = (—1,1,0) donc la ma-
trice
-1 1 -1
My=M(f,B,Bi))=| -1 0 1
-2 2 0
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Soit Bo la base de R? définie comme suit : Bo = {(1,1,1),(2,0,1), (0, —1,1)}

-1 -3 -2
My=M(f,B,B))=| 0 -1 1
0 -4 -2

Soit Bs la base de R3 définie comme suit : B3 = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}

M3:M(f>83783): -

_1
2
0
-2

NI NI

SIS N[V

1
2
Sans les calculer, My = P~'M3P (P est une matrice de changement de

base ( matrice de passage)).
det(My) = det(P~'M3P) = det(P~")det(M3)det(P)

= (det(P)) " Ldet(Ms)det(P) = det(Ms)

Exercices supplémentaires

Exercice 7.5. Soit I’application linéaire suivante :

p R3 — R?

(r,y,2) — (—2z—6z,24+y+z,x+ 32)

on note p* = pop, B = (e1, €2, e3) la base canonique de R3

1.
2.
3.

Montrer que p est une application linéaire.

calculer p(e1), p(ez), p(es), puis p*(e1), p*(e2), p*(e3), que peut-on déduire ?

Donner une base de I'm(p) est une base de Ker(p — I) et montrer que ces

deux espaces sont égaux.

Exercice 7.6. Soit I’application linéaire suivante :

f : R"—R

(1,22, ., ) —> x1+ T2+ ... + 24

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Déterminer dim(Im(f)) et dim(Ker(f)).
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8.1 Exercices

Exercice 8.1. En utilisant la définition de la limite montrer que
2n+1
im =2
n—+oo N + 2

2. lim ¥9=1.

1.

n—400
400 si g>1
. n .
3. ngrfooq = 1 si g=1
0si0<q<l.
Exercice 8.2. Calculer les limites suivantes
1
I lim (—1)" -
n—-+4oo n
_1)"
2. lim (=) .
n—-4o00 n
nsin (n!)

2n+1 + 3n+1
m —7.
n—+oo 2N 4 3"
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6. lim (n—|—5) .
n—+oco \ n 4+ 3

Exercice 8.3. Soit la suite de terme général

1 n 1 n 1 I 1
Uy = et ——.
" 1x2 2x3 3x4 n(n+1)
1. Mont ! a, b
. Montrer qu¢ ———— = — + ———.
1 nn+1l) n n+l
2. Calculer lim u,.
n——+o00
Exercice 8.4. Soir la suite définie par
1
'LLO:E
, 2
un+1:(un) +§

1 2
1. Montrer que Vn € N, 3 < Up < 3

2. Etudier la monotonie de (uy,),, .

3. En déduire que (uy),, est une suite convergente, et donner sa limite.

Exercice 8.5. Soit la suite définie par

qul,
4y,
Up+1 = 1+u .
n

1. Montrer que Vn € N, u, > 0.
2. Etudier la monotonie de (uy,),, .

3. En déduire que (uy,),, est une suite convergente, et donner sa limite.

Exercice 8.6. Montrer que les deux suites (uy,),, et (vy,),, définies par

o, 1 1

1

Up = Up+ )
n!
sont adjacentes.

. . o 1 1 1
Exercice 8.7. Montrer que la suite de terme général u,, = 1 + 1 + B + ...+ =
n

est divergente.



8.2. Solutions 77

8.2

Solutions

Exercice 8.1. Rappelons la définition de la limite :

m v, =1) < Ve > Ne € nec n =N = |Up — <5
li l 4 0, N;V N, (n > l
n—4o0o

1.

. 2n+1
lim =
n—+oo N+ 2
Soit € > 0 quelconque, on cherche n. pour que !’on ait pour n > 1.

2 1 2 1-2 2 -3

| nt — 2| < € soit | nt (n+ )\ge,ouencore| | < e
n+2 n+2 n+2

et donc

5 < g, pour cela il suffit (par exemple) de choisir

2 1 3 3
s g eN =22+,
3 € € €

3
Notons que on peut aussi choisir ne > [— — 2] + 1,
(ou [x] désigne : la partie entiére de x), on rappelle que [x] € Z telle que
] <z <[z]+ 1L

lirf {9 = 1. Comme précédemment, soit £ > 0 quelconque, on cherche
n—-+0o0

a avoir | /9 — 1| < & pour n > 1.
VI—1l<e=—-e<VI-1<e= V9<e+1

1
:>9n<5—i—1éln(9 )<Iln(e+1)= —In9) <ln(e+1)
n

1
= —< 1( (—g) ) (il faut observer que In(9) > 0 car9 > 1)
n
1 1
=>n f (;) ) (il suffit de choisir par exemple) 1. = [nfz(—g))] +1
+00 si g>1
nll&looq = 1 si g=1

0si 0<qg<l.
o Sig= 1= q" = 1 suite constante et la limite égale a 1.

o Sig>1, hmq = +00
—+00

SVA>0, MaeN;VneN,(n>n. = u, > A).

Soit A quelconque,

up, > A= ¢">A=In(q") > In(4).
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In(A)
=n>——-=,(¢>1,donc In(q) >0
ol () > 0)
In(A
11 suffit de prendre ny = [n( )]—1-1.
In(q)
° Si0<q<1,soitq:%avec
>1= e Loy R
q 4 _q/” n—1>r—ir-looq _n—1>+oo qm o

d’apres le cas précédent.
(On peut aussi traiter ce cas de la méme fagcon que le cas précédent).

Remarque: Sig=0,¢" =0, lim ¢" =0.
n—-+00

Exercice 8.2. Calcul des limites

1.

1 1
lim (—1)" + — On peut écrire u,, = (—1)" + — par deux facons diffé-
n n

n—-+o0o

1
rentes : ugp, = 1 + — — 1 quand k — oc.

2k
Ugpr1 = 1+ 2k_+ . — —1 quand k — oo, et par suite (uy,), n’a pas de
limite.
. (=" .1
Soit u,, = ,ona (—1)" est borné et — — 0 quand n — oo, donc
n n
lim wu, = 0, ou bien
n—4o0o

0= lim llg lim (=) < lim l:0.

n—+oo N n—-+o0o n n—-+oo N

Donc lim wu, = 0.

n—4o0o
i |
Uy = ns;n(n.)’ on sait que sin(n!) bornée, nQLqu — 0 quand n — oo
donc lim wu, = 0, ou bien
n—-400
_ 1 |
0= lim i < lim M_ im = 0.
n—s+oon2+1 ~ notoo n2+1 n—+oo n2 + 1
Donc lim wu, =0.
n——+o0o
hm (\/n + 1 — \/n) = (forme indéterminée +oco — 00)
n—
hm n+1-—
L (Vv Vn) = n—>+oo( Tjt )
2
gn+l | gntl gnt1 (g)”+1 +1 9
im —————— = lim n<2 >:3,(q”:(f)”—>
n—+oo 2" + 3 n—+oo 3 (g)n—l-l 3

0, car0 < g <1).
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)
6. lim (n+ )n (Cecti est aussi une forme indéterminée 1°° )
n—+oo ‘' + 3
5 2yn 5
lim (n—i— )n: lim 7"):6)—262.
n—+oo ‘n + 3 n——+o0o 3 e3
(1+-)"
n
Exercice 8.3. Soit la suite de terme général
1 N 1 n 1 P 1
Uy = e ———.
" 1x2 2x3 3x4 n(n+1)
1 b 1)+b b
1. Pourmontrerqueizg—l- :a(n+ )+ n:n(a—i— )+a
nn+1l) n n+l n+1 n+1
par identification
a+b=0 a=1
=
1 1 1
Ainsi, — = — — ——
nn+1) n n+l
2.
_ ! + : + : + ...+ !
T2 T 2x3  3x4 T T nnt 1)
1 1 1 1 1 1 1 1
=(1-= - — = —— )+ ..+ (———)=1-
( 2)+(2 3)+(3 4)+ +(n n+1) n+1
Ainsi lim wu, = 1.
n——+00

Exercice 8.4. Soit la suite définie par

1
ug = 5
5 2
Uny1 = (up)” + 9
s , 1 2
1. On démontre par récurrence que N'n € N, 3 < Up < 3
P 0 L < L < 2
ourn =0, - <wug= - < —.
'3 T 273
On suppose que
1 cu < 2
Z<u z
3" 03
, ) o 1
on peut élever au carré dans cette double inégalité car 0 < 3 < Up < 3 ce
qui donne
<2t
- <u - =-<u -,
3" 7379 "9
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et par suite

L opcd 2 p 2 2.2 1, <2
—<u — =+ - <u <L -t - <u —.
9> "9 g9 mTgTg g "3 M3
1
Ce qui nous permet de conclure que ¥'n € N, 3 < Up < 3
2. La monotonie de (uy,),, -
2 2
Upt1 — Up = u% + ' Up = u% — Uy + 7 considérons I’équation
x2—x+g—OA—1—§—(})2 x—lx—gord’arésla
9_ il - 9_ 3 i) 1_37 2_3! p

question précédente : on a que ¥n € N, 3 < Uy < 3’ donc Uy 1 — un < 0.
(un)n est (strictement) décroissante (il est possible de le démontrer par ré-

currence).

. . . 1
3. Comme (uy,),, est une suite décroissante et minorée (par 3 ), alors (u,),, est

convergente. Soit | = hIJP Uy, en passant a la limite dans la relation de
n—-+0o0

2
récurrence Uny1 = u?L + 7 [ doit nécessairement vérifier
2

2 1
—J? — = — = —
l—l+9:>l 30ul 3

Or la limite est unique, nous devons donc éliminer ['une de ces deux valeurs.

1 2
Reprenons depuis le début, on a montré que ¥n € N, 3 < Up < 3’ et aussi

. 1 .
(un)n est décroissante avec uy = 3 Donc la limite ne peut pas étre 3 et

2
par suite | = 3 (réfusée).
Alors

lim u, ==
n—400

Exercice 8.5. Soit la suite définie par

uy = 1
du,
Un4+1 = 1+ u
n

1. Démonstration par récurrence que Vn € N, u,, > 0.

ug = 1 > 0, on suppose que u, > 0. Vn alors = Upy1 > 0, et

. + Up,
parsuite
Vn € N, u, > 0.
2. La monotonie de (uy,),, -
duy, Yy — Uy —u2 Bup — U2 up(3 —uy)
Up+1 — Un = —Up = = =
1+ u, 1+ u, 1+ u, 1+ u,
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On sait que u,, > 0 et donc 1+, > 0, reste a étudier le signe de (3 — uy,).
ug = 1 < 3, essayons de montrer par récurrence que u, < 3 ¥Yn € N.
On suppose que u, < 3

Un

+ Un

un<3:>(4un—3un)<3:>4un<3+3un:>1 <3,
d’oit up+1 < 3. Donc u, < 3 V¥n € N, ou encore (3 — u,) >0, Vn € N.

U (3 — up)

Ainsi Upi1 — Uy = > 0, donc (uy),, est croissante.

1+ u,
3. (uy),, est une suite croissante et majorée (par 3), elle est donc convergente.

lim wu, = lm w,q1 = 1) et par suite la limite doit vérifier
n—-+o0o n—-+o0o

41
l=——=101=0o0ul =3,
141
rappelons que (uy,),, est croissante, et que ug = 1, donc u,, > 1, et par suite

l ne peut pas étre égale a 0, donc obligatoirement

lim w, = 3.
n—-+o0o

Exercice 8.6. Montrer que les deux suites (uy),, et (vy),, définies par

_ 1 1 1
Up = +F+§++E,
1

Up = Up+ YR

n!

sont adjacentes. Il faut démontrer que [’une est croissante, I’ autre est décroissante
et que la limite de la différence est égale a 0.

e Ftude de la monotonie

1 1 1 1 1 . 1 1 1
Up+1 — Un = +ﬁ+§+---+m+m—( —Fﬂ—i-a-i-..."i‘a)
donc
Un+1_un—m> .
Alors (uy,),, est croissante.
Un—f—l_vnzun-i-l‘i‘m—(un-i-m)
2 1 2—-(n+1) 1-n
_ . = <0, (de >1
(n+1)! nl (n+1)! (n+1)! — (dés quen 2 1),

donc

Unt1 — U < 0.

Alors (vy,),, est décroissante.
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1
e lim (v, —up)= lim — =0.
n%+aj " n) n——+oo n!
En conclusion (vy,),, , (un),, sont adjacentes, donc elles sont convergentes,

et convergent vers la méme limite.

1 1
Exercice 8.7. Soit u,, =1+ 1 + B + ..+ %
Supposons par ’absurde que ., est convergente, alors elle est de Cauchy et par

suite
Ve >0, AN. e N,Vp,q e N;Vn e N, (p,q > N. = |up — uq| <€)

Soit par exemple p = 2n, et ¢ = n, alors

| |—|1+1+1+ TR (1+1+1+ +1)\
U2n Up| = 1 B e n e om 1 5 . n
2n
1 1 1
et =1 2 gl
k=n-+1
1 1 .
D’autre part, k < 2n = — > — et par suite
k'~ 2n
2n 2n
1 1 1 1
—up| = > = > 1>—m=
fuzn =t k= 2n =™ T 2
k=n+1 k=n+1

Contradiction avec le fait que (uy,),, est de Cauchy. En conclusion (uy,),, est diver-

gente.

8.3 Exercices supplémentaires

Exercice 8.8. On considére les deux suites (U,) et (V) définies par

UO = 17 ‘/b = 27
2Up—-1Vn—1 Up—_ 14V
U — , V — n—1 n 1.
" Uﬁ71+-V%71 " 2

Montrer que Vn € N, U,, > 0 et V,, > 0].
Pour n € N* calculer V,, — U, en fonction de U,,_1 et V;,_1.
En déduire que Vn € N, V,, — U, > 0.

Montrer que (U,,) est croissante et (V) est décroissante.

LR b~

Déduire de 3. et 4. que [Vn € N, U,, <V et V;, > Up).
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6. En déduire que (U,) et (V,,) sont convergentes.

Exercice 8.9. Soient a,b deux réels données a < b.
Soit f : [a,b] — [a, b] une fonction continue.

On définit la limite (uy,),, par
ug € [a,b]

Unt1 = f(up,) ¥n € N.

1. Montrer que si f est croissante alors (uy,),, est monotone convergeant vers

une solution de I’équation f(x) = x.

2. Calculer la limite de la suite définie par

duy + 5

_— Vn € N.
Uy + 3

ug =4 et Unp41 =
Exercice 8.10. Soient k € )0, 1], et la suite (uy,) qui vérifie
Vn €N, Jupto — Unt1| < klupt1 — unl-
1. Montrer que
Vn €N, |upt1 — up| < K™ |ug — up) .
2. Montrer que si p et q deux entiers tels que p > q > 0, alors

k4q
lup — ugl < T—1U1 = Vol

3. Déduire que la suite (uy,) est de Cauchy, et par suite convergente.
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9.1 Exercices

Exercice 9.1. Etudier la parité des fonctions suivantes

I f(z)=—-Va?+1
2. fla) = S”;(f)

3. f(z)=2a"ouneN

cos(z)

522 est bornée sur R.
T

Exercice 9.2. Montrer que la fonction f(x) =

Exercice 9.3. Montrer en utilisant la définition de la limite d’une fonction en un

point ce qui suit :
1. lim3x+3=6.
z—1
2. lima?4+2+1=3.
z—1

Exercice 9.4. Calculer les limites suivantes
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o Vr+3-2
]. hmi.
rx—1 r—1

2 2
. r~ —a
e

3. lim (\/m—x) .

T—+00

cos(azx) — cos(bx).

4. lim 5

x—0 xT
5. lm YET Ve Voo
© r—at T2 — g2 '

Exercice 9.5. Montrer que les limites suivantes n’existent pas

.. (1 . 1
limsin | — | et limcos | — |,
z—0 xT z—0 T

puis calculer les limites suivantes

(e (s (3)))
i (2 (= (2)))

Exercice 9.6. Etudier la continuité des fonctions suivantes
512 — 2
1. f(x)= 2

cos(z—1) sixz<l1.

(1 :
™ | sin | — siz#0
2. f(x) = x oun € N.
0 siz=20

siz>1

Exercice 9.7. Trouver les réels «, [3, et vy pour que les fonctions suivantes soient

f($)={ 33:4—12 siz <1

—ax® siz > 1.

continues sur R,

—2sin(x) siz < —=

: .7 T

g(x) =< PBsin(z) + v sz—§<x§§
cos(z) six > g

Exercice 9.8. Les fonctions suivantes admettent-elles un prolongement par conti-
nuité aux points ou elles ne sont pas définies ?

file) ===, fa(z) —W, fa(x) = sin <;>
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9.2 Solutions

Exercice 9.1. Etude de la parité des fonctions suivantes

Avant de discuter la parité d’une fonction, il faut tout d’abord vérifier que
son domaine de définition est symétrique par rapport a 0.
1. f(x) =—Va?+1lalors Dy =R et f(—z) = f(x) donc f est paire.

2. f(z) = 311;(23:) alors Dy = R* et f(—x) = —f(x) donc f est impaire

(rapport d’une fonction paire et une autre fonction impaire).
3. f(x) =a2"oun € Nalors Dy = Ret f(—x) = (—1)"f(x) donc si n est

pair alors f est paire, et si n est impair alors f est impaire.

cos(z)
22
Ona Dy =R.Duncoté 0< |cos(x)| <1, etdun autre coté :

Exercice 9.2. La bornitude de la fonction f(x) = sur R.

1
1+x221:>1

1
<1, et comme ——~ > 0.
+x 1

Alors | f(z)| = |ioj_(§g| <1, et par suite | est bornée.

Exercice 9.3. En utilisant la définition de la limite d’une fonction en un point, on

obtient

I. lim3z+3=6
z—1
Ve >0, Ja. >0, [z — 1] < a. = |f(z) — 6] <e.

Nous cherchons a obtenir |f(x) —6| < cie:|3z+3—6] =3z —3| <¢
etdonc 3|z — 1| < e.

11 suffit pour cela que |z — 1| < %, donc on peut prendre o, = c
2. limaz?’+z+1=3
z—1
&Ve>0,3a. >0, [z —1| <a.=|f(z) -3 <e.

Nous cherchons a obtenir |f(z) — 3| < eie |2 + x + 1 — 3| < e. Soit
|(z —1)(z+2)] <e

Comme x tend vers 1 on peut supposer par exemple que

z €]l —3,1+3[=] —2,4].
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Donc
(x4+2)€)]0,6(=0<z2+2<6=>-6<z+2<6=|z+2|<6.

Ona |f(x)-3| <e = |z—1||z+2| < e, pour obtenir ceci et comme |x+2| < 6.

€
11 suffit par exemple d’avoir |x — 1| < —=. Mais n’oublions pas que nous

avons imposé la condition x €] — 2, 4] soit |x — 1| < 3 comme

5
-1 <=
| | 6 Il suffit de prendre o, = min{i,S}.
Iz —1| < 3. 6

Exercice 9.4. Calcul des limites

vo+3—2 . r+3-4 1 1

1. lim —— = lim =lim ———— = -.
=1z —1 a=1l(z—1)(Ve+3+2) s=1/zx+3+2 4
2_ 2
2. lim =2
z—a 9 — q
x? 1
e Sia=0, lim — = lim — = £o0.
x—>0{L‘2 2r—>0$
e Sia£0 lim L% _pyy o F-@tae) o wta
a—ax3 — a3 z—a (z—a)(z?+ar+a?)  w—ax? 4+ axr + a?
2 _ o
3a2  3a’

2 2
+ —
3. liIJIrl (\/xQ—i-a:—ac): liIJIrl (JU w x) = 11141_1 1: - =
T—+00 z—+00 2 T—>+00
(Vf'f +f”+9”) 2(1+ /14 =)

. T
3
£ Tim cos(ax) — cos(br) — lim (cos(ax) — cos(bx)) (cos(ax) + cos(bx))
G x? a—0 x? (cos(az) + cos(bx))

2 o2 a2 _ 2
i S0 (az) — cos®(bx) ~ lim 1 —sin“(azx) — 1 + sin”(bx)

a—0 z2(cos(ax) + cos(bx))  z—0  z2(cos(ax) + cos(bz))

. sin?(bz) — sin?(ax) ) sin?(bx)
= lim = lim
a—0 22(cos(ax) + cos(bx))  2—0 x2(cos(ax) + cos(bx))

sin?(ax)

_
250 x2(cos(ax) + cos(bzx))

2

. /sin(bx)\2 b? . /sin(az)\?2 a
=1 -1
250 ( bx ) (cos(ax) + cos(bx)) 250 ( azx ) (cos(ax) + cos(bx))
2 _ 2 ~
= b—a , car lim sin(z) =1

2 xz—0 €T
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5. lim YP-Ve-Vr-oa
z—at x2 — qa?

Vi

e Sia=0, lim >— =0.
z—at \/5
e Sia#0,
i VESVASVETE L ESVE i
z—at x2 — a2 z—at \/:[;2—(12 \/:):—a\/x—i—a

:lim[ r—a _ vr—a ]

z—a™t M(\/E+\/ﬁ) \/HZT(I\/m
Nt 1 1

rrai Ve Vare - vVaa

z—a™t

Exercice 9.5. lim cos(—) n’existe pas, il suffit de considérer les deux suites

z—0 X
¢ 1
Up=—— et v, = ————
" ong " 2n+ D
. ) - 1 .
ona lim wu, =0et lim v, =0,mais lim cos(—) =1ler lim cos(—) =
1 n—-+oo n—-+oo n—-+4oo Up, n—-+4oo Un,
o Lo
Donc lim cos(—) n’existe pas.
z—0 x

Pour sin(—) considérons par exemple,
T

1
Up = — et v, = ———
" onr " 5+ 2nm

1
ona lim wu, =0et lim v, =0,mais lim sin(—) =0et lim sin(—) =

n—-+oo n—-+oo n—-+oo Up, n—-+4oo Un,
1.
S S
Donc lim sin(—) n’existe pas.
z—0 x

3

1 1
Par contre lim sin(x) sin(—) = lim z° cos(—) = 0 (produit d’une fonction bor-
z—0 x z—0 x

née et d’une fonction tendant vers 0).

Exercice 9.6. Etude de la continuité des fonctions suivantes
52 — 2
1 f(z) = 2
cos(z—1) sixz<]l1.
Pour x # 1, f est continue, reste a étudier la continuité en xg = 1.

siz>1

f)y==, lim f(x)== et lim f(x) = 1. Donc f n’est pas continue
21 z—1+ 2 z—1—
enzg = 1.
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1
x"” <sin <>> siz#0
2. f(z) = x oun €N
0 siz =20
Pour x #£ 0, f est continue, reste a étudier la continuité en xo = 0.
f(0)=0

e Sin =0, lim sin(—) n’existe pas.
z—0 x

1
. IS NP
e Sin#0 }jl_r}rﬁm sm(x) 0= f(0).
Alors
e Sin # 0 Alors f est continue sur R.

e Sin =0 f n’est pas continue en xg = 0.

Exercice 9.7. Pour trouver les réels «, 3, et v pour que les fonctions suivantes

soient continues sur R on procéde comme suit :

fz) =

3—axr? siz>1

{ r+1 siz <1

Pour x # 1, f est continue car f est une fonction polynomiale.
Pour obtenir la continuité en vo = 1, lim f(x) = f(1) =2. lim f(z) =2 et
rz—1— z—1—
lim+ f(z) = 3 — «, il suffit donc d’avoir3 —a =2 = a = 1.
z—1

f est continue sur R ssi o = 1.

—2sin(x) siz < —g

. . T

g(x) =< PBsin(z) + v sz—§<x§§
cos(z) siz > g

Pour x #+ +%, f est continue.

Pour obtenir la continuité en xy = iz, lim f(z)=f(-%)=2

-7
lim f(x) = 2, et lim+f(x) = —fB +~, d’autre part f(§) = B+ 7,
=5 T—>—3
lim f(z)=pF+~vyet lim f(z)=0
5" a2+

Pour avoir la continuité de f, on doit avoir

—B4+~r=2 =1

B+ N B

B+y=0 p=-1
Donc f est continue sur R ssiv=1,8= —1.

Exercice 9.8. Etude de la prolongeabilité par continuité des fonctions suivantes :
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f1 n’est pas définie en 0; lim fi(z) = let lim fi(x) = —1. Donc lim fi(x)
z—0+t x—0~ z—0

n’existe pas, alors f1 n’est pas prolongeable par continuité en 0.

(x — 1) sin(x)

P ="m
fo n’est pas définie en +1,
. . (x—=1)sin(x) . (z—1)sin(x) . sin(z)  sin(1)
lim fole) = Iy s ey "My T 1
(x — 1) sin(x) o

li =1
Jm fole) = =5

En conclusion fo est prolongeable par continuité en xo = 1 mais ne l’est pas en

xog = —1 et son prolongement s’écrit :
(x — 1)sin(z) .
W N4 7£ 1
F(r) =
in(1
sin(1) siz=1

4

fala) = sin <i> ,

1
f3 n’est pas définie en 0, lir% f3(x) = sin(—) n’existe pas.
xr—r x

Donc f3 n’est pas prolongeable par continuité.

9.3 Exercices supplémentaires

Exercice 9.9. Montrer que I’équation
r=e

admet une solution unique dans l'intervalle [0, 1], puis localiser cette solution dans

un intervalle de longueur | = 0.015625.

Exercice 9.10. Peut-on prolonger par continuité sur R les fonctions suivantes :

Exercice 9.11. Soit f(z) = 2" + ap,_ 12" ' + ... + a12 + ag, © € R, n impair:

1. Calculer lim f(z)et lim f(x).

xr—>+00 T——00
2. En déduire qu’il existe o, yo € R tels que f(xo) < 0et f(yo) > 0.
3. Déduire qu’il existe un point ¢ € R tel que f(c) = 0.
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10.1 Exercices

Exercice 10.1. Calculer f'(z) dans chacun des cas suivants
flz)=2a", f(z) =e"", f(z)=cos(z), f(z) = cos’(x), f(z) = arctan(e”).

Exercice 10.2. Calculer la dérivée n**™¢ des fonctions suivantes

1. f(z) = e™.

2. f(z) = sin(x)
3. f(z) = cos(x)
4 f) =
5 f@) = 1 —1HU
6. f(z)= 1—1952‘

Exercice 10.3. Soir g : R — R une fonction continue, et soit a € R . On pose
f(x) = (z — a) g(x). Montrer que f est dérivable en a, et calculer f'(a).

Exercice 10.4. Montrer que

Vo e [—1,1], arcsin(x) + arccos(x) = g
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Exercice 10.5. Soient f, g deux fonctions continues sur [a, b| dérivables sur ]a, b|

ne s’annulant pas, et telles que

Montrer qu’il existe un c € |a, b[ tel que

/'@ _ g
RG]

Exercice 10.6. Soit x,y deux réels tels que 0 < x < y. Montrer que

Yy—x

“ S Infy) — ()

Exercice 10.7. Donner le développement de Taylor Maclaurin pour n = 5, des

fonctions suivantes :

1. f(x) =¢€"

2. f(x) = sin(x)

3. f(x) = cos(z)

4. f(z) =In(l+x)
5. fle) =1+ x)”

6. f(x) = arctan(x)

Exercice 10.8. En utilisant un développement de Taylor, calculer les limites sui-

vantes

xT
1
1. lim &
x—0 X
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10.2 Solutions

Exercice 10.1. Calcul de la dérivée de [ dans chacun des cas suivants

I f(z) = 2 = @ = f(z) = (zln(x))e*™® = (1 + In(z))z®,
(x > 0).

2. flx) =e" = f'(z) = (2%)e” = (1+In(x))z%*", (x> 0). Mainte-
nant, il faut bien rappeler la formule que [g(f(2))] = f'(z)g'(f(2)).

3. f(x) = cos(x®) = f'(x) = —(2°) sin(z°) = —5z*sin(z?).
En rappelant la formule suivante : (f*(x)) = nf'(x) f*(z).

4. f(x) = cos’®(x) = f'(z) = —5sin(x) cos?(z).

eﬂ?

5. f(z) = arctan(e”) = f'(x) = (e”)'(arctan)’(e”) = 20 4 1

Exercice 10.2. Les dérivées n'“™¢ des fonctions suivantes
1. f(x)=e""
On dérive, f'(x) = ae®®, f"(x) = e, on déduit la formule de la dérivée
n'me par f)(x) = a"e®. Comme I'intuition ne suffit pas, il faut démon-
trer par récurrence que ¥n € N, f(")(z) = a"e®®,
Pourn = 1, f'(x) = a'e®®.
On suppose que la formule est vraie pour n et on démontre que notre formule
est vérifiée pour la dérivée d’ordre (n + 1).
Ona fM(z) = a"e® = (f")(x)) = (a"e®®) = O+ (z) = g"t1e™

alors la formule est vraie pour 'ordre (n + 1), donc on déduit que
vneN, fM(z)=a"e™

2. f(x) = sin(x), ondérive f'(x) = cos(z) = Sin(x—i—g), [ (x) = —sin(x) =

3
sin(z 4 7), f®(z) = —cos(z) = sin(z + g),f@)(m) = sin(z) =
sin(x + 2m), on peut généraliser et avoir

vneN, f(z)=sin(z+ %),

formule qu’il faudra démontrer par récurrence.

3. f(x) = cos(x) comme le cas précédent, on arrive a la formule

vneN, f™(z)= cos(z+ %),

qu’il faudra démontrer par récurrence.
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4. f(z) = . = (1 — )7L, on dérive, f'(z) = 1(1 — )72, f"(z) =
1.2(1—2)73, fO)(z) = 1.2.3.(1 — 2) %, on dévine la formule de la dérivée

ieme .
n .

vneN, fM(z)=n!(1—-z)" "D,

Formule qu’on doit la démontrer par récurrence :

Pourn = 1, f'(x) = 1/(1 — x)~, on suppose que la formule est vraie
pour n et on démontre que notre formule est vérifiée pour la dérivée d’ordre
(n+1).Ona

fO () = nl(1 = 2)~ D = (F0 (@) = (nl(1 - )" DY
= f(n—i—l)(x) =nln+1)(1— x)_("'H),
alors la formule est vraie pour I’ordre (n + 1) donc on déduit que

vneN, fM(z)=nl1-z)" "D,

5 flx) = Tz on suit la méme technique qu’auparavant on trouve que

F™ (@) =n(=1)"A +2)" ™) vneN.

1 1 1 1
6. En remarquant que f(x) = 12— §<1 e + m) on déduit des
deux formules précédentes, la formule suivante :

n n! -1)" 1
f( )(x) = 2((1(_|_x;n+1 + (1— x)nJrl

), Vn € N.

Exercice 10.3. Soit g : R — R une fonction continue, et soit a € R . On pose
!/
f(x) = (x — a) g(x). Le but de cet exercice est de provoquer 1’erreur (f(x)) =

/
( (x —a) g(a:)) , ce qui est clairement une erreur car g est supposée étre seule-

ment continue (pas nécessairement dérivable)

L T@) =S @ age) — f) (= a)g()
= lim ¢(x) = g(a) donc f'(a) = g(a).

Exercice 10.4. Pour montrer que

Vo € [-1,1], arcsin(z) + arccos(z) = g
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Avant de commencer, on fait un rappel sur

1
-1\ _
) =s
donc 1 !
t = -
(arctan(z)) 1 + tan?(arctan(z)) 1+ a2’
et
1 1 1
(arcsin(z))’ =

cos(arcsin(z)) /1 — sin(arcsin(z)) V=22
car x € [—1,1], on a arcsin(x) € [-7, 5|, ainsi cos(arcsin(x)) est positif.

(arccos(z)) = _ S

sin(arccos(z)) /1 — 22’

car x € [—1,1], on a arccos(x) € [0, 7], donc sin(arccos(x)) est positif.

On observe alors que
arcsin’(z) + arccos’(z) = 0 = arcsin(x) + arccos(z) = c,
il suffit donc de donner une valeur a x, pour
x =0 = ¢ =arcsin(0) + arccos(0) = 0 + g =3

Exercice 10.5. Soient f, g deux fonctions continues sur [a, b] dérivables sur ]a, b]

et ne s’annulant pas, et telles que

Pour montrer que 3c € |a, b| tel que

f'le) _ (¢

fle) gle)
11 suffit de considérer la fonction h(zx) = chég la fonction h est continue sur

[a, b] (comme rapport de deux fonctions continues) et derivable sur |a, b[ (comme

rapport de deux fonctions derivables), de plus

g o f@ S0,
F(@)g(b) = g(a)(0) = 05 = 55 = hla) = D),

alors d’aprés le Théoréme de Rolle : 3¢ €]a, b| tel que h'(c) = 0, or

f'(@)g(x) — f(x)g'(x)

h/(;p) = 92(1‘) ,




98 Dérivation

donc

ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 10.6. Soit x,y deux réels tels que 0 < x < y.
Considérer la fonction f(t) = In(t) et lui appliquer le Théoréme des accroisse-
ments finis sur 'intervalle [x,y|, f étant continue sur [z,y| et dérivable sur |x,y|

alors il existe c €|x,y| telque

soit

or ¢ €z, y[ donc x < ¢ <y,

1 1 1 1 1 1
i< - (y—v)<~(y—7) < —(y — ),
;e y(y v) < -(y-a)<_(y—2)
donc

_y-r
In(y) — In(x)

Exercice 10.7. Le but de cet exercice est d’utiliser le développement de Taylor,

;(y—x)<ln(y)—ln(:):)<i(y—x):>x< <.

lorsque f possede des dérivées successives au voisinage de xg on a la formule :

_ _ / (1‘ - xO)Q " (x - 1'0)3 "
fle) = flzo) + (z = @o) £ (wo) + 5= f" (wo) + ——5— 7 (o) +
+..+ (:U:;()ylf(") (o) + (x — )" e (x) avec xlingos (x) =0.

Pour n = 5,xq = 0, la formule de Taylor Maclaurin des fonctions suivantes :

N L.
1. f($):ex:1+$+§+§+ﬂ+a+l’6(33').
3 ad
2. f(:z;):sin(:v):x—§+a+x5e(m).
2 ot
3. f(;r)zcos(:v)zl—2‘+E+x46(1‘).
2 3 4 5
4 f@)=ln(l+2)=0— >+ 2 -2 4% | i5(a).

2 3 4 )
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2 3

5. fle)=142)*=14azx+ ala— 1)%+o¢(a— 1)(04—2)% +ala—
rd x°
1)(@—2)(@—3)1—{—&((1—1)((1—2)(@—3)(0[—4)5—l—m%(z).
R
6. f(x) = arctan(z) = x — 3 + = + 20¢(z),

avec lim e(z) = 0.
Tr—IQ

Exercice 10.8. A ['aide d’un développement de Taylor, calculons les limites sui-

vantes
x? 9
ero1 1+x+§+xe(x)fl ' .
1. lim = lim : =lim 1+ = +ze(x) =1,
z—0 T z—0 T z—0 21
o + z + 2¢(x) 2 4
_ T— —+ — +x’(z) —x
2 fim S mT T80T S T
z—0 xT z—0 T z—0 3! 5!
zte(z) =0
2 4
¢ x
1— =+ +ate(z) -1 3
—1
3. lim cos(x) = lim 2l 4 = —£+x——|—$3€(l‘) =
20w 70 :): 217 4l
’ 2 .3
In(l+z)—z+—— —
4.1 2 3
w0 (sin())*
I R 2 .3
7hmx—?+§—z+$ €($>—$+?—§
w0 (sin(z))"

. 1 z \4 z \4 1
B alzlg(l) {_ Z(sin(w)) + 6(gv)<sin(:z:)> } T
10.3 Exercices supplémentaires

Exercice 10.9. Donner une valeur approchée de /e a 10~ pres.

Exercice 10.10. On note [x] la partie entiere de x,
(exemple [5.9] = 5,[—3.7] = —4). Soit

fo. R —R
1
r — zlx——].
x

Montrer que f admet une limite en 0 et calculer cette limite.
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Probleme :
Soit f : [a,b] — [a, b]

1. On suppose que Vi, y € [a,B] |£(z) — f(u)| < |z — o]
— Montrer que f est continue sur [a, b].

— En déduire que f(x) = x posseéde au moins une solution dans [a, b].

2. On suppose a présent que

Va,y € [a,bl,x #y, |f(x) = f(y)] < |z -yl

Montrer que 1’équation f(x) = x posséde une unique solution dans [a, b].

3. Soit

g : [0,2] —R
z — g(z) =In(z?+2)

— Montrer que max |¢'(z)| < 1.
z€(0,2]
— Montrer que ¢([0,2]) C [0, 2].
4. Montrer que I’équation g(x) = x posséde une unique solution dans [0, 2].

5. Montrer que f est injective.
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11.1 Exercices

Exercice 11.1. Calculer les intégrales indéfinies suivantes

1. I —/(az2+3x+1) e’dzx,

XN
=
I

— T T

2. I (32% + z) cos(z)dx,

w
&
I

—

z® — 1) sin(z)dz,
z" In(z)de,
5. 15 =

arctan(x)dz,

6. Is = [ arcsin(z)dz.

Exercice 11.2. Trouver une relation entre I et J, puis calculer I et .J
I = /(sin(:v))e“dx,
J = /(cos(x)) e“dx.
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Jus

En déduire la valeur de / i (sin(z)) e*dz.
0

Exercice 11.3. Utiliser un changement de variables pour calculer ce qui suit

1
4. Iy = dzx,
: /2sin2(;v)+36082(m) ’

us . 2
5 I5 _ /2 - Sln( CC) dz,
o sin“(z) —5sin(z) +6

2
ak:/vx
1

—1
dzx.
T

Exercice 11.4. Calculer ce qui suit

1
1. 1 = | ——dx,
! /x2+2x+5dx

1
2. Iy = | ———dx,
2 /x2—6m+5dx

z—1

5 IS_/x2+2$+3dx’

—1
PR S R
(22 42z + 3)

Exercice 11.5. Calculer ce qui suit

1
1. I = | ————dx,
! 5 — 3 cos(x) *
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Exercice 11.6. Une voiture roule & une vitesse v(t) = vy (t — t*) kmh™" durant
Uintervalle 0 < t < 1h. Quelle a été sa vitesse maximale ? Quelle distance a-t-elle

parcourue ?

Exercice 11.7. Soit f une fonction continue sur lintervalle [—a,a]; a > 0.

Montrer que

a a
1. Si f est paire alors f(z)dz = 2/ f(x)dz.
—a 0

2. Si f est impaire alors f(x)dx = 0.

us

Exercice 11.8. Calculer I,, = /2 (sin”(x)) dx onn € N.
0
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11.2 Solutions

Dans toute cette section, ¢ désignera une constante réelle arbitraire.

Exercice 11.1. Calculer les intégrales indéfinies suivantes
1. I = / (1:2 + 3z + 1) e dr = /$26$dl'd.’t + 3/xexdx + /e‘”dw =
IY + 31, + I, on utilise la linéarité de I'intégrale pour décomposer I, en la

somme de trois intégrales :
I{)):/exdw:e‘”—kc,

I, = /3xexd:c,
par une intégration par parties, et en posant
f(z) = z,9(x) =" donc f'(z) =1,¢'(x) = e,

on obtient
Ih = ze” — /exd:v = (zr—1)e" +¢,

I = /x2e‘”dx = a:2e‘”—2/:ve$dx = 226" —2I) = z%e" —2(z—1)e" +c.
Alors
I = e +3(x — 1)e* + 2%* — 2(x — 1)e” + ¢ = (2° +2)e” +c.

2. I, = / (32% + ) cos(z)dx = 3/302 cos(x)dx + /xcos(:v)d:r =3I +

!/
_[2, on commence par

Ih = /xcos(w)dw = zsin(x) — /sin(aj)dm = zsin(x) + cos(x) + ¢,
et
I} = z%sin(z) — Q/xsin(x)dx = 2% sin(z) + 2z cos(z) + 2 / cos(x)dx
= 22 sin(x) 4 2z cos(x) — 2sin(z) + ¢,
et par suite

I = 32 sin(z) 4 62 cos(z) — 6sin(z) + x sin(z) + cos(x) + ¢

= (322 + 2 — 6) sin(x) + (62 + 1) cos(z) + c.
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Is = / (22 — 1) sin(z)dx = cos(z) — 2% cos(z) + /23: cos(z)dx

= cos(z) — x% cos(x) + 2z sin(z) — 2 / sin(z)dx

= cos(z) — 2% cos(x) + 2z sin(z) 4 2 cos(z) + c.

On en déduit que

I3 = (3 — 2?) cos(z) + 2z sin(z) + c.

4. Iy = / x" In(z)dx, par une intégration par parties, et en posant

F@) = 2 gla) = @) donc (@) = o,/ (a) = -
) = ) = In(x onc Tr)=2x xr)=—
7’L+1’g & 117
on obtient
pntl vt q zntt "t
;o () — L In(z) — ,
YTt n(@) /n—i—lx +1 n() (n+1)?
soit encore
xn+l ) 1
I, = — .
= @) o) e
5.
Is — / arctan(z)dz = / L arctan(z)dz = x arctan(z) - / o
1 2
= xarctan(x) — §1n\x +1/+c
6.

—2x

Ig = | arcsin(xz)dx = | 1.arcsin(z)dxr = x arcsin(z +/da:
o= [acsina)do = [ L arcsinz) @+ [ s

= zarcsin(z) + V1 — 22 +c.

Exercice 11.2. Trouver une relation entre I et J, puis calculer I et J

g / (sin(z)) e*dz, J= / (cos(x)) e dz.
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1. Par une intégration par parties de I et J on trouve les deux relations :

I= / (sin(x)) e*dz = — cos(x)e” + / (cos(x)) e*dx = — cos(x)e” + J,

J = / (cos(x)) e*dr = —sin(x)e” — / (sin(z)) e*dx = sin(x)e® — I

2. Lavaleur de/2 (sin(z)) e*dx
0

Ona
I = —cos(z)e” + J, J=sin(z)e” —1I,

par substitution on obtient
x

1, .
I= i(SID(l‘) — cos(x))e”,

et par suite

/ * (sin(z)) e*da — [%(sin(x) ~ cos(z))e]
0

o

(&

1
2

Oy

—+

N =

Exercice 11.3. Utiliser un changement de variables pour calculer ce qui suit

eIE
1. Il = / mdx,
on pose u(x) = e* alors du = e*dx, donc

I =

12
2. 12:/ @) g
X

on pose u(x) = In(z) alors du = ;daz, donc

d
/ 1 +uu2 = arctan(u) + ¢ = arctan(e”) +

1 1
I, = /quu = gu?’ +c= g(ln(:n))3 +c.

ER A S ! da,

alors dy = —, donc
V5

x
on posey = ——
V5

1
I3 = / dy = arcsin(y) + ¢ = arcsin(

N

C.

V5

)+ c.



11.2. Solutions 109

dx

I / 1 d 1
= €Tr =
* 2sin%(z) + 3 cos?(x) sin?(x)

cos?(x)

+1)

3 cos?(z)(3

1
B / 3 cos?(z) (% tan?(z) + 1)dw,

on pose t = tan(x), alors dt = Cosdf(x)’ donc
1
I, = / —5———dt,
3(§t2 +1)

on pose alors un second changement de variable

2 2
t = \/;t, donc dt' = \/gdt,

1 1 1 1 V2
Iy = — dt' = — arctan(t')+c¢ = — arctan(—= tan(z)) +c.
1= [ et = e srctan(t) o = zarctan (2 tan(z)

jus . 2 jus 2 .
5 I — /2 _ sin( :L‘) dp — /2 ? sin(x) f:os(ac) d.
0 sin®(z) —sin(xz) +6 o sin®(z) —sin(xz) + 6

on pose alors t = sin(x), donc dt = cos(x)dx, par suite,

1
2t
L= —=—at
> /0t2—t+6 ’

on effectue une décomposition en éléments simples

alors

2t 6 4

2_14+6 t—-3 (-2

et on obtient

1 1 1 1 4
15:/ S A L A
g t2—t+6 o t—3 o t—2

= [6lnft —3] —4ln|t —2[],,

alors

Is =10In|2| — 61n3|.
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2 [e
6. 16—/ =1
1 i

on pose y = \/x — 1 soit v = y> + 1 donc dy =

s’écrit alors

19,2 1

29 —242 2 1 s
Ig = ———dy=2—| ———dy=2-2 t =2——.
6 /0 Y /0 211 Y [arc aﬂ(y)]g 9

, notre intégrale

dx
2vVzr —1

y*+1

Finalement
T
16 - 2 _ 5

Exercice 11.4. Calculer ce qui suit
1 1 1 1
1. Hh=| 5—de=| —————de=- | ———dx,
! /$2+2x+5x /(fv+1)2+4x 4/($+1 oo

poset =

alors dt = d?a: donc

1 1 1 1
L =- / ———dx = — arctan(t) = — arctan(x
2) t?2+1 2 2 2

1 1
2 h=| 5———dr= | ———d
2 /x2—61‘+5x /(m—l)(m—E))x

une décomposition en éléments simples donne

1 _a b
2—6x+5 x—-1 x—5

apreés identification on obtient

1 1 11 1
I, = — dr — dr = —(In|z — 5| —In|z - 1|) +c.
2 4/3:—536 /435—13: 4( lz =3 e =1 +e

1
3= | —————dox= | =5——dx
5 22 12z +3 22+ 21 + 3

1/ 2+ 2 d / 2 d
=— | =" der— | ———dx
2 /) 22+4+2x+3 2+ 22 +3

1 2
:1n|x2+2x+3]—/
2 T

1 1 1
R S—; P [ S— - d
¢ /x2+2x+3 v /(x+1)2+2 v /2((3:+1 %)
V2

p l t—_x et d dt—_fx q'd
on pose aiors onc ce qui donne
\/i \fZ
1 z+1

/1dt—acta(
VIR VR R

) +e
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et par suite

T+ 1
V2

—1 Loz +2)-2 1 2 + 2
4 14:/3320;1;:/2(2%—’_)26@:/2%_26133
(22 + 2z + 3) (z2 + 2z + 3) 2/ (22422 +3)

/2d I S /2d
(2 +2z+3)2° " 2(22+ 2z +3) (@2 + 22 +3)2°"

1
Igziln\x2+2x+3|—\/§arctan( ) +ec.

1 1 1
et/(x2+2x+3)2dx:/((1:+1)2+2)2de 4[(x+1)2+1}2d“”

+ d
on poset = T2 soirdt = 25 dron

V2 V2
1

1
/ e+ 12" T 2

I+,

et par suite
-1 1,

-
22422 +3) 2 *

1 14+t2—¢t2 dt 12
I'= | ——dt= | ——————dt = — dt
! / (2 +1)2 / (2 + 1)2 / 241 / (2 + 1)

2
= arctan(t) — / (tziwdt.

Iy =

Enfin une intégration par parties donne

/tht—l[ ! +/ dt ]—l[i—karctan(t)]
t2+1)27 24241 2410 244241

soit encore

z+1
-1 1 V2 r+1
Iy = — + arctan ,
4 2(x? + 2z + 3) 2\/§[m+12 (\@)]
( )2+ 1
V2
et finalement
—x —2 1 z+1
Iy = — arctan +c.
YT 22+ 42+ 6 2v/2 ( V2 )
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Exercice 11.5. Calculer ce qui suit

1
L h= / 5— SCos(a:)dw

On utilise le changement de variable dit "universel”

1—t* () 2t
—, sin(x) =

1+ t2 1+ ¢2

et cos(x) =

x 2dt
t=t — de = —,
an( 2) avec dx T2

notre intégrale devient

1 1 2t 1
L /5—3cos(:c) o / 12142 /1+4t2
5-3

1+

1 1 1 x
= | ———=d(2t) = = 2 =) +ec
5 / : (2t)2d( t) 5 arctan( tan(2)) c

21 L @2 41)2 Loy L |
2 I = /2 ——du :/ (G :/ dt+/ —di+
= sin”(z) tan(z) A4 tan(z) 4 Jian(z) 2t

oo[x

1 1 1 ™ 1 T 1 1
—dt ==(1—tan®(=)) — = In(tan(=)) — = (1 — ———).
/,mw madt =gl ~tan’(g)) — g Inltan(g)) - 3(1 = =)
(%) 8
1 1 2dt 2
e [ [ L2y,
cos(z) 1+t21+t 1—t

/mdt—l—/dt 1n]1+tan( )\—ln|1—tan( )| +ec.

1 1 2dt 1
sl [ = [ — [ st
4 — 5sin(z) A_5 2t 142 2t2 — 5t + 2

1 2 1 1+2t2 1
t—e-5H" " 3)i—2""3) -1

1
1n|tan(2)—2y ln|tan(g)—§]—|—0.

5 Iy = /0054(m)d1: = /(1 — sin?(x)) cos?(z)dx

_ / cos?(x)dz — / sin?(z) cos? () da.

On a plusieurs méthodes, parmi lesquelles I’ utilisation de la formule d’Euler

pour le cosinus et le sinus
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En substituant dans notre intégrale on obtient

ei:v 4 e—ix eiac o e—ix eix 4 e—i;t
= (e - [

21

1.1 1 1 , ,
4[21 2zx o 2Z 72113 + 21_] + T /(6221 . 672zx)2dw
1.1 1 . 1.1 1 »
4[22 22([ . 271'6—2& + 21:] + 16[4 4133 o Zie—4zz . 2:6],
apres simplification on aboutit a
sin(2x sin(4x 3z
Is = (22) + () +—+ec

4 32 8
Exercice 11.6.
1. Pour la vitesse maximale
, 1 1
v(t):O:>1—2t:0:>t:i,doncv(i):—.

2. La distance parcourue
12 t3 1 V0

1
t—t2)dt = vo[(= — =)], = —.
/0 wolt =)t =wl(5 =l =
Exercice 11.7. Soit f une fonction continue sur l'intervalle [—a,a]; a > 0.

1. Si f est paire alors f(z)dx = 2/ f(x)dx
—a 0
f étant paire on a f(—z) = f(z), alors

0

U fwdr= [ f dx+/f Ve = I + I

—a

Pour le calcul de 1) = f (z)dz, on effectue un changement de variable

en posantt = —ux, et donc dt —dx
0

Alors 11 = / f(=t)dt = / f(t)dt = I3 car f est paire.

ce qui nous permet de conclure

’ flx)dx = 2/0af(x)d:c

. . . a _
2. Si f estimpaire alors [° f(x)dx =0
On suit les mémes étapes que le cas précédent, du fait que f est impaire, on

a f(—z) = —f(x), alors

a 0

f(z)dz = f(z)dz + /Oa flx)dx = I} + I

—a —a
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0
Pour le calcul de I} = / f(x)dx, on effectue le changement de variable

= —z, et donc dt = —dzx, on obtient alors

/ f(=t)dt = / f(t)dt = —I; car f est impaire.
0

et par suite

" f(e)de =

—a
Exercice 11.8. I, = / sin"(z)dz on n € N (Intégrale de Wallis)
0

™ ™

I, = /0 ? o () = /0 ? sin(2)? sin"2 () dz = /O ? (1—cos(x)2) sin"2(z)dz

3 7l
= / sin”Q(a:)da;—/ cos(z)? sin" 2 (x)dx = In_g—/ cos(z)? sin" % (x)dz.
0

0
On intégre alors par parties la seconde intégrale du second membre, en posant :

1
u'(x) = cos(x) sin(x)"~2 dont la primitive u(z) = 1 sin™~1(x)
v(x) = cos(x) de dérivee v'(x) = —sin(x) ce qui donne :
/72r cos(z)? sin " (x)dx = [ ! sin" ! (x) cos(m)]%— ! /2 sin(z) sin™ ! (x)dz
0 n—1 0 n—1 0
1
=0 71
+ -1
On obtient ainsi la relation récurrente suivante :
1
In = in—-2 — 7171’
n—1

ou encore

nl, = (n—1)I,_2 pour tout n > 2.
1l est facile de calculer Iy = % et Iy = 1, et de proche en proche on obtient la
Sformule
I,=(n—-1)1,—2
=(n—-1)(n—3)IH_4

= (n—1)(n—3)(n— 5)In_g

et finalement selon la parité de n on a les formules

(2k)! = .
Ik = gy Yk €N,

et
22kk!2

Iopt1 = 2k Vk € N.
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11.3 Exercices supplémentaires

Exercice 11.9. Calculer les intégrales suivantes :

eI
LSS

1
2. / z3\/4 — 22,
~1

3 / 2x sin(x) ﬂ—mQ cos(z) d.
x? sin(x)
1
4. 71 arctan(z)dz,

gl

N

— e S S S
8 .8
S
sl
+I—l
w&.

x4 ad—1

10.

Exercice 11.10. Soit a € R%, 3 € R* — {-1,1

202

pour avoir les résultats suivants :

1.

ava
/ o aar=
0 = + 4o

1
1
/ de=In|1-28|—-In|1+28]|.
0

2 — 432

}. Trouver les valeurs de «, 3
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1 n
In:/ 33 ,meN
o 1+=x

1. Montrer que lim I, = 0.
n—oo

Exercice 11.11. Soit

2. Calculer I, + I, 11.

3. Déterminer
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12.1 Exercices

Exercice 12.1. Trouver les équations différentielles qui ont pour solution les fonc-

tions suivantes :
1. f(x)=ax, a €R.
2. f(x) =ae®, a € R

3. f(z) = 1j_ex.

Exercice 12.2. Résoudre les équations différentielles suivantes

T

y'sin(x) = y cos(z).
v+ (z+1)y =0.
xyl —ay =0 a € R*.
y =221 -2

y —xze ¥ =0.

IS N

y=n(y).

Exercice 12.3. Intégrer les équation suivantes
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1. xy =2 —w.

2. Py =2 + 45

3. x—y+uxy =0.
Exercice 12.4. Résoudre par deux méthodes les équations différentielles sui-
vantes

1L y+y=u.

e’ +e 7 et —e™ 7" 1
2. [ ——— )/ = .
< 2 >y+< 2 )y 1+ a2

3y —y=2a? .

Exercice 12.5. Résoudre les équations différentielles suivantes

1. 2y +y=y*In(x).
2. 2%y +y? + ya? + 22t = 0.
(2 +1) Y =y* -1

Exercice 12.6. Résoudre ce qui suit
Ly +y=(x+1).
2.y + 2y +y=e"
3y +5y +6y=(a2+1).
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12.2 Solutions

Exercice 12.1. Pour trouver les équations différentielles qui ont pour solution les

fonctions y = f(x) suivantes : on utilise la dérivation, plus précisement
1. f(z) = ax, a € R en dérivant on obtient, y' = a doncy' = —yonxy =y.
x

2. f(z) = ae®, a € R en dérivant on obtient, y' = ae” doncy' =y .
e” e’

3. f(x) = ——, donc, y = ——— = donc (1 + &%)y’ = v.

f(z) T V= Ao (I+e")y =y

Exercice 12.2. Le but de cet exercices est de traiter les équation a variables sépa-

rables (séparées), la procédure a suivre étant de mettre les y d’un coté et les x de
I’autre, puis d’utiliser la définition 1’ = d—y, et finalement il suffira d’intégrer
T

1.

"si =y cos(x y—, = cos(z)
Yy sm(x) =Y ( ) = y sin(x)

sty #0

( on remarque que y = O est une solution il ne faudra pas I’oublier!)

On pose a présent y' = d—y, ce qui donne

x
dy _ C?)S(x)dx = / dy _ / C_Os(x)dx = In|y| = In|sin(z)| + ¢
y  sin(x) y sin(z)

= |y| _ eln|sin(x)\+c = |y’ — keln|sin(m)| (]{7 > O,k _ 60)
= |y| = k|sin(x)| = y = £ksin(zr) = y = Ksin(z), K € R"

( N’oublions pas que y = O est une solution), alors

y = Ksin(x) K e R.

/
2 / Y 1
— 1 , 0
Y (z+ )y=>y2—$ D YF

(On remarque que y = 0 est une solution qu’il ne faudra pas oublier, d’un
autre cété, bien que I’on ait divisé par (x + 1) il n’est pas nécessaire de dire
x # —1, car x = —1 est un point singulier dans I’équation de départ. Pour

faire simple ; on ne se soucie que de la fonction inconnue 1)

On pose a présent y' = d—y, ce qui donne
x

—dy 1 —dy 1
—= = d —= = d
y? :v+1w:>/ y? /fv+1x

1
Injz+1|+c¢

1
=—=lnjz+1|+c=>y=
Yy
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3.
xyl = ay a € R*.
En utilisant le méme procédé que plus haut on trouve :
y = K|z|* K e R.
4.
y = 2x/1 — 12
siy # +1 alors
! d
r_ 2 Y _ Y _
Yy =21 —y* = —— =2r = —— = 2xdzx
1 — 2 V1 =2
dy . 2 (a2
= \/ﬁ = [ 2zdx = arcsin(y) = z° + ¢ = y = sin(z* + ¢).
-y
Sans oublier que y = £1 sont aussi des solutions.
5.

y —xe ¥ =0
y/—xefy=0:>y’:xe7y:>y’ey:x
2
ieydy:xdx:/eydy:/xdxﬁey:2+c

22
:>y:1n13+c|.

6. y=In(y)=y =eV=>yeV=1=eYdy=dx
:>/e_ydy:/dx:>e_y:$+c:>y:ln(cx)

1

cC—X

=y = In( ) ce lR.

Exercice 12.3. Les équations présentées dans cet exercice sont des équations ho-

mogenes, donc de la forme vy = f (Q) pour les résoudre la procédure consiste
x

a poser le changement de fonction w = =, et ainsi se ramener a une équation
x

a variables séparables.

1. a;y’:a:—y:>y’:1—%onpose(u:%,y:uxdoncy’:u—i-xu’)

! 1 1
S utad =1-2u= — == (u # =), (on remarque que si
1—2u x 2
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1 1
fa; qui est bien une solution )

;3/1_% / /1—2u /xdm

1 1
:>—§ln|1—2u| =Inlz| +c=1In|l - 2u| =In(=)+¢
x

= |1 -2u[ = —, (k=¢€¢">0)= (1-2u) K=+k K € IR”
x
1 K
1 K .
commey =uxr =y =—x(l — =) K e R*;
. 2 x2
ory = ix est aussi une solution, donc en définitive
1 K
1—-— K e R.
y=gz(l-—3) S
2

2. xyzy':x:g—i-ygéy’:7+g,onposeU:yalorsy':U’x—i—Uen
y> oz T

remplacant dans 1’équation, on obtient

d
Uz 40U = — +U = U0 = :>U2dU:ﬁ
U2 T

1
:>/U2dU: d—x:>7U3:1n|x\+c:>U3:1n|x|3+k
X

=U = (ln\m|3+k)% :x(ln\xl?’—i—k)%, keR
S x—yt+ay =0=zy = 1.

T
On pose U = Y alors y = U'z + U en remplagant dans 1’équation, on
T
obtient
dx

U’$+U:U—1:>U’:—1:>/d[j:_
x T

=U=—-Inlz|+c=y=2(—In|z|+¢), ceR.

Exercice 12.4. Cet exercice est consacré aux équations différentielles linéaire du
premier ordre. Pour résoudre ce type d’équation, il existe deux méthodes, ['une
étant de trouver le facteur intégrant qui transforme [’équation en la dérivée d’un
produit de fonction. L’autre consiste a résoudre I’équation sans second membre,
qui est en fait une équation a variables séparables, ensuite résoudre I’équation

avec second membre par la technique dite de la variation de la constante.
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1. y+y==x
1ére Méthode : On résout | *équation sans second membre y' + y = 0

/

JYry=0=y=—y=>L =1

Y
d
:>/y:—/d:1:
Y
=hly=—-2x4+c=>y=Ke* KeclR

Pour I’équation avec second membre on utilise la méthode de variation de
la constante y, = K(x)e™*
Yo +ye = K'(x)e ™ — K(z)e ™ + K(z)e™® =2 = K'(x) = xe”

K(x) = /mexdx = re’ — /e‘”dx = (z—1)e"
=y=(x—1)"e " =0-1
La solution générale est donnée par y = y. +yo = Ke ™ +x — 1
y=Ke " +z—1, K e R.

2eme Méthode :
v +y=x=ye +ye® =mze”

= (ye”) = ze” = ye* = /:L'exdw =ye’ = (r—1)"+ K
=sy=(r—-1)+Ke™®

y=(r—1)+ Ke™®, K e R.

e’ +e7 " n et —e " 1
2 )Y 2 )V T 1

lere Méthode : Equation Sans Second Membre ensuite Equation Avec Second

Membre ; en utilisant la méthode de la variation de la constante.
2eme Méthode : 1l suffit de remarquer que

(ex —I—e_x), et —e®
2 2

Ainsi
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apres intégration on trouve
e +e " . 1
——yldr= | ——=dx
/ [——] / T 2%

e’ e " arctan(z) + K
5 Y =arc an(z) + K =y perp—

soit encore

: K e R

J;y/—y:x2

1eére Méthode : Equation Sans Second Membre ensuite Equation Avec Second
Membre ; en utilisant la méthode de la variation de la constante.
2eme Méthode : 1l suffit de remarquer que
:cy/—y:x2:>ly’—i2y:1:>(ly)’zlély:x—FK.
x x x x
Donc
y=a2>+ Kz, K e R.

Exercice 12.5. Résolution déquations différentielles suivantes :

1. 2y +y = y?>In(x). (C’est une équation de Bernoulli)
Poury #0ona

/

1
zy +y =y ln(z) = x% + e In(z) =0,

on pose alors

u:yfl

et par suite
_ /. —2

u=-vyy 7
on remplace dans notre équation pour obtenir

/

—zu +u—In(z) =0,

et cette derniére équation est une équation linéaire que [’on sait résoudre.
On résout I’équation sans second membre —xu' +u = 0

, , w1
—zu +tu=0=>2u =u=> — = —
U T

/du dx
= R — -
U T
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= Inju| =Injz|+c=up= Kz, K € R,
pour I’équation avec second membre il suffit de remarquer que
ur = In(z) + 1
est une solution particuliere, alors la solution générale est
u=1us+uy=Kr+In(z)+1 K€ R,

comme y = u" !, alors

1

= K e R.
Kx+In(z)+1 €

Y

Sans oublier que y = O est aussi une solution.

2. 23y 4+ % + yx? + 22* = 0. C’est une équation de Riccati, ayant comme

solution particuliere

2
Y = —T,

puisque la solution particuliére est y, = —x2, la solution générale s’écrira
sous la forme

Y=y +u=—a’+u,

pour déterminer u remplacons y dans I’ équation
xgy' + y:c2 + y2 =2t = 3 — 2Pu+u® = 0,

et cette derniére équation est une équation de Bernoulli en u, équation que
I’on sait résoudre, uw = 0 est une solution et :
Buu? —2?u +1=0,

1

on pose w = u~ -, on remplace dans I’équation, et on obtient

—w - PPw+1= 0,

et cette équation est une équation linéaire, on résout I’équation sans second

membre ,
—aL'?’w’—aUszoéEz—l
w T
dw dzx
w ) x

K
=Inlwl =—-Inlz|+c=wi(x)=—, KeR,
x
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pour I’équation avec second membre, on utilise la méthode de la variation

de la constante : on pose w.(r) = , et on remplace dans I’équation
x
avec second membre, on trouve l’équation
K' K K -1
3 2 ' -2
—2(——-——5)——+1=0=>K(z)=2 "= K(x)=—
e ® (5)=—,
K(x -1 . .
alors w*(x) = (z) = —5, donc la solution générale de I’équation sans
x x

second membre est donnée par

K -1 Kr—1
w(z) = wole) +wa(@) = o+ 5 =y

Y

comme w = u~ ' alors

$2

u(r) = —
(@) =
alors la solution générale de I’équation de Riccati est donnée par

x? 72(2 - Kx)

Y=Y+ u ¥+ u x—l—Ka;—l Kr—1

(2 +1) ¥ =y* -1

Y 1
y2—1:x2+1
dy dx
342—12302—1—17

(x2—|—1) y':yQ—lé

=

or
1 1.1 1

yz—lzi[y—l_y—i-l

J,

alors
dy dx 1. dy dy dx

= = - =2
y2—1 2241 Q[y—l y—l—l] 2 +1

dy dy dx
- e [
y—1 y—+1 v+ 1

y—1
= 2arctan(z)+c¢
Il (@)

‘y - 1| — e(2arctan(z)+c) _ o (2arctan(z))

= Injy—1|—In|y+1| = 2arctan(z) +¢ = In|

y+1
=y—1= (y+1)Ke(2arctan(m)) - y(l—Ke(2 arctan(ac))) _ (1+Ke(2arctan(x)))

1 +Ke(2arctan(:p))
T 1= K e(2arctan(z))

=Y

avec K > 0.
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Exercice 12.6. Cet exercice est consacré aux équations différentielles du

deuxieme ordre, linéaires a coefficients constants.

Ly'+y=(z+1)
ESSM : " +y = 0, I’équation caractéristique associée

r4+1=0=r==+i.
On en déduit la solution générale de I’ESSM
yo = c1 cos(z) + cosin(z), (c1,c2 € IR).

En observant que y, = (x + 1) est une solution particuliére de I’EASM, on

a
Y =1Y0+y« = y = c1cos(x)+cysin(z) + (z+1), (c1,02 € R).

2 y// + 2y/ +y= 3T
ESSM : " + 2y’ + y = 0 I’équation caractéristique associée

7“2—1—27"—1—1:O:>r1:r2:—1.
On en déduit la solution générale de I’ESSM
Yo = (c1 + cox)e™ (c1,¢2 € R).
En observant que 1, = c2e>® est une solution particuliére de I’EASM, on a
Y=yo+y =y =(c1+com)e” ™ + ce’, (c1,c2 € IR).

3y 45y +6y=(z*+1)
ESSM : " + 5y’ + 6y = 0 I’équation caractéristique associée

r2+5r+6:0ér1:—3,r2:—2.

On en déduit la solution générale de I’ESSM

Yo = c1e” 3% + coe ™, (c1,¢2 € IR).
1 5 37
En observant que y, = 8.7:2 — Ex + 108 est une solution particuliere de
I’EASM, on a
. 1 5 37
Y =yotye =y =cre Ttcge F—a’——at (c1,c2 € R).

6~ 18" ' 108’
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12.3 Exercices supplémentaires

Exercice 12.7. Résoudre I’équation différentielle suivante :
y® 2y 4o/ = 0.

Exercice 12.8. Soit [’équation

;1:2y" +ay + 2y = 0. (E)

1. z(t) = y(e”) avec (t = e*) vérifie une équation différentielle a coefficients

constants.

2. Résoudre (E).
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13.1 Examen Final 2011-2012

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2011-2012

Examen Final

Exercice-1 (07 points)

1. Résoudre I’équation diophantienne suivante :

T4z + 54y = 2000

2. Trouver la solution (z,y), telle que z > 0 ety > 0.

Exercice-2 (08 points)

1 -1 0
Soit 1a matrice P = 1 0
0 -1
0 2 2 0 1 1
i i 1 _ -1 3 -1
1. Soitlamatrice A=5 | -1 3 -1 | = 5 5 5
3 -3 1
3 -3 1 2 2 32

Calculer le produit des matrices P~ AP.

2. Déduire de ce qui précede I’expression de A™ ; ol nn est un entier naturel.

Exercice-3 (05 points)

Soient a, b, k et n des entiers naturels non nuls.

Montrer par deux méthodes différentes I’implication suivante :
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Solution

Exercice-1 (07 points)

1. Résolution de : 74x + 54y = 2000
On commence par calculer pged(74,54)
74 =54.1+20,54 =20.2414,20=14.14+6,14 =6.2+ 2,6 = 2.3+ 0.
Ainsi pged(74,54) = 2,2|2000 I’équation donnée posséde des solutions
dans Z.
On divise 1’équation par le pged, i.e :

T4z 4 54y = 2000 & 372 + 27y = 1000.

Comme 37 et 27 sont premiers entre eux, alors d’apres le théoreme de Be-
zout, il existe u, v € Z tels que : 37u 4 27v = 1.
37=271+410,27=1024+7,10=71+4+3,7=32+1,3=134+0
Pour trouver u et v on remonte les divisions successives, on trouve : © = —8
et v = 11 soit donc 37(—8) + 27(11) = 1.
Alors 37(—8000)+27(11000) = 1000, par suite ; (zo, yo) = (—8000, 11000)
est solution particuliere.

37x + 27y = 1000

37(—8000) + 27(11000) = 1000
Comme 37 et 27 sont premiers entre eux ; d’apres le lemme Gauss

27|(z + 8000) = = + 8000 = 27k, k € Z = x =27k —8000 k€ Z.
Et par suite 11000 — y = 37k = y = —37k + 11000, k € Z.

L’ensemble des solutions :

= 37(x + 8000) = 27(11000 — y).

{(z,y) = (27k — 8000, —37k + 11000), k € Z.}

2. x> 0= 27k —8000 > 0 = k > 296.296
y > 0= —37k+ 11000 > 0 = k < 297.297.
Ainsi k € 7Z,296.296 < k < 297.297 = k = 297.
x = 27(297) — 8000 = 19, y = —37(297) + 11000 = 11
Alors (z,y) = (19,11).
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Exercice-2 (08 points)

1 -1 0
Soit la matrice P = 1 0 1
0o 1 -1

1. det (P) = —2 # 0, alors P est inversible et P~! existe.

1 1 1
, 1t 213
P = com(P) = 5 5 3
det(P) 21 A
2 2 2

0 0

Alors, P7'AP=] 0 -1 0

0 0 2

2. Notons que B = P 'AP = AP = PB = A= PBP~!. Ainsi
A" = AA..A = (PBP Y (PBP™1)..(PBP7'),etona P7'P = I,
nous obtenons que A" = P.B.B.B...P~! = pB"pP~!

1 0 0
11 suffit alors de remarquer que B = | 0 (—1)" 0 |,etdonc
0 0 2"

. ()41 (=) 41 (=)t 41
A":§ 1-—-2" 1+2™ 1-2"
(_1)n+1 + on (_1)n _9n (_1)n + on

Exercice-3 (05 points)

Soient a, b, k et n des entiers naturels non nuls.

— lere méthode : Par récurrence :
n = 1,a = b[k] est vérifie c’est I’hypothése.
On suppose que a” = b"[k], il faut montrer que a"*! = b"+1[k]
a™ = b"[k] et comme a = b[k] alors a".a = b".b[k] = a"! = " FL[k].

Donc
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— 2éme méthode : 11 suffit de remarquer 1’identité
a"—b" = (a—b)(a" ' +a" P+ a" 30 4 ..+ b Fab" 2 0.

Comme par hypothése :a = blk] = k|(b—a) = a — b =k.k.

Ainsi
a"—b" = kK (a" T +a"Ph+a" b+ A0 T ab" T b ) = KK

Donc
El(a™ —b") = a™ = b"[k].
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13.2 Examen Final 2012-2013

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2012-2013

Examen Final

Exercice-1 (10 points)

1 0 0 -1 0
Soient les deux matrices M = _71 1 0 |etN = % -1
4
0 0 3
1. Calculer M N.
2. Soit la matrice A = ) , par deux méthodes différentes
calculer det(A).
1 t
3. Calculer A~!. ( On rappelle que A~! = det(4) com(A))
4. En déduire la solution du syséme :
T—2y+z=4
y—2z=16
20—y =12

Exercice-2 (10 points)

Soit I’application f définie de R vers R par: f(z) = |z — 2| + 2.
1. f est-elle injective ?

2. f est-elle surjective ?

3. Calculer (f o f)(z).

4. Montrer que (f o f) est bijective.
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Solution

Exercice-1 (10 points)

1 0 0 -1 0 2 -1 0
LMN=| 3 1 0 1= -1 2 1
—2 4
0 2 1 0o 3 0 -1 2
2 -1 0
2. — Premiere méthode : det(A) = |-1 2 —1|=23+1.(-2)+0=4.
0o -1 2

— Deuxieéme méthode :
On remarque que A = M.N, donc det(A) = det(M).det(N), or M et N
sont deux matrices triangulaires :
det(M) = 1.1.1 = 1,det(N) = 2.3.2 = 4. Donc

det(A) = det(M).det(N) = 1.4 = 4.

t

1
— . : -1 _
3. det(A) =4 # 0, donc A est inversible, A~ = det(4) com(A).

Les cofacteurs 1,1 = 3,0172 = 2,61’3 = 1;0271 = 2,62’2 = 4, C23 =

2; C31 = 1, C32 = 2,0373 = 3, donc

3 2
com(A)=| 2 4
1 2
3 1 1
L TR 103 1
Al=_— (com(P) = A1'=-1] 2 4 =411 1
4] 4 Lo s
12 17 1
4.
r—2y+z=4 20 —y =12 x 12
y—22=16 & —x+2y—2=-4 =A| y | = —4
20—y =12 —y+2z=-16 T —16
Donc
x 12 33 3 12
x —16 133 16
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Alors
T 3
y | =| -6
T —11
Exercice-2 (10 points)
f:R—R

r— f(z) =z —2|+ 2z
r+2 six <2

xTr) =
/(@) {330—2 sixz>2

1. Soit z1,29 € R,
o x1 <2etxs <2, f(x1)
o 1 >2etxg > 2, f(x1)
o x1 <2etxzy >2, f(x1)
C’est impossible d’avoir xg = 3x; — 4, eneffetx; > 2 = 321 —4 > 2

f(l‘g):>l‘1+2:$2—|—2:>$1:$2.
f($2)2>3$1*2:3$2*2:>$1:$2
f(z2) = 21+ 2 =329 — 2 = 29 = 321 — 4.

etonax; < 2.

o x1>2etxy <2, f(x1) = f(a2) =>11+2=320—2= 21 =325 —4,
comme dans le cas précédent, c’est impossible d’avoir 1 = 3x9 — 4 avec
1 > 2etxy < 2.

En conclusion
f(z1) = f(22) = 71 = 22

2. Soity € R
r+2 six <2
3r—2 six > 2

y=ﬂ®:{
On remarque que

r<2=zr+2<4=9y<A14
r>2=3x—-2>24=y2>4.

Donc,siy<4d=y=z+2=x=y—2,(x<2).

. 2

Siy>4=y=3z—-2=z="L2(z>2).

r=y—2 siy<4
y+2

Donc Vx € R, 3z € R, tel que y = f(x).

Donc f est surjective.
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3. (fof)(x)
= f(f x) = 2|+ 2f(x) = ||z — 2| + 2z — 2| + 2(|z — 2| + 22)
|| +2(x+2) siz<2 —z+2(x+2) six <0
= r+2x+2) si0<z<2
|3z — 4| +2(38x—2) siz>2 3z —4+2Bx—2) siz>2

T+ 4 siz <0
= 3r+4 si0 <z <2
9z — 8 six > 2

Remarque : Il existe une autre méthode qui consiste a procéder comme suit :

f@)+2 sifle) <2
(fof)(z)=[f(f(z)) =
3f(x) =2 sif(x)>2

Tz +4 six <0

= 3xr+4 si0<x <2
9r — 8 six > 2

4. D’apres la premiere question, f est injective et surjective donc f bijective .
f estbijective = (f o f) est bijective .

Remarque : Il existe une autre méthode (plus longue ) qui consiste a montrer
que f o f est injective et surjective ; dans ce cas :

(f o f) injective

(f o f) surjective . Alors (f o f) est bijective
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13.3 Rattrapage 2012-2013

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2012-2013

Rattrapage

Exercice-1 (10 points)

2 1

) ) ) , est inversible et calculer P!,

1. Montrer que la matrice P = <

4 2
2. Soit la matrice A = < ? g ) , trouver une matrice diagonale D telle que
5 5
A=PDP %
3. On considere les suites (uy, )y et (v, ), définies par ug = 1 et vy = 1, et
4 2
Un = ?un—l + §Un—1
Un = 5un—l + 5”77,—1

Calculer les limites : lim u,, et lim v,
n—oo n—o0

Exercice-2 (10 points)

1. Soit I’application g définie de R vers R par :

20 +2 siz <0
g(x) =

—x+2 siz>0
Montrer que g n’est ni injective ni surjective.

2. Soit I’application f définie de R vers R par :

20 +2 siz <O
fx) = .
r+2 sixz>0

Montrer que f est injective et surjective, et donner 1’expression de sa fonc-
tion réciproque f~1(z).

3. Donner I’epression de (gof)(z)
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Solution

Exercice-1 (10 points)

1. det(P) = —3 # 0, donc P est inversible.

- 1! _ 1 -1 -1
P1:|,w(com(P)):>P1:—3(_1 2):(

2. OnaA=PDP!=— D=P 1AP. Ainsi

Wl Wl
I Lol

[SYIN]

v

1 1 4 2
1 2 1 3 2
3 73 5 5 L1 0 3
3. ug=1letvg=1,et

4 2
Up = ZUp—1 + TUn—1

R (s)
Up = 5un—1 + gvn—l

Le systeme (S) peut étre mis sous forme matricielle
Un—1 —A Un—1 — A2 Un—2 '
Un—1 Un—1 Un—2
Up—1 Uuo 1
—An — An
Up—1 V0 1

A=PDP!'— A" = A.A..A=PDP'.PDP'..PDP ' = pD"P!.

U= Ot
[S{[JCR{] V]

D’un autre coté :

Donc

Wl o=
I Wl

win

SN—
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Donc

(“n>:An<uo>: im (>: nmAn<“o).
Un, () n—oo Un, n—oo Vo

Comme lim (2)" = 0, on obtient
n— o0 5

. Un .
lim ( > = lim (
n—r00 Un, n—00

En conclusion : lim u, = % et lim v, =
n—oo n—oo

W= wino
Wl wlN

WIND Lol
N——

Exercice-2 (10 points)

20 +2 siz <0
g(x) = .
—r+2 siz>0

Pour montrer que g n’est pas injective, choisissons 1 < O et xg > 0
g(x1) = g(z2) = 221 + 2 = —w9 + 2 = 13 = —271.
11 suffit par exemple de considérer x1 = —1 et z9 = 2.
g(—1) = g(2) = mais —1 # 2 donc g n’est pas injective.
2. Pour montrer que g n’est pas surjective, observons que

stz <0=g(x)=20+2<2
siz > 0= g(x)=—-2+2<2

AinsiVz € R g(z) < 2.
Soit (y > 2) par exemple y = 3, alors y = g(z) n’admet pas de solution.
3=2r+2<2 siz<0
En effet, 3 = g(z) = v .SI N
3=—z+4+2 siz>0

1 .

=3 <0

- v=a2 ™ .:r (Absurde).
r=-1 siz>0

Donc g n’est pas surjective.

20 +2 siz <O
f(z) = .
z+2 sixz>0

Pour I'injectivité :
Soient x1,z2 € R, f(x1) = f(z2).
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e 11 <0etxe <0, f(r1) = f(r2) = 221 +2 =229+ 2 = 11 = 229

e x1 <0Oetxg >0, f(x1) = f(z2) = 221 +2 =29+ 2 = 221 = 22
rejeté (car x1 < 0 et xo > 0)

e x1 >0etxg >0etxr; > 0etxg <0, se traitent de la méme facon.

Ainsi la conclusion :
f(:El) = f(CL‘Q) — 1 = X9.
Surjectivité :

stz < 0= f(x)=2x+2<2
siz > 0= f(x)=—2+2>2

Soity € R

—2
y<2,y=flz) =y=22+2<2=2="%"<0
y>2y=flr)=y=-ar+2=2=2-y>0

Ainsi

y<2,§|:1::yT_2 tel que y = f(x)
y>2,dr=2-—y telquey = f(z)
Donc

Vy e R,z € Rtel que y = f(x)

Alors f est surjective.

En conclusion f est bijective, et de ce qui précede on déduit que :

fl(x):{ ’”7_2 six < 2

r+2 six>2

2f(x)+2 sif(x) <0

<
(gof)(z) = g(f(z)) = { f(z)+2 sif(z)>0

22z +2)+2 siz < -1
=4 —2x+2)+2 si —1<2<0
—(z+2)+2 six>0
Donc
dr4+6 six < —1
(gof)(x) =49 —2x si —1<x<0

—x six >0
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13.4 Examen Final 2013-2014

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2013-2014

Examen Final

Exercice-1(07 points)

Soit v un parametre réel on considere la matrice A =

S o =
— 9 O
o = D

1. Pour quelles valeurs du paramétre «, la matrice A est -elle inversible ?

2. Lorsque cela est possible, calculer A~
t

com(A)) ol n est un entier naturel.

( On rappelle que A~ =

det(A)
y+z=4
3. En déduire la solution du systeme : ¢ 2x + 2y = 16
3z 4+ 32z =12
Exercice-2 (07 points)
Soit les deux applications suivantes :
f:R?SR g:R— R?
(x1,22) = f(z1,22) = 21 + 22 z— g(z) = (22, —2?)

1. f est-elle injective ? f est-elle surjective ?
2. g est-elle injective ?g est-elle surjective ?
3. Calculer (f o g)(x).

4. (f o g)(x)est-elle injective ? (f o g)(z) est-elle surjective ?
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Exercice-3 (06 points)

0 1 1
i : _ -1 3 -1
Soit 1a matrice M = 5 3
3 =3 1
\ 2 2 2
Montrer que pour tout entier naturel n > 2, on a
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Solution

Exercice-1 (07 points)

1 0 «
LA=[ 0 o 1 |[,det(4)=—(1+a3).
a 1 0
det(A) =0= —(1+a)=0=0a’=-1=a=—1.
La matrice A est inversible SSI det(A) # 0, donc A est inversible SSI o #
—1.

2. On suppose que a # —1 donc A~ ! existe, det(A) = —(1 + a?) # 0. Donc

-1 a —a? 1 -1 a -«
com(A) = a —a? —1 = A= 3 a —a? -1
a’+1 )
—a? -1 « -« —1 «
3.
y+z=4 3z + 3z =12 rz+z=4
20 +2y =16 = y+z=4 =4 y+z=4
3+ 3z =12 20 4+ 2y =16 z+y=28
1 0 « T 4 T 4
< 0 a1 =14 |©A|l y |=]| 4 |oua=1
a 1 0 z 8 z 8
. -1 1 -1
Poura =1, A1 = > 1 -1 -1 |.Etdonc
-1 -1 1
T ) -1 1 -1 4 4
=5 1 -1 -1 4 | =1 4
z -1 -1 1 8 0
Ainsi
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Exercice-2 (07 points)

Soit les deux applications suivantes :
f:RZSR g: R — R?

(x1,22) = f(x1,22) = 1 + 22 x— g(x) = (x2, —x2)

f:R? =R
(x1,22) = f(x1,22) = 21 + X2

— 11 suffit de remarquer que par exemple : X; = (1,4) et Xo = (3,2),
f(X1) = f(X2) = 5 mais X1 # Xo donc f n’est pas injective.

— 1II suffit de remarquer
vy € R,3X = (z1,22) = (0,y) € R%y = f(0.y) =0 +y =y.

Donc f est surjective.

g:R— R?
z = g(x) = (a?, —2?)

2. — Injectivité : Il suffit de remarquer que par exemple z; = 2 et 9 = —1,
9(2) = g(—2) = (4, —4) mais z1 # x2 donc g n’est pas injective.

— Surjectivité : Il suffit de remarquer, par exemple pour y = (1,4) € R;y =

g(z) donne (1,4) = (2%, —2%) = 22 = 1 et — 22 = 4 ce qui est impos-

sible. Donc g n’est pas surjective.

3.
(fog):R—R
(fog)(@) = flg(x)) = f(a? —2?) =a® —a? =0
Alors,Vz € R(f o g)(z) = 0.
4.

(fog):R—R
z— (fog)(x)=0
(f o g) n’est ni injective ni surjective.
On peut toujours donner des contres exemples (f o g)(1) = (fog)(13) =0
mais 1 # 13, de méme y = 5 = (f o g)(x) = O (impossible).
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Exercice-3 (06 points)

Nous allons procéder par récurrence :

o n =2
0 1 1 0o 1 1 1 0 0
2 _ _ -1 3 -1 -1 3 -1 _ -3 5 -3
Mi=MM=| 5 5 5 T 5 3|7l 5 3 7
3 =3 1 3 =3 1 3 =3 5
2 2 2 2 2 2 2 2 2
Donc
(=241 1-(=12  1-(=1)2
2 22 22
M? = 1 22 % 1*22 ,la formule est vérifiée pour n = 2.
227(71)2 (71)2722 22+(71)2
2 2 2

e On suppose que

(=1)"+1 1—(=1)" 1—(—1)™

2 2 2
n _ 127 142" 127
M" = 2 2 2 ’
2"—(="  (=hr—2"  2"4(=D)"
2 2 2
et il faut démontrer que
(_1)n+1+1 1_(_1)n+1 1_(_1)n+1
2 2 2
Mt — 1—2n+1 14271 1—2nt!

2 2 2
2n+l_(_1)n+l (_1)n+1_2n+1 2n+1+(_1)n+1
2 2 2

Pour cela on éffectue le calcul M1 = M™. M

(=1)"+1 1—(=1)" 1—(—1)"™

5 5 5 0 1 1

n+l _ 1—2n 1427 1-2n -1 3 -1
M - 2 2 2 2 2 2
2n—(=n* (=nHn-2"  2n4(-1)" 3 =3 1

2 2 2 2 2 2

e Apres le calcul, on trouve que pour tout entier naturel n > 2, on a

(_1)n+1+1 1_(_1)n+1 1_(_1)n+1
2 2 2
_on+1 n+1 _on+1
Vi 1-2 142 1-2

2 2 2
2n+1_(_1)n+1 (_1)n+1_2n+1 2n+1+(_1)n+1
2 2 2
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13.5 Rattrapage 2013-2014

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2013-2014

Rattrapage

Exercice-1 (5 points)

Soit I’application f définie comme suit :
f:R— [3,+00]

r— f(z)=|z+3]+5
1. f est-elle injective ?

2. f est-elle surjective ?

Exercice-2 (5 points)

Montrer par récurrence que pour tout n € N, (n® + 5n) est divisible par 6.

Exercice-3 (10 points)
Soit A est une matrice carrée telle que

0 0
00 .. 0

A2014 — : : : — [0]
00 .. 0

(la matrice nulle).
Montrer que (I — A) est inversible, ou I est la matrice identité et donner I’expres-
sionde (I — A)~1
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Solution

Exercice-1 (5 points)
Soit I’application f définie comme suit :
f:R— [3,4+00|
r— f(z)=|z+3|+5
1. Injectivité : il suffit de remarquer par exemple que pour ;1 = O et xo = —6
ona f(x1) = f(0) = 8et f(xz) = f(—6) =8
f(z1) = f(x2) mais x; # x9, alors f n’est pas injective.
2. Surjectivité : il suffit de remarquer par exemple que y = 4 € [3, oo[, I’équa-

tiony = f(z) donne 4 = |x+3|+5, donc |x+3| = —1 ce qui est impossible,
donc f n’est pas surjective.

Exercice-2 (5 points)

Il faut montrer que
Vn € N; (n? + 5n) = 6k keN

e Pourn=0,n%+5n=0=6.0, vérifiée

e On suppose que (n>+5n) = 6k, il faut montrer que ((n+1)3+5(n+1)) =
6k’
(n+1)3+5(n+1)=n3+3n2+3n+1+5n+5=n>+5n)+6+
3n? 4 3n = 6k + 6 + 3n(n + 1) (d’apres I'hypothése de récurrence).
Analysons le terme 3n(n + 1) : soit n est pair et dans ce cas 3n(n + 1) =
3.2.1.(n + 1) = 61’ ou n est impair et dans ce que 3n(n + 1) = 3.n(2.0 +
1+ 1) = 61", dans les deux cas 3n(n + 1) = 6m, alors
((n+1)3+5(n+ 1)) = 6k + 6 + 6m = 6k’ ce qu’il fallait démontrer.

Exercice-3 (10 points)
On a A?°% = [0]. 11 faut observer I’identité suivante :
(I"— A" = (I — A)(I" L+ 1" 2A4 17342 . 4 A"
Prenons n = 2014, et comme I¥ = I (matrice identité), on obtient alors
(I—APM)y = (T —[0))=T=(T—-A) I+ A+ A%+ ... + A1),
Ainsi (I — A) estinversibleet (I — A)™! =T+ A+ A% + ... + A?013,
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13.6 Examen Final 2014-2015

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2014-2015

Examen Final

Exercice-1 (07 points)

Soit 1la matrice
2 1 0

A= -3 -1 1
1 0 -1

1. La matrice A est-elle inversible ?
2. Calculer A3
3. En déduire que (I — A) est inversible et en déduire I’expression (I — A)~1.

4. Retrouver (I — A)~! par la méthode classique (en utilisant la comatrice).

Exercice-2 (06 points)

1. Montrer que Vn, € N* 2"~ < n|

2. Montrer que Vn, € N (4" 4 6n — 1) est un multiple de 9.

Exercice-3 (07 points)

Soit I’application f : N — Netet g : N — N définies par :

g si x est pair
fl) =2 et glz)={ 21

2

si x est impair

1. Les applications f et g sont-elles injectives ?surjectives ?

2. Les applications (f o g) et (g o f) sont-elles injectives ?surjectives ?
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Solution

Exercice-1 (07 points)

Soit la matrice

2 1 0
A= -3 -1 1
1 0 -1
-1 1 -3 1 . .
1. det(A) =2 A1 | = 0. Donc A est n’est pas inversible
2.
2 1 0 2 1 0 1 1 1
AP=AA=| -3 -1 1 -3 -1 1 |=| -2 -2 -2
1 0 -1 1 0 -1 1 1 1

Alors A% = A%2.A =

o o O
o o O
o o O

3. Comme A3 = [0], alors I = I — A3, d’un autre coté
I=1-A%3=(I-A)I+ A+ A?%), ce qui permet de conclure que (I — A)
estinversible et (I — A)™! =T+ A+ A%

1 0 0 2 1 0 1 1 1
I-A*t=lo0o10|+] -3 -1 1 |[+] -2 -2 =2
0 01 1 0 -1 1 1 1

4 2 1

= -5 —2 -1

2 1 1

4,
1 0 0 2 1 0 -1 -1 0
I-A=|(010 |- -3 -1 1 = 3 2 -1
0 0 1 1 0 -1 —1 2
2 -1 3 -1
det(/ —A) = — 0 9 ) =—4+45=17#0,alors (I — A) est

inversible.



13.6. Examen Final 2014-2015 153

4 =5 2 ) .
com(I-A)=|2 -2 1 ,(I—A)fl:mcom(l—fl),
1 -1 1
alors
4 2 1
(I-A"=| -5 -2 1
2 -1 1

Exercice-2 (06 points)

1. Démontrons pas récurrence que Vn € N*, 2"~1 < pl,
e Pourn =1,2°=1 < 1! = 1 ce qui est vrai.
e Supposons que 2"~ ! < n! (Hypothése de récurrence), et il faut montrer
que: 2" < (n+1)!
D’un coté 27! < n!et d’un autre coté Vn > 1,2 < n + 1.
Donc 2"t <nl =227t <2l < (n+1)n! = 2" < (n+1)!
e En conclusion :Vn € N*, 271 < p!

2. Démontrons par récurrence que Vn € N, (4" 4+ 6n — 1) = 9k, Vk € N.

e Pourn =0,4° +6.0 — 1 = 0 = 9.0, ce qui est vrai pour k = 0.

e Supposons que (4" 4+ 6n — 1) = 9k (Hypothése de récurrence), et il faut
montrer que : (4" +6(n + 1) — 1) = 9%’ pour un certain &’ € N.
Observons que (4" 1 +6(n+1)—1) = 4.4"+6n+6—1 = 4.4"+6n—1+6
or par I’hypothese de récurrence 4" +6n — 1 = 9k = 6n — 1 = 9k — 4™,
Ainsi 4" +6(n+1) — 1 = 4.4" 4+ 6 + 9k — 4™ = 3.4" + 6 + 9k. Or par
I’hypothese de récurrence 4" + 6n — 1 = 9k = 4" = 9k — 6n + 1. Ainsi
4 4 6n+1)—1=9k+34"+6=9k+3(9% —6n+1)+6 =
9k + 27k — 18n +9 =9(4k — 2n + 1) = 9¥’

e En conclusion : Vn € N, (4" + 6n — 1) est un multiple de 9.

Exercice-3 (07 points)

f:N—N

r— f(z) =2z
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— Injectivité : Soient
z1,22 €N, f(21) = f(22) = 221 = 232 = 71 = 22,

alors f est injective.
— Surjectivité :clairement f n’est pas surjective car si y est impair il ne pos-

séde pas d’antécédent.

En effet, parexemple y = 3,y = f(z) = 3=22 =2 =3 ¢ N.
2.
g:N—N
Xz . .
) si x est pair
r— g(x) = z—1 . . .
5 si x est impair

— Injectivité :Soient 1, x9 € N, 21 pair et x5 est impair,

g(z1) = g(z2) = % = ”{1 = x1 = x9 — 1, par exemple :

(z1 = 4 pair) et (zo = 5 impair), g(z1) = 5 = 2,9(22) = 232 = 2,
alors g(x1) = g(x2) mais x1 # x2, donc g n’est pas injective.

— Surjectivité : Soity € N,

r=2y+1 sixestimpair

x . .
Y = 5 S1 x est pair N { T = 2y si x est pair

si « est impair

y possede deux antécédents x; = 2y et x2 = 2y + 1 alors g est surjective.

3. 1l faut commencer par noter que (f o g) et (g o f) existent, en effet :

fog:N— Netgo f:N— N

e (9o f)(x) = g(f(2)) = g(2z) = 25 = walors (g o f)(x) = x, (applica-
tion identique). Donc (g o f) est injective et surjective (donc bijective).

(fog)(flf):f(g(a:)):2g(x):{ v siest pair

x —1 sizestimpair

En prenant les mémes contre exemples que la premiere question, on ob-

tient :
Soit z1 = 4,29 = 5, (fog)(z1) = (fog)d) = 4,(f o g)(z2) =
(fog)5) =4

alors (f o g)(x1) = (f o g)(z2) mais ;1 # x2 donc (f o g) n’est pas
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injective.

11 faut remarquer que (f o g) est toujours un nombre pair, si y = 3, alors

3= (fog)(z) = {

Yy =T Ssiz estpair { 3 =x six est pair

y = x — 1 si x est impair 4 = x six estimpair

ce qui est impossible, donc (f o g) n’est pas surjective.
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13.7 Examen Final 2015-2016

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/LL1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2015-2016

Examen Final

Exercice-1 (08 points)
Soit I’application f définie comme suit :

f:R—R

9
x—>f(:v)::r2+3:r+1
1. f est-elle injective ?

2. f est-elle surjective ?

Et soit I’application g définie comme suit :
g :] - 27 +OO[—> [07 +OO[

9
x—)g(w)::):2+3:r—|—1

1. g est-elle injective ?
2. g est-elle surjective ?

Exercice-2 (07 points)

Soit la matrice

1 1 1 1

1 -1 -1 -1
A=

1 -1 0 O

1 -1 0 3

1. Calculer det(A)

Soient a, b, ¢, d des réels donnés, soit la matrice B =

& & &
> o QR
o o o Q
_QU O o 2

2. Calculer det(B).
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3. Résoudre I’équation det(B) = 0.

Exercice-3 (05 points)
Soit n € N* un entier naturel non nul donné, soient =g, 1, ..., Zp, (n + 1) nombres
réels dans [0, 1] tels que :

xoéxlf...gl‘ngl.

Montrer par 1’absurde que

S|

di € {1,2, ,n} tel que |~73@ - 1’171| <
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Solution

Exercice-1 (08 points)
Soit I’application f définie comme suit :

f:R—R

l‘—)f(ﬂ?):.%‘2+3$+%

1. Injectivité :
Soient x1, x5 € R,

9 9
f(l‘l) = f(xg) :>$%+3$1 +Z :$%+3$Q+Z

= x% — .%'% +3(z1 — xg) = (x1 — acg)(xl + :L'Q) + 3(1‘1 — .Tg) =0
= (561*1}2)($1+932+3) =0=— 21 =x200x] =—2T20—3
Soit par exemple :

z1 = —3etzs =0alors f(21) = f(—3) = 2, f(z2) = f(0) =
Ainsi f(x1) = f(xz2) mais 21 # z2 alors f n’est pas injective.

2. Surjectivité :
SoityeR,y:f(x):>y:x2—|—3x—|—%:>m2+3m—l—%—y:0.

A =4y ainsi A > 0SSl y > 0.

Donc si y < 0 1’équation y = f(x) ne possede pas de solution.
Soit par exemple

3 9 3
y:—z<0,y:f(x):>a:2+3x+zz—1:>m2+3:r+3:0

Comme A = —3 < 0, alors I’équation y = f(z) n’a pas de solution z € R.
Donc f n’est pas surjective.

Remarque : I’exercice est déja facile ; mais en remarquant que :

9 3.2
y:az2+3x+1=(x+§)

I’exercice devient encore plus facile.
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Et soit I’application g définie comme suit :

g:] — 2, +oo[— [0, +00[

9
x—>g(m):$2+3x+1

1. Injectivité :

Soient 1,9 €] — 2, 400],
g(z1) = g(z2) = (x1—22)(x1+22+3) =0= 2] =x900 2] = —22—3

Soit par exemple :

x1 = —% €] -2 +oofetzy = —§ €] — 2,400 alors g(z1) = g(—1I) =

100- 9(22) = 9(=3) = 175-
Ainsi g(x1) = g(z2) mais x1 # 9 alors g n’est pas injective.
Remarque : Il est éssentiel de choisir z1, 29 €] — 2, +00[, donc 1 > —2 et
To > —2.
Pour que g soit injective, il aurait fallu prendre pour I’ensemble de départ
] = 3, 4o

2. Surjectivité :
Soity € R,y = g(x) :>y::c2+3a:+% :>:c2+3a:+%—y:0.
A = 4y > 0, (c’est le méme calcul que celui de f, mais ici y € [0, +00]).

-3 — /4 -3
n= =

Reste a vérifier qu’au moins une des deux solutions est dans I’ensemble de
-3 -3
départ | — 2, 400, en effet x9 = -t N - > -2,

ainsi que z2 €] — 2, +o0], donc g est surjective.

Exercice-2 (07 points)

Soit la matrice

1 1 1 1

1 -1 -1 -1
A=

1 -1 0 0

1 -1 0 3

-1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1

1. det(A)=|-1 0 O|—(1 O O|+/1 =1 O0|—|1 -1 0

-1 0 3 1 0 3 1 -1 3 1 -1 0
=—-3-3—-0—-0=—6 30, alors A est inversible.
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2.
a a a a
.| @ b b b
a b c c
a b c d
b b b a b b a b b a b b
det(B)=alb ¢ c|—ala ¢ c|+ala b c|—ala b cl.
b ¢ d a ¢ d a b d a b c
a b b
Remarquons que [a b c¢| = 0, car les deux premieres colonnes sont liées
a b d
alors le déterminant vaut O .
Alors
det(B) = a[b(cd — ¢*) — b(bd — be) — (a(cd — ¢) — b(ad — ac)]
= afbe(d — ¢) — b*(d — ¢) — ac(d — ¢) + ab(d — ¢))
= a(d — ¢)[bc — b* — ac + ab)
=a(d—c)[b(c—d) —alc—d)] =a(d—c)(c—d)(b—a)
Par suite
det(B) = a(d — ¢)(c — d)(b—a)
3.

(det(B) =0) = (a=0o0ud=couc=boua ="b)

Exercice-3 (05 points)
n €N zg <z <... <z, <1. Montrons par I’absurde que

S

di € {1,2, ,n} tel que |.%'z — 33'2'—1‘ <

Supposons par I’absurde que

1
Vi € {1,2, ,n} tel que |.%'z - -Ti—l‘ > —.
n
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Observons que z;—1 < ©; = |x; — ©j—1| = z; — x;—1. Alors, on a

xl—xo>%
.’132—.%1>%
.Z‘3—l‘2>%

1
Tp—1 — Tp-2 > 3,

Tp — Tp—1 > %
En additionnant toutes ces inégalités on obtient

1 1 1 1
(n—Tn—1)+(Tp—1—Tn—2)+...+(x3—22)+(r2—21)+(T1—20) > E+"'+E+E+E

1
Sxp,—x9g>n—=1
n

donc x,, — zg > 1 ce qui est impossible car g < 1 < ... < x, < 1. Et par suite,

1
Ji€{1,2,...,n} tel que |x; — x;—1| < —.
n
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13.8 Rattrapage 2015-2016

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2015-2016

Rattrapage

Exercice-1 (08 points)
Soit I’application f définie comme suit :

f:N—N

n— f(n)=n+(-1)"
1. f est-elle injective ?
2. f est-elle surjective ?

3. Calculer (f o f)(n).

Exercice-2 (07 points)

Soient a, b deux réels donnés. Soit la matrice

1 1 1
A= a 1 b
a? 1 b2

Pour quelles valeurs de a et b la matrice A est-elle inversible ?

Exercice-3 (05 points)
Soit n € N* un entier naturel non nul donné, soient g, x1, ..., Zn, (n + 1) nombres

réels dans [0, 1] tels que :
o< x1 <..<z, <1

Montrer par 1’absurde que

1
e {l1,2,..,n}telque |x; — z;—1| < —.
n
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Solution

Exercice-1(08 points)
Soit ’application f définie comme suit :

fN—N

n —1 sin impair

n+1 sin pair
1. Soient ny1,n92 € N,
e 1°" cas: nj,ny pairs;
f(n) = f(n2) =ni+1=ny+1=n1 =no.
e 2°M€ cas : ny, ng impairs ;
f(n1) = f(n2) = n1 —1=mny—1=n; =ny.
e 3°M€ cas : ny pair, ng impair ;
f(n1) = f(ne) =>n1+1=mny—1=mny=ny +2 (impossible) car

np pair = (n1 4+ 2) pair  or on a ny impair.

e 4°™M€ cas : np impair, ng pair;
f(ni1) = f(ne) =>n1—1=mn2+1=n3 =ny+2 (impossible) car

ng pair = (ny + 2) pair  or on a ny impair.

En conclusion f(n1) = f(n2) = n1 — 1 =mng2 —1 = n; = ng, donc f
est injective.
2. Soity € N,

— Si y est pair alors il existe n € N impair tel que y =n — 1 = f(n), donc
n=y+1.

— Si y est impair alors il existe n € N pair tel que y = n + 1 = f(n), donc
n =1y — 1. Alors

Yy e N,In € Ny = f(n).

En conclusion f est surjective.
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3. (fo f)n).

On commmence par observer que f o f : N — N, (f o f) est bien définie.

o F)(n) = f(n) =1 si f(n) impair "
(fe)(m) { f(n)+1si f(n) pair > f)

Ainsi (fo f)(n) =n VYneN
Remarque : (f o f) = Iy donc f est bijective (ce qu’on savait deja) et

n+1—1 = n sin impair
n—141=nsin pair

=1
Exercice-2 (07 points)
a,b eR,
1 1
A= a 1
a® 1 b?

Pour que A soit inversible.
det(A) = (b = b) — (ab® — a®b) + (a — a®) = b(b — 1) — ab(b — a) + a(1 — a)
=b[(b—1)—alb—a)+a(l —a)=bb—1—ab+a* +a(l —a)
=b[b(1 —a) + (a®> —1)] +a(l —a) = (1 — a)[b(b— (a + 1)) + d
=(1—a)t? —bla+1)+a =(1—a)t? —ba—b+ad
=(1-a)b(b—1)—a(b-1)]=(1-a)b—-1)(b—a)
Aestinversible < det(A) #0< a# letb# leta #b.

Exercice-3 (05 points)
n € N* zg <z <..<z, <1. Montrons par I’absurde que

1
Ji€{1,2,...,n} tel que |z; — x;—1| < —.
n

Supposons par I’absurde que
1
Vie{1,2,....,n} tel que |x; — x;—1| > —.
n

Observons que z;—; < x; = |x; — xj—1| = x; — x;—1. Alors, on a

ZL‘1—170>%
1:2—$1>%
x3—x2>%

1
Tp—1— Tp—2 > 5

1
Tp — Tp—1 > n
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En additionnant toutes ces inégalités on obtient

1 1 1
(Xn—2n—1)+(Tp—1—2n—2)+..+(x3—22)+(x2—21)+(T1—20) > E—}_"'_’_E—i_ﬁ—’_ﬁ

1
Sz —2x0>n—=1
n

donc x,, — g > 1 ce qui est impossible car o9 < 1 < ... < x, < 1. Et par suite,

1
e {l1,2,...,n}telque |x; — z;—1| < —.
n
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14.1 Examen Final 2012-2013

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/LL1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2012-2013

Examen Final

Exercice-1 (5 points)

Soit a un réel tel que 0 < a < 1. On considere la suite (U, ) définie par Uy = a,

et pour tout n > 0,

n+ U,
n+1"

Un+1 ==

1. Montrer que pour tout n € N*, 0 < U,, < 1.
2. Montrer que la suite (U,,) est croissante.

3. Montrer que pour tout n € N*,

U,—1
U, —1= .
ntl n+1
4. Montrer que pour tout n € N¥,
—1
U, =1+2 :
ni

5. Déduire la limite de (U,,).

Exercice-2 (3 points)
Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

lim Y2 =2 lim —2510@)_ im <)
a4 \/x+5—3 z—0 1 — cos(x) a0 T

Exercice-3 (4 points)

Pour quelle(s) valeur(s) du réel a la fonction f définie par
751n(aa;) si x <0
— x
flz) = In(1 + 2x)
x

si x> 0.
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est-elle prolongeable par continuité en 0 ? On précisera alors ce prolongement.

Exercice-4 (4 points)

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = arcsin(z) + arcsin(§) — 3.
L’équation f(x) = 0 admet-elle une solution dans [0, 1] ?

Exercice-5 (4 points)

Calculer les dérivées (et les simplifier si c’est possible) des fonctions

x = f(z)=hh(z+Va?-1), z>1,
r +— f(z) =arctan(y/x), x> 0.

Bonne chance.
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Solution

Exercice-1 (5 points)

Soit a un réel tel que 0 < a < 1. On considere la suite (U,,) définie

n+ U,

Vn>0, Uy =a, Uy = .
n ) 1 a/7 n+1 n+1

1. Montrons par récurrence que : Vn € N*, 0 < U, < 1.

— Vérification :Pour n = 1,ona 0 < U; = a < 1, donc la propriété est vraie
aurang 1.

— Supposons que Vn € N*, 0 < U, < 1, et on démontre que
Vne N, 0< Uy <1,

alors 0 < U, < 1= n < U, +n <n+ 1, multiplions cette inégalité par

, on trouve
n—+1

n U,+n n+1
0< — <, = =1
n—+1 ntl n—+1 n—+1

Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1.
alors
Yne N 0<U, <1.

n+Un7 _n
n+1 " n+1

car d’apres la question (1) (Vn € N*, U,, < 1), et par suite (U,,) est croissante, on

Vn € N*, Upsq — Uy =

(1-U,) >0,

en déduit que (U,,) est convergente (suite croissante et majorée)

U,—1
n+1"
U -1 -1
— Vérification :Pourn = 1,ona Uy — 1 = L _ ¢ , d’autre part

2 2
Uy +1 1 -1
= 1;— = a—;— =U—1= a? donc la propriété est vraie au

3. Montrons par récurrence que Vn € N*, U, — 1 =

Us

rang 1.

-1
— Supposons que Up41 — 1 = "+ T et on démontre que
n

Upi1—1
Vn € N* Upyg— 1= 11—~
n s Un+42 n+2 )
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alors on calcule U,,+2 — 1, par définition de U,,, soit n € N*

Un+1+n+1_Un+1—1+n+2

|- -

i n 42 n+ 2
Un+1_1 Un+1—1

=—+1=1, —-1l=—
n+2 * w2 n+2

ce qu’il fallait démontrer
Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1.

alors
U, —1

n+1"

Vn € N*,Un+1 —1=

4. Montrons par récurrence que n € N* U, =1+ ‘%1

a—1 a—
=1
1! + 1

— Vérification :Pourn = 1,onalU; =1+ = a, donc la

propriété est vraie au rang 1.

-1
— Supposons quenEN*,Un:1+a > eton démontre que
n!
a—1
Vne N Up1 =14 —,
n n+1 +(7’L—|—1)'
soit n € N*,
U, U,—-1 1 U,—-1
Unt1 = nth_ O R +1
n+1 n+1 n+1
~1
O - it S ek SO et
n+1 n!(n+1) (n+1)!

ce qu’il fallait démontrer

Ainsi, si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n + 1.

alors .
VneN U, =142~
n!
(1 . . a—1 .ooa—1
5. On en déduit que lim U, = lim 1+ =1+ lim =1.
n—o00 n—00 n! n—oo nl

Exercice-2 (3 points)

Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

VI —2 . (r=4)Wx+5+3) .. Vr+d5+3 6 3

lim — = lim = 11m = - = =

eod\/x+5-3 a=4 (Vr+2)(z—4) o4 T+ 2 4 2’
lim x sin(x) o x sin(x) — lim 2sin(z) ?m _ 2sin(ﬂv)

201 —cos(x) 2-02sin*(%) <=0 z sin?(%) «-0 oz (Sin(
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(car lim 32&) — 1),

x—0 T
lim <) _
Tr—+00 X

produit d’une fonction bornée = — cos(x) par une fonction x — % qui tend vers 0
quand z tend vers +oo.

Exercice-3 (4 points)

Pour quelle(s) valeur(s) du réel o la fonction f définie par

- sin(az) si <0
f@) =9 mis2
In(l+22) . 4
o

est-elle prolongeable par continuité en 0 ? On précisera alors ce prolongement.

In(1+42 In(1+2
lm f(z) = lim BUE22) o o 422)
z—0t+ z—0t x z—0t 2x
car lim;_,q (1t+t) =1
lim f(z)= lim sin(az) = lim aM =a.
z—0~ z—0~ X z—0~ axr

Si a = 2, 1a fonction f admet une limite finie en O et par suite elle est prolongeable

par continuité en O et ce prolongement a pour expression

in(2
Sm(m) si <0
- X
flx)=4¢ 2 siz=0
In(1 +2
In(l+22) . o
i

Exercice-4 (4 points)

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = arcsin(x) + arcsin(3) — 3.
L’équation f(x) = 0 admet-elle une solution dans [0, 1] ?

f est définie et continue sur [—1, 1], en particulier elle est continue sur [0, 1],

de plus on a
f(0) = arcsin(0) 4 arcsin(0) —

f(1) = arcsin(1) + arcsin(%) —
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i.e. £(0).f(1) < 0, donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (T.V.I) il

existe au moins un réel ¢ € [0, 1] tel que f(c) = 0.
Exercice-5 (4 points)

Calculer les dérivées (et les simplifier si c’est possible) des fonctions

x = f(x)=lh(z+Va?-1), z>1,

r +— f(z) =arctan(y/x), x> 0.

ox — f(z) = In(x + va? — 1) est dérivable pour z > 1
(composée de fonctions dérivables : x — In x est dérivable sur R™ et z — x +
vx?2 — 1 est dérivable pour z > 1) et

! o 1 T 22 — 1)
f@) = eV )

1 x 1
(14 — ,
r+Vrz—-1 ( \/x2—1> |

o — f(x) = arctan(y/x) est dérivable pour z > 0 (composée de fonctions

dérivables : x +— arctan(z) est dérivable sur R et = +— /x est dérivable pour

x > 0), sachant que (arctan(y))’ = o2 Vy € R on obtient
Y

f/(fU) = W-(\/@/

N 1+<1\/5>2'<2;5> :2\/5(1%)‘
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14.2 Rattrapage 2012-2013

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2012-2013

Rattrapage

Exercice-1 (7 points)
On considere la suite (U,,) définie par

Uy = 2,
U2+3
Un+1 = 20,

, Vn e N.

1. Montrer que pour tout n. € N, U,, > /3.
2. Montrer que la suite (U, ),, est décroissante.

3. En déduire que (Uy),, est convergente et déterminer sa limite.

Exercice-2 (5 points)
Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = arctan(z) +arcsin(5) — 7. L’équa-

tion f(z) = 0 admet-elle une solution dans [0, 1] ?

Exercice-3 (8 points)
I. Etudier la dérivabilité de la fonction f : R — R définie par

sin(z) si <0
flz)y=4 = si0<z<1

1
— si x> 1.
X
IL. Calculer les dérivées (et les simplifier si c’est possible) des fonctions

2+ Cos(:n)) |

2 — cos(x)

xr — f(x):1n<
x — f(z)= arcsin (””)

2+ 1
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Solution

Exercice-1 (7 points)

On considere la suite (Uy,),, définie par

Up =2,
UZ+3
Upt1 = —= Vn € N.
n+1 2Un ) n e
1. Démonstration par récurrence : Vn € N, U,, > /3. (Pp)

e Vérification:n =0,Uy =2 > \/§, Vraie

e On suppose que (P,) est vraie, alors U, > /3

2 o 2 . - 2
On calcule Uy, 41 — V3 = Uj +3 = 2V/3U _ (Un —V3) S0,

2U,, 2U,
alors Vn € N, Up 41 > V3.
On en déduit que :Vn € N, U,, > V3.

2. Un+1*Un =

U, = —

U243 L UZ+3-20% -U2+3  (V34+U,)(W3-Uy,)

2U,, 20U, 20, 2U,
on étudie le signe de —U?2 + 3 :

Comme U,, > /3, on en déduit que U, 1 — U, < 0, et par suite (U,,) est

décroissante.

3. e Puisque (U,,) est décroissante et minorée par v/3 alors (U,,) est conver-

gente.

o lim U, = lim Upyy = [, alors lim L2 — B8 — | = 92 —
n—00 n—00 n—o00 n
P4+3=1>=3=1=+3oul = —/3(réfusé car U, > /3), alors
1 =+/3.

Exercice-2 (5 points)
Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = arctan(x) + arcsin(g) — 7.

f est continue sur [0, 1] c’est la somme de deux fonctions continues et f(0) =

arctan(0) + arcsin(0) — Z = —% < 0, f(1) = arctan(1l) + arcsin(3) — 7 =
T+ % — % =% >0, alors puisque f(0)f(1) < 0 alors d’apres le théoreme des

valeurs intermédiaires, il existe au moins zo € [0, 1] tel que f(zg) = 0.

)
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Exercice-3 (8 points)
I. Soit la fonction f : R — R définie par

sin(z) si <0
f(z) = T si0<zx<l1
— si x> 1.
x
Etude de la dérivabilité : il est clair que f est continue sur R, f est dérivable sur

R\{0, 1}
e Etude de la dérivabilité en 0: 1im L= FO) _ o sin@)

20— x Cam0- T
lim M: lim E:l.
r—0+ X rz—0t T

Alors f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
— f(1 —1
e Etude de la dérivabilité en 1: lim 0 =S _ @21

lzﬁlf rz—1 z—1-x — 1 N

_ 1_1 _ _
fm L@ Sy s, el T
a1+ x a1t x—1 asitx(z—1)  as1t

—f(1 — f(1
Puisque lim M # lim M, alors f n’est pas déri-
z—1- x x—1+ x

vable en 1.

II. Calcul des dériv%ei () ssin(z) 2 (@) Asin(z)
cos(x ;o\ —dsin(z —cos(z)  —4sin(z
¢ flz)=1n 2 — cos(m))’f (z) = (2 —cos(x))22 +cos(z) 4 — cos(z)?

x
e f(x) = arcsin [ ——— | une fonction composée de genre : (h o g) ol
(z) N p g (hoyg)

x
(hog)' = h'(g)g', on pose h(x) = arcsin(x), g(r) = ————, et par suite
Va2 +1
1 1
W(z)= —=cetg(z) = alors
1— 2 22+ 1(22 + 1)
1 1
") =vaZ +1 = , et par suite
I Va2
1

S
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14.3 Examen Final 2013-2014

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2013-2014

Examen Final

Exercice-1 (10 points)
Soient (uy, )y et (v, )y deux suites définies par ug = 2, vg = 1 pour tout n > 0

Un + Uy Un+1 + Up
Un+1 = 9 s Un4+1 = f

1. Montrer que les suites (uy, ), et (v, ), sont strictement positives et majorées

par 2.

2. Etablir une relation simple entre %, 4+1 — Up+1 €t U, — Uy, €t en déduire 1’ex-

pression de u,, — v, en fonction de n.

3. Montrer que les suites (uy,), et (v, ), ont une limite commune qu’on notera
l.

4. Etudier la suite (u,, + 2v,),, et en déduire la valeur de .

Exercice-2 (06 points)

Soit f : R — R une fonction continue en zéro et qui vérifie
Ve eR, f(x)=f(2z)
1. Montrer que pour tout x € R, toutn € N

flx) = f(

x

)

. x .
2. Soit x € R*, posons pour tout n € N, u,, = —. Calculer lim f(uy).
n n—00
3. En déduire que f est une fonction constante et déterminer cette constante.

Exercice-3 (03 points)

Calculer les limites suivantes :

. (x+1)”
J?EI-EOO gr+l

lim (1,

n—+oo ‘N — 3

N.B : Un point est consacré a la qualité de la rédaction.
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Solution

Exercice-1 (10 points)

Soient (uy,), et (vy,), deux suites définies par ug = 2, vg = 1 pour tout n > 0;

Up, + Up, Un+1 + Up
Un+1 = 5 Unt1 = 9
0<u, <2 Vn € N,
1. Démonstration par récurrence : (P,) et

O<v, <2 Vn € N.
e Vérification:n =0,0<ug=2<2,0<vg=1<2.

e On suppose que (F,) est vraie, alors 0 < u, < 2et0 < v, < 2 alors
0<tp+v,<4=0<f <22 0< Uy <20

D’autre part, 0 < v, < 2et0 < upy1 < 2alors 0 < upq1 v, <4 =
Up41 + Up

0< 5

4
S§:>O<Un+1§2-
0<u, <2 Vn € N,
On en déduit que (F,,) et
O<v,<2 VneN.

Un41 + Un Up — Un

2. - Un+1 — Un+1 = Un+1 — 9 = 4
Up — U
DouVn eN, U1 —Vpy1 = — 1 o
. _ Un—1 —Up—1  Un—2 — Up—2
Par suite : Vn > 1, up, — vy, = 1 = 2
- ug — Vo . 1
T T T yn T 9o
Ainsi Vn € Ny u,, — v, = San
3. Onapourn > 0,
Up + Up
Un41 — Up = 9 Un *('Un un)
-1 -1 1 1
= 5 (=) = 5 o = ~gmgr <0

Donc (uy,)n est strictement décroissante mais u,, > 0 donc minorée, elle est

donc convergente. Posons [ = lim wu,
n—oo

1 ) .
OnaVvn € N,u, — v, = Son- Alors nh_}rgovn = nli}rgo (un — 2%) =
Ainsi | = lim wu, = lim v,.
n—oo n—o0
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4. — la nature de suite (u, + 2v,)p
Onan > 0,upt1 + 20n41 = Upg1 + (Upt1 + V) = 2Upy1 + v, =
(Un, + vn) + Uy = Uy + 20
D’ou
Vn € N, tupy1 + 20n41 = Up + 20,.

La suite (uy, + 2vy,), est donc constante.
— Ona
vn € N, uy, + 2v, = ug + 2v9 = 4.
4
lim u, = lim v, =1, dou lim u, +2v,=3l=4=1=—.
n—00 3

n—oo n—oo

Exercice-2 (06 points)
Soit f : R — R une fonction continue en zéro et qui vérifie
Ve e R, f(x)= f(2x)

1. Nous allons démontrer par récurrence que

f@=1(5)

On sait, par hypothese que

f(x) = f (22)

pour tout x dans R, donc cette égalité reste vraie si I’on remplace x par 5 on

16)-163

F(3)=f@

ainsi notre propriété est démontrée pour n = 1.

obtient alors

ce qui donne que

On pose I’hypothese de récurrence

et il faut montrer que

en effet, comme
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X .
on remplace x par on et on obtient

1(57) =1 ()
Hgm) =71 (%)

or par I’hypothese de récurrence

soit

donc

fgm) = f@)
en conclusion Vo € RetVn € N
F@=1(5)-

Pour z € R* (fix€) et pour n € N on pose u,, = 55, d’un coté

lim uw, =0
n—-+oo

d’un autre c6té, par la continuité de f on a
lim f(u,) = lim u
Jim 7 () = £ tim v,

donc

lim f (u,) = f(0).

n—-+o00

. Récapitulons ce que I’on a déja montré :

Vre RetVne N

et

lim f (i) — £(0).

n—s-+o00 n

En combinant ces deux résultats

lim f(z)= lim f (%) = f(0)

n——+oo n——+oo

or
doncVx € R

f est bien une fonction constante identiquement égale a f(0).
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Exercice-3 (03 points)
Les résultats des limites :

1 n(1 1\n 1\n 1
1. lim (n—l— )n: lim 11(7—0—5): lim ") :e—:e4
n—+oo ‘N — 3 n—s+o00 n”(]_ ﬁ)” n—+o00 ( — %)n e—3
. (DT a1+ 1)T
2 M e T e
1\x 1
= lim ( ””) = lim ¢ _ 0
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14.4 Rattrapage 2013-2014

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2013-2014

Rattrapage

Exercice-1 (07 points)

Soit la suite (u, ), définie par

ug =
Un4-1

1. Montrer que Vn € N,% <Up < %

)

N[ =

u%%—% , Vn € N.

2. Etudier la monotonie de (uy,)s,.

3. En déduire que (uy, ), est une suite convergente, et donner sa limite.

Exercice-2 (08 points)
Soient ug = 1, vy = 2. On définit les suites (u,), et (v, )y, par

Uy, + Up

Un+1 = /UpUp €L Upy1 = 9

1. Montrer que u,, < v, pour toutn € N.

2. Montrer que (vy,),, est une suite décroissante.

3. Montrer que les suites (uy), et (vy,), sont convergentes et qu’elles ont la

méme limite.

Exercice-3 (05 points)

Soit f : R — R une fonction périodique et non constante. Montrer qu’elle

n’admet pas de limite en +o0.
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Solution

Exercice-1 (07 points)

Soit la suite (u, ), définie par

I

unH:u?ﬁ—% , Vn e N,

N[

ug =

1. On démontre par récurrence que Vn € N, % < up < %
1 12 . 1 2 1

Pourn =0, 3 <wug = 5 < 3. (vrai) On suppose que 5 < up, < 5 = 5 <
u?l < %. (et cela est possible car 0 < % < Up < %).
1 2 _ 4 1,2 2,2 _ 42 1 2
§<un<§:>§+§<un+§<§+§:>§<un+1<§.
On en déduit Vn € N, § < u, < 2.

2. La monotonie de (uy,),, -
Upgl — Up = u% + % — Uy = ui — Up + %, considérons 1’équation
> —x+2=0A=(3)>% a1 =3, x2 =3, or dapres la question
précédente : on a que Vn € N, % < Up < %, donc up41 — u, < 0.
(up)n est (strictement) décroissante (il est possible de le démontrer par ré-

currence).

P - 1
3. Comme (u,),, est une suite décroissante et minorée(par 3), alors (uy,),, est
convergente. Soit hlf uy, = [ alors [ vérifier par le fait que u, 1 = u? —i—%
n—+00

2 1 2
=1+ 9 == 3 ou [ = 3 la limite est unique.

Reprenons depuis le début que Vn € N,% < Up < %, et aussi (), est
décroissante avec ug = %
Donc la limite ne peut pas etre 2, et par suite [ = % (réfusée).

Alors lim w, = L.
n—+o0o " 3

Exercice-2 (08 points)
Soient ug = 1, vp = 2. On définit les suites (uy, )y et (vy,), par

Uy, + U

Un+1 = 4/ UnUn et vpt1 = 9
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1. On démontre par récurrence que : Vn € N, u,, < vy,.
Pourn =0, ug = 1 < vg = 2. On suppose que u,, < vy, : on rappelle que
a,b > 0alors (a — b)? > 0 = (a — b)% + 4ab > 4ab < (a + b)? > 4ab
alors vVab < aT—Fb donc /tn vy, < Un + Un

2
On en déduit que : Vn € N, u, < vy,.
Uy, + Up < Un + Un

= Up+1 < Uptl-

2. Onawvyyy =

= vy, (car u, < vp).

Donc Vn € N, v,11 < vy, alors (vy,),, est décroissante.

3. e Remarquons que Up41 = \/UnVp = \/Uplyp = Uy (car u, < vy).
Donc Vn € N, uy4+1 > uy, alors (uy,), est croissante.
Posons wy,, = vy, — un, w, > 0, et w, est décroissante car wy 11 — wy, =
Untl — Up + Up — Upt1 < 0 puisque VN € N, vp41 < Up, Upyl = Uy
donc (wy, ), converge vers une limite [ € [0, ool.
e De méme (v,), est décroissante et minorée par 0, donc elle converge,
ainsi u, = v, — w, converge aussi.

e Posons /;{ = lim u,,lo = lim v,, on a u = Jun,v, alors I =
1 oo nsy b2 oo n n+1 ntn 1

Vily = l% =lly =11 =I5

Exercice-3 (05 points)

Soit f : R — R une fonction périodique et non constante.
Soit 7" la periode de f alors on a

e VzeR, f(x+T) = f(x).

e dr,y € R/ f(x) # f(y) (f est non constante).

Supposons que f admet une limite en +o00, alors | = lim f(u)
U—00

Posons z,, = x + nT ety, = y + nT, alors zy, y, — oo quand n — oo,

Etpar suite | = lim f(x,),etl = lim f(yy), mais f(x,) = f(z +nT) = f(z)
n—oo n—oo . . N

et f(yn) = f(y +nT) = f(y) (car f est périodique), d’ou I = f(x) = f(y) ce

qui est absurde car f est non constante.
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14.5 Examen Final 2014-2015

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2014-2015

Examen Final

Exercice-1 (07 points)

2n 4+ V4an? +1

n+vn?+1
2n —vV4an? + 1 ) .
———— Calculer lim wv,, et en dé-

n—vn2+1 n—oo

1. Soit la suite (vy,),, de terme général v,, = , et soit la suite

(wy,)n, de terme général w,, =

duire lim w,.
n—oo

2. Soit la suite (uy,)y de terme général

_2n+1 2n+1 2n +1 2n+1
C3n241  3n242 3n24+3 77 3n24n’

Un

Montrer que (uy, ), est convergente et calculer sa limite.

Exercice-2 (06 points)

Donner I’expression de la dérivée nieme de la fonction suivante :

ar +b
cr+d

g(w) =

Ol a, b, c et d sont des nombres réels non nuls.

Exercice-3 (07 points)

Soit f une fonction deux fois dérivable sur I’intervalle [a, b], telle que f(a) =

f(b) = 0 et pour tout z €]a, b[ on a f”(x) < 0. Montrer que

Vr € [a,b], f(x) >0
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Solution

Exercice-1 (07 points)

L Y . 2n 4+ V4n? +
[ ] g
nooo " T oo mt 2 gl ,/7712

2n +ny /4 + 5 2+44/4+ %
= lim = lim ——— = 2.
n—o00 n+n /1+ n—>c>ol+ /1+

e Pour trouver la limite de lim w,,, il faut avoir une relation entre w,, et v,,.
n—oo

2n —ViAn2+1  (2n—V4n2 + 1)(2n+ Van? + 1)(n + vn? + 1)
n—-vn2+1  (n—=vnZ+1)(n+Vn?+1)2n+VAnZ +1)
_ (4n? — (An?+1)(n+Vn2+1)
(2= (n2+1)2n+ VA2 + 1)

—(n+vn2+1)  (n+vn2+1) 1

—2n+ VA2 +1)  2n+VAn2+1)  vn

1 1
Ainsi, w, = — = lim w, = lim — = %, alors
Un, n—00 n—00 Up,

lim w, = —.
n—o00 2

2. 1l suffit de remarquer que

2n+1 < 2n+1 2n+1

3n24+n — 3n2+1 =  3n241

2n+1 2n+1 2n+1

3n2+n < 3n2+42 < 3n2+41

2n+1 2n+1 2n+1 . .
37:?_1” < 3,?213 < 35 | En faisant la somme, on obtient

: < 1<
2n+1 2n+1 2n+1
3n2+4n < 3n2+n < 3n2+1

2n +1 < < 2n+1
N < wy, < N
3n2+n - "7 3n2+1
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En passant a la limite

2 1 2 1
lim nLS lim w, < lim n nt

n—oo 3n2+4n n—00 n—oo 3n?2+1

& < 1 < —_
1m w .
3 — n = 3

n—oo

Par le théoréme des trois suites (gendarmes, encadrement), on peut conclure
2

ue lim w, = %.
q n—oo n 3

Exercice-2 (06 points)

L’expression de la dérivée nieme de la fonction

()= 212
I = vd
g est dérivable sur]R\{—%
d) — b d—cb
§() = a(cx +d) —c(ax +b)) _ ad—c — (ad — cb)(cz + b)"2

(cx +b)? (cx +b)?

Siad — ¢b = 0 alors g™ () = 0 pour n > 1.

Si ad — ¢b # 0, on peut continuer le calcul :
g"(x) = (ad — cb)[(=2)c(cx + d) 73] = (ad — cb)[(—1).2(cx +d) > .c]
(9(2)®) = (ad — eb)[(—1)2.2.3(cx + d)~*.¢?]
(9(2))® = (ad — ¢b)[(—1)%.2.3.4.(cx + d)°.¢%]
Ainsi, on peut supposer légitimement que
(9(x)™ = (ad — eb)[(=1)" L0l (cx +d)~ "D "7 Ve N...(P,).

Formule qu’il est nécessaire de démontrer par récurrence :

e Vérification :n =1,
¢ (z) = (ad—cb)(ca+b)~2 = (ad—cb)[(—1) 111 (ca+d) =V 1] Vraie

e Hypothése de récurrence : (F,).
e Résultat

(9(x)) ™Y = (ad—cb)[(=1)" (n+1)!(cz+d) "D ) ¥n e N..... (Poi1)
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En effet
(9(2))" Y = [(g(x))™] = [(ad — ¢b)[(—1)"'n!(cz + d)*(”ﬂ)c”*l]]’

= (ad — cb)[(—l)”_ln!cn_l](—(n + De(ex + d)—(n+2))
= (ad — cb)[(—1)"(n + 1) (cz + d) 2],

Et par suite,

Vn € N* (9(2))™ = (ad — cb)[(=1)"'n!(cx + d)~ D1,

Exercice-3 (07 points)

f une fonction continue sur I'intervalle [a, b] (car elle est dérivable), et f est
dérivable sur |a, b[ et f(a) = f(b) = 0, alors d’apres le théoréme de Rolle, on peut
conclure que

Je €la, b], tel que f'(c) = 0.

D’un autre cdté I’hypotheése Vz €]a, b[, tel que f”(x) < 0, nous indique que f’ est
décroissante, ce qui nous permet de dire que :
Soit z €]a,c],x < c= f'(x) > f'(c) = f'(x)
Soitx € [¢,b[,z > c= f'(z) < f'(c) = f'(x)
Donc f est croissante sur |a, | (car f'(z) > 0).
f est décroissante sur [c, b[ (car f'(x) < 0).

Siz €la,cl,z>a= f(z)> f(a) =0= f(x)
Siz € [c,b,x <b= f(x) > f(b) =0= f(x)
Ainsi

> 0.
<0.

> 0.
> 0.

Va € [a,b], f(x) > 0.
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14.6 Examen Final 2015-2016

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2015-2016

Examen Final

Exercice-1(06 points)

Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

Vi —ya+yr—a hm:c2+2\a:|

2

. (z+5)*2
, lim —————.
— a2 z—0 x z—+00 (.’L’ + 1)904‘1

lim
r—at T

N.B : L utilisation de la Regle de I’Hopital n’est pas autorisée.
Exercice-2 (06 points)

1. Pour quelle(s) valeur(s) du réel « la fonction f définie par

r—

flz) =
Br — i si x <0,
est-elle prolongeable par continuité en 0 ? On précisera alors ce prolonge-

ment que I’on notera par F'.

2. Pour quelle valeur de 3, 1a fonction F' est-elle dérivable en O ?

Exercice-3 (08 points)
Soit a € IR}, on considere la suite (un)n ¢ définie par :

1
Un+1 = E(un + uin),

et on note (vn)n la suite définie par :
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1. Montrer que, pour tout entier n, vp41 = U%.

2. Calculer v, en fonction de vy et montrer que |vg| < 1. En déduire que v,

converge vers 0.
3. Exprimer u,, en fonction de v,, et montrer que lim wu, = \/a.
n—-+o0o

4. Calculer les deux premiers termes de la suite (vn)n, pour ug = leta = 2.
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Solution

Exercice-1 (06 points)

VE-a+Via _

1. lim
z—at 2 — a?
. T
e Sia=0, lim——s=+
z—0 €T
e Siaa#0, lim VT Vot 7% fim [\f—\/a—&- S ]
z—at 2 — o z—at \/1'2—062 \/x—oz\/x+a

_ [ T —a N Ve —a ]
z—at \/.%TO[Z(\/E‘F \/a) \/H\/m

VI —« 1 1

az—at [\/l‘—F(X(\/E—F Va) \/CL‘—{—CX] V2a
2
5 fim & + 2|z _
z—0 x
2
2
o lim T _ Jimay2=29
z—0*t ) x z—0t+
-2
o lim Z Y e lmz-2=-2
z—0~ X z—0"
3 (x+5)""2 ; ($+5)m 1
Castoo (x4 1) T etz 417 (z+1)(z +5)2
5 x
= lim f 1 e 0.
T—>+00 x(l—i——) (l’+ )(ZEJF )
x
Exercice-2 (06 points)
1 . T -« —
.o lim —— = —
r—0Tt 422 +4 411
1 —
li ——=—
i
Pour que f soit prolongeable par continuité en 0, il faut que —Toz = _T donc

a=1.
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On définit la fonction F' ( 1a fonction prolongeable de f)

r—1 . >0
— sl
4 44 .

1
- = 1z <O0.
Bx 1 si x

2. La valeur de 3 pour que F' soit dérivable en 0.

r—1 1
_ 2
o lim F@-FO _ . w_l @tz 1
z—0t  x—0 z—0+ a—ot dx(z?2 +1) 4
1 1
F(z) - F Br—7+7
o lim L@ ZFO) ATy B
r—0~ x—0 r—0~ €T x—0— T

1
Pour que f soit dérivable, en 0 il faut que 8 = T

r—1

F(x) = i% si =0
1
Zx—z si x <0.

Exercice-3 (08 points)

Soit a € IR}, on considere la suite (uy), _ définie par :

1
Up+1 = 5(“% + i),
n

et on note (vn)n cy 12 suite définie par :

Up —V/a
Up +Va

1. Raisonnement par récurrence que : , pour tout entier 1, v, 41 = v2  (P,)

Up =

Vérification : n = 0, v; = v}

Hypothése de récurrence : (P,).
Résultat (P 41).

»
[

pour tout entier n, v, = (vg)>".

— Ve
n+va un+\f

- h%rn Vp = hm (7)0)2n =0, (car |v0\ < 1.

— |ug| < 1, (par définition |v,,| = ] Un

=1).
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1
3. e pour tout entier n, u, = M.
1—v,
1
e lim u, = lim M:\/a (car lim v, = 0)
n—00 n—00 1—wv, n—00
S 1-v2  3-2V2

4. vg = ,U1 = .
CTIHV2 T 34242
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14.7 Rattrapage 2015-2016

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2015-2016

Rattrapage

Exercice-1 (6 points)

Calculer les dérivées (et les simplifier si ¢’est possible) des fonctions suivantes :

L fi(@) =1+ )

2. fo(x) = 2% In(x + V1 + 22)
3. fa(z) = arctan(v/1 — x)
4. fi(x) = cos®(v/1 — )

Exercice-2 (6 points)

Donner I’expression de la dérivée nieme de la fonction suivante :
f(z) = Inf(az + b)7].

Ou a, b et a sont des nombres réels non nuls.

Exercice-3 (08 points)

Etant donné les nombres a et b vérifiant 0 < a < b, on considere les deux

suites :

Up—1 + Vo
U, =VU,-1Vp_1 et V, = % avec Uy=aetVy=0.

Montrer que ces deux suites convergent et admettent une méme limite.
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Solution

Exercice-1 (06 points)

En utilisant la dérivée de la composition entre deux fonctions (hog)'(x) =
W(g(x))g'(x).

1
R R e e o e A LT [CE
2. fo(z) = [#®In(z + V1 + 22)) =2z In(z + V1 + 22) + \/%
;L -1
3. fa(x) = [arctan(y/1 — z)] = 22— Vi
4 fi(@) = ot (VI =) = 2\/ff_lvsin(\/1-;E)COSQ(\/1-;Ey

Exercice-2 (06 points)

L’expression de la dérivée nieme de la fonction suivante :
f(z) = In[(az + b)°).

Ou a, b et v sont des nombres réels non nuls. f est dérivable sur | — g, +o00|

ﬂ@:aih
f!(z) = (a;“f;g
() = mfff’b)g
) = 2o

(nt1) (. _ a"n!(—1)"«
/ (z) (ax + b)ntt 7

Formule qu’il est nécessaire de démontrer par récurrence :
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aa

Vérification : n = 0, f/(z) = Vrai
e Vérification : n f(z) wr g raie
e Hypothése de récurrence : (F,,).

anJrl(n 4 1)!<_1)n+1a

e Résultat f("2)(z) = (ax 1 b3 vn € N..... (Ppy1)-
En effet

(n42) () — [ D) gy — (@D e, Ly anl(=1)"e

S @) = [ ()] [(aﬁb)nﬂ] (n+ )a(aﬁb)nﬁ

a4+ DI(-1)"
(ax + b)"+2

Et par suite,

a"n!(—1)"«

Vn < N f(n+1) (.f) = W

Exercice-3 (08 points)

Etant donné les nombres a et b vérifiant 0 < a < b, on considere les deux

suites :

Up—1+ Voo
Up=vVUr-1Vp—1 et V, = % avec Up=aetVy=0.

Montrer que ces deux suites convergent et admettent une méme limite.

1. Démonstration par réccurence que : pour tout entier n, 0 < U, < V,
(Pn)
e Vérification: n =0,0<Up=a< b=V
e Hypothése de récurrence : (P,,).
e Résultat 0 < Up+1 < Vit (Prt1)-
OnalO< U, <V,alors 0 < % = Vht1et0 < Upyi,
on remarque aussi que : V,, 11 — Upp1 = % —VU,V, = W >
0,vVn € N.
2. La monotonie de U, et V,
e pour tout entier n, U, < V,, alors U,% < VU, alors U,, < /V,U,, =
Up+1, alors Uy, est croissante Vn € N.
e 0 < U, <V,alors 2V, > U, + V,, on peut déduire : V,, > % =
V41, on obtient V,, est décroissante Vn € N.
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3. On a U, est croissante et majorée par b alors elle converge, et V;, est décrois-

sante et minorée par a alors elle converge.

4. Sionpose lim U, =aet lim V, =73
n—o0 n—oo

lim U, = lim U, 1Vp_1et lim V,= lim Yn1ttn1
n—-+oo

li
n—-+4oo n—-+oo n—-+oo
a=+ /afetf= O‘TJ“B = a = (3 donc les deux suites sont adjacentes.
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200 Examens d’Outils Mathématiques

15.1 Examen Final 2011-2012

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2011-2012

Examen Final

Exercice-1 (06 points)

Calculer la dérivée nieme de la fonction suivante :

f(z) =In(x +1).

Exercice-2 (07 points)

Calculer ce qui suit :
z—1
1. = | ———dx.
! /x2+x+3 o

1

Exercice-3 (07 points)

1. Résoudre en fonctions des valeurs du parametre réel a € R, 1’équation dif-
férentielle suivante :
v +ay =0.

2. On suppose que A > 0, trouver toutes les solutions non nulles de I’équation
y" + Xy = 0.

vérifiant y(0) = 0 et y(m) = 0.
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Solution

Exercice-1 (06 points)

La dérivée nieme de la fonction suivante :

f(z) =In(z +1),

ol a, b et a sont des nombres réels non nuls. f est dérivable sur | — 1, 00|

, _ 1
7 )_m+1
" _ -1
il )_(x+1)2
@ (g) = 2
fB() (LE+1)3
—-2.3

nl(—1)"
— Vn € N....(Pp).
(x4 1)ntt (Fn)
Formule qu’il est nécessaire de démontrer par récurrence :

1
e Vérification : n = 0, f/(z) = o Vraie
x

Fo (@) =

e Hypothese de récurrence : (F,).
D (=1)" !
e Résultat f("+2)(z) = i (Z -g g)mr)2 Vn e N..... (Pps1).

En effet nl(—1)"
Frt (@) = [f ) (@) = [W]/

B nl(-1)" (n+DI(-1)"*!
=—(n+1) (z+ D)2 (z+1)n+2

Et par suite,
I(=1)"
(n41) (= D™
VneN f () CES Gk
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Exercice-2 (06 points)
r—1 $2r+1)-3
.= | —————da= | 22—~ 2¢
! /x2+a:+3 . / 2rz13
1 2z + 1 1 3
= | —-dr—~ | ——d
2/x2+w+3$ 2/x2+x+3x

1 3 1
— _In|a2? 3 -2 | —— 4
2nlw+az+| 2/$2+x+3w,

L 1L 1L
2 1r+3™T (Zzfly2 ¢ 1 =1 (22502 1 L,

£ Vi1
on pose t = 2\“}%1,
2 2 2041
————dt = —= arctan + ¢, donc
/\/ll(tQ—i—l) Vil ( V11 )
1 3 20 +1
I = —In|a® + o + 3| — — arctan c, ce R
1= 5| | o VT )

1
2 h= [ gt

1 B 1 +1 1 11
"22—6x+5 (x—5)(x—1) 4x—-5 4dx-1

1 1 1 1
Ih=- dr — - d
2 4/x—5x 4/$_1x

Y P MY TR
—411,17 4111' C.

on a

Alors

Exercice-03(07 points)

1. Soita e R,y +ay=0
L’équation caractéristique r?ita=0=—r?=nq.
e 1° cas :a < 0, deux solutions réelles : 11 = /—a,ro = —y/—a, alors

=c1eV " 4 coe VT,

e 2°M€ cas :a = 0, une solution double 1 =19 =0

y = (c1 + o).



15.1. Examen Final 2011-2012 203

e 3¢ cas :a > 0, deux solutions complexes conjuguées
21 = 1/, 29 = —iy/a, alors
y = c1 cos(v/ax) + ey sin(v/ax).

2. Soit A > 0, y” + Ay = 0, alors il est clair que

y = ¢ cos(VAz) + g sin(VAz).

y(0) =0 ) oa cos(v/A0) 4 ¢ sin(v/A0) =0
c1 cos(VAT) + ez sin(v/Ar) =0

y(m) =0
N Ccl1 = 0
casin(v ) =0

La deuxiéme équation donne ¢, = 0, ou sin(v/Ar) = 0;

e sicg = 0 (comme c¢; = 0) alors y = 0, (refusé, car on cherche des
solutions non nulles).

esisin(vVAr)=0=>VA=kkcZ = \=k%.
Donc pour A = k2, k € Z,y = ¢y sin(kzx).
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15.2 Examen Final 2012-2013

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2012-2013

Examen Final

Exercice-1 (06 points)

En utilisant un développement de Taylor Maclaurin de la fonction f(x) =

T —x x) — (1+ LQ + ﬁ
ﬁ, en déduire que la valeur de la limite lim f@) = ( _2 21)
2 20 Tx6

Exercice-2 (04 points)

144
1. Calculer les racines carrées de z = + Z.
V2
. 9 .97
2. En déduire les valeurs de cos(g) et s1n(§).

Exercice-3 (06 points)

Calculer ce qui suit :
z—1
1. [ = | ——dx.
! /x2+x+3 o
1
2. I :/'da:.
sin(z)
1
3. Igz/ 34 — 22dx.
-1

Exercice-4 (04 points)

1. Résoudre I’équation différentielle i/ + 2y’ +y = e 3%,

2. Trouver la solution qui vérifie ¢’ (0) = y(0) = 0.
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Solution

Exercice-1 (06 points)

e f(z) = cosh(z) = elte” = f(0) =1, f/(x) = sinh(z) = % =

2
7(0) = 0.
o /() = cohlz) = LI = f10) = 1,/ (@) = sinh(x) =
Ll B =0
2 xr —T
o fW(z) = cosh(z) = ¢ —i—2e = @) = 1, f®)(z) = sinh(z) =
—— = 0 =o.
om@ﬁm@i%L§WUJf(me)
T —x 2 4 6 7
f@%:mm@ﬂ23;517—1+§7+§T+£~+?ﬁmm%ﬁ0<9<1
 f@)-(+E4+E) S Zsinh(dzr) 1 1
lim = lim = . =— ==
0 726 2—0 726 7.6! T
Exercice-2 (04 points)
14
1. Les racines carrées de z = \;—;
)
L [it2
€Tr =
i
(a:+iy)2: \/§:> 2+yi=1 = . V2 -1
2oy = % v 22
2@y = %

Donc les racines carrées de z sont
1+ \f V2 -1 . 1+ \f Z V2 -1
22 212

2. Les valeurs de cos < 3 ) et sin (987r> .
1+14

On cherche la forme géométrique de z =
g q V2

{ cos(0) =
sin(f) =

T T
alors § = 1 donc z = €'4

S-S
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9 s s s . P
Et comme (e'5 )2 = (5127 = ¢/ donc €'% est une racine carrée de z

Comme cos(%”) <Oet sin(%r) < 0 alors

ei%f__ 1+\/§_Z ﬂ_l
22 24/2

On en déduit que

cos(g—ﬂ)—— L+v2 sin(g—ﬂ)—— v2—1
8 2v2 8 2/2
Exercice-3 (06 points)
-1 loz+1)-3
1. Ilz/xda::/mdx
224+x+3 224+ x+3
1 2
:/ff“dxl/?’dx
2) 22+2+3 2) 22+z+3

1 3 1
= - In|z? 32 [ ————d
2n|x + x + 3 2/w2+x+3 x,

———dr = . dr = LR . S d
3T (2:v2-|—1)2+%$_ﬁ (2ziy2 4] L,

Vi1
on pose t = 2’”—\/%1,
1 2 2 2z +1
——dxr = dt = arctan(———) + ¢,
/a:2+x+3 /\/11(t2+1) V11 ( V11 )
done 1 3 2 1
T+
I = =In|a?® + = + 3| — — arctan(——) + c.
2. I, = /1d:1:, on pose t = tan(%) alors dz = 29 sin(x) = 2L,
sin(x) 2 241 241

1 2dt dt .
donc, Iy = ] = [ —, et par suite
] t* + t

L=h|t|+c= ln\tan(g)] +c.

1
3. I3 = / 234 — 22dx = 0, car f(z) = 23v/4 — 22 est définie sur [—1, 1]
-1

et elle est impaire.



15.2. Examen Final 2012-2013 207

Exercice-4 (04 points)

1. y// + 2y/ +y= e 3z
On commence par la résolution de 1’équation sans second membre

' +2y +y=0,

on lui associe 1’équation caractéristique P4r+1=0=1r =r9=—1,
alors la solution générale est de la forme y = (¢1 4 cox)e™* avec ¢, c2 € R.
11 suffit de remarquer que y.(x) = %6_3“*’ est une solution particuliere, (on
peut utiliser la méthode de variation de la constante pour la recherche de
solution particuliere).

Alors la solution générale est

1
y(z) = (1 + coz)e™ + 16_3”% c1,c2 € R

2. La solution qui vérifie : y'(0) = y(0) = 0

{cl—l—}l:O N Clz—i

3 . Alors la solution générale qui vérifie les
Cy —C1 = 1 Cy = 5

conditions initiales est :
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15.3 Rattrapage 2012-2013

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2012-2013

Rattrapage

Exercice-1 (06 points)

Résoudre dans C 1’équation suivante :

78 —iz3 —1—i=0.

Exercice-2 (08 points)

Soit m € N* et n € N*, calculer en fonction de m et n I'intégrale définie

suivante :

1
/ z"(1 —z)"dx.
0

Exercice-03 (06 points)
Soit w € R, résoudre I’équation différentielle suivante :

y" + w2y =x.
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Solution

Exercice-1 (06 points)

Pour résoudre I’équation
78 —izZ3 —1—-i=0,
on pose w = Z3, on obtient alors 1’équation :
w? —iw—1—1i=0.
A = (2 +1i)?, ainsi
w1 = 1 + i, wy = —1 sont des solutions de I’équation w? —iw —1 —i = 0,
pour obtenir les solutions de I’équation
Z%—iz?—1-i=0.
11 suffit de chercher les racines cubique de w;, wo.

Ona:wyi=1+i= re’? = \/2e'1 = 30 = \/§ei1,

alors,
lwi|? = V2 et arg(w?) = % + 2km,Vk € Z,
2k
donc |wy| = 28, et arg(w;) = 4 —W,k =0,1,2
12 3
1 ,m 1 3% 1 ;17x
21 = 266Z12722 = 26e' 2 ,23 = 26" 12 .
D’autre part,
. 2k
73 = —1=¢"alors |2]® = 1,arg(z) = g + ?ﬂ,k‘ =0,1,2
2 =€3, 25 =" = 1,26 = i

Alors, I’ensemble des solutions

E = {21, 29, 23, 24, 25, 26 }



210 Examens d’Outils Mathématiques

Exercice-2 (08 points)

Soit m,n € N*;
1
I :/ z™(1 —x)"dx
0

En utilisant I’intégration par parties f(z) = 2™ — f/(x) = ma™ ! donc ¢/(x) =

(1—2)" = g(z) = _(1_7112711“ , alors

1— n+1 1 1
I = [_xm( 13) 1+ m ij_l(l—I)n+1d1} — m/ $m_1(1—$)n+1daj.
0

n+1 9 n+1 )/,

Une deuxiéme intégration par parties f(z) = 2™ 1 — f/'(z) = ma™ 2 donc

—x n+2
g (@) =1 -z = g(a) = -5

On obtient alors,

n+1

On aura alors

I — m(m —1) ) /01 2™ 2(1 — 2)"2dz.

(n+1)(n+2
Apres m intégration par parties, on obtient

1
m(m —1)(m —2)...2.1 / (1— )"y
(m+1)(n+2)....n+m) Jo

_ m(m—1)(m—2)..2.1 (1 — g)ntmtiq
_(n+1)(n+2)...(n+m)[_ ntm+1 Jo

I=

m(m —1)(m —2)...2.1 nlm!

m+Dm+2)(nrmntm+1)  (ntm+ 1)

Exercice-3 (06 points)

Soit w € R, résoudre I’équation différentielle suivante :

y//+w2y:l,

1. Siw = 0, alors I’équation
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caractéristique donne 2 = 0 (racine double) et I’équation 3" + w?y = x
devient y” = x pour trouver y il suffit d’intégrer deux fois v/ = = = 3 =
%x2 +e=y(z) = %133 + cox + ¢1. Ainsi

1
y(z) = 6:173 +coxr +c1, c1,c0 €R.

2. Siw#0,

— On commence par la résolution de 1’équation sans second membre

" 2
Yy +wy=0
On lui associe ’équation caractéristique r? + w? = 0 = r? = —w? =
r? = i?w? = r = ilw|,r2 = —i|w|, oli cette équation posséde deux

racines complexes conjuguées
yo = c1 cos(|w|x) + o sin(w|x).

11 est facile de remarquer que y, = éw est une solution particuliere (sans

utiliser la méthode de la variation de la constante), ainsi

. 1
Y =190+ Y« = y = c1 cos(|w|z) + casin(|w|z) + 2% L2 € R.
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15.4 Examen Final 2013-2014

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1

Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2013-2014

Examen Final

Exercice-1 (06 points)
1. Résoudre I’équation différentielle suivante :
'+ 3y +2y=e"".

2. Trouver la solution qui vérifie :

y(0) =y'(0) = 0.

Exercice-2 (07 points)

Calculer ce qui suit :
3xr—1
L L= | 53— ——d=
¢ +x+5
x
2. 12:/x4+4d$

ag:/mmﬁm.

Exercice-3 (07 points)

Soitn € N, n > 2, résoudre dans C I’équation suivante :

747" 4+1=0.
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Solution

Exercice-1 (06 points)

1.
y// + 3y/ + 2y — ef:r'

— On commence par la résolution de 1’équation sans second membre

y'+3y +2y=0
On lui associée I’équation caractéristique 72 4 3r 4+ 2 = 0, ol cette équa-
tion possede deux racines r; = —2,r2 = —1, et par suite la solution sera
de la forme
y(z) = c1e”% + e o, e € R.

— Recherche d’une solution particuliere de 1’équation avec second membre,
on suppose que ¥« () = c1(z)e2?+co(x)e ™7 alors A partir de la méthode
de la variation de la constante : on obtient le systeme suivant :

ci(z)e™ + cy(z)e™® =0 N d(x) = —e”
—2c,(z)e™2® — ch(z)e ™ =e7® hx)=1
ci(x) = —€”
[ @
co(r) ==

Ainsi

yu(z) = (x — 1)e™ ™.
Et par suite, la solution générale est :

y(x) =cre™ 4 e+ (z—1)e™® ou cp,co € R
2.

y(0) =4'(0) =0

Pour savoir les valeurs de ¢; et co, on utilise les conditions

c1+e=1 cg =1
=
—2c1 —c9+2=0 co =20
Finalement la solution générale :

ylx) =e X 4 (xz —1)e T otc, e €R.
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Exercice-2 (07 points)

Calculer ce qui suit :

3r—1
Lh= [ g
_/de_g/zxﬂdx_f)/ldw
224+ z+5 2) 224+x+5 2) 224+ x+5

3 5
:§1n|x2+13+5|—§=]-

Onaaussiz? + 2 +5=(z+3)? + L.

V19
_ 2z+1
Onposet—\/r,
2 2 2z +1
J:/ dt = arctan(——) + c.
V19(t2 4+ 1) V19 ( \/19)
3 5 2z +1
Alors I; = —In|2?2 + 2 + 5| — —— arctan(——) + ¢
2. I /a: d 1/21: dx, on pose t 2 = dt = 2zd
2 14 9 | Ay a® 0P
dt 1 dt
A I'aide d’intégrati ties: [o=2 | — = - [ ——
aide d’intégration par parties : Io 2/152—1—4 8/(;)2—1—1’

on pose u = & = du = idz.
1 d 1
I, = 4/u211 =1 = Zarctan(u) +c.
Alors

1 2
I, = 1 arctan(%) +ec.

3. I3 = / (In(x))?dz. en utilisant la fomule d’intégration par parties : on pose
f@) = (n(2))? = f'(x) =22 et g'() = 1 — g(z) =
|
I3 = z(In(z))? — /2 n(x)xdx = z(In(z))? — 2/ln(a§)dm. En utilisant
x
une autre fois I’intégration par parties, on trouve :

Is = 2(In(z))? — 2[zIn(z) — /d:c] + c. Alors

I3 = z(In(x))? — 2z1n(z) + 2z + ¢, ceR.
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Exercice-3 (07 points)

747" 4+1=0

Equation Bicarrée, on pose Soit n € N* fixé, pour résoudre 1’équation, on pose

z = Z"™, alors I’équation devient :
224+ 241=0, A=—3, ainsi

-1 V3 -1 -3
2

i sont des solutions de I’équation z2+2z+1 = 0.

as=gtyhasgt
pour obtenir les solutions de I’équation
27"+ 7" +1=0

11 suffit de chercher les racines nieme de 21, 2o, ainsi que

HH=—+—1=¢ 29 =21 = — + 1=€e 3 =¢e
1 5 5 ) 22 1 5 5
n ,ind i n n 2m
o e =z =¢' | alors |z|" = 1etarg(z") = ?—i—ka,Vk € Z alors
2 2kw
|z| =1letarg(z) = —+ —,k=0,1,2,....,n—1
3n n
i 2 ;871 i(3n72)27r
21263’”72’2:63’”,...72’”_1:6 3n
. —27 —271_ 2]€7T
o 7" =29 =¢""3 alors|z|" = 1,arg(z) = S + T,k =0,1,2,....n—
1,
R, P A .27 (3n—4)
2] =€ 2 =€'5n, ..,z =€ o

Alors I’ensemble des solutions est donné par :

/ /
E={z1,29,..c;2n—1, 2] -+, Zn_1}
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15.5 Rattrapage 2013-2014

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2013-2014

Rattrapage

Exercice-1 (07 points)

Soit n € N, n > 2, résoudre dans C 1’équation suivante :

(z—1)" = (2 + 1)

Exercice-2 (06 points)

Calculer ce qui suit :

I—/Qx_3 dzr
Var — 22

Exercice-3 (07 points)
Résoudre I’équation différentielle suivante :

20y’ + 2y + ) +yP =0.
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Solution

Exercice-1 (07 points)

VneN,n>2
(z—1)"
-1 = "< =
-1 = Gt e o
(On observe que z = —1 n’est pas une solution donc on peut diviser par z + 1).
z—1 . N
< ( n 1)” =1 racine nieme de 1.
z
- ]. ik
o ZH — B k=0,1,..,n—1,
z
Sz—1)=(E+1en k=01,.,n—1
Szl-em)=1+en k=0,1,..,n—1
1+62i7lf71'
@Z:j :1,...,7’1,—1,
—e n
(pour k = O,eziimr =letl— e% = 0 donc on enleve le k& = 0). (On observe

aussi que z = 1 n’est pas une solution de (z — 1)" = (z + 1)™).

L’ensembles des solutions est donné par
14 2ikm
e n
S: T oikn k:1,,n—l .
1—e n

Exercice-02 (06 points)

7 20 — 3 d 23:—4+1d

= —_—aAxr = — X
Vazr — 22 Vizxr — x?
2r—4+1 / 1

Y ey A (N
VAax — x? Vax — z2

—2x+4

1
— dm—i—/ dx
Vir — 2 V4 — 4+ 4z — 22

2\~3 dr ;x
_—/(4—2:n)(4:n—3:) d-i-/\/md

1 1
= -2 4x—x2+/dx
RRVIEIC Dt
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-2 d
On pose v = :cT = du = ;.Alors

1
I=-2 4x—x2+/da:
V1—u?

= —2v/4x — 22 4 arcsin(u) + ¢, ceR.

Donc

-2
I= —2\/430—562+a1rcsin(ﬂj 5 ) +c. ceR

Exercice-3 (07 points)

29y ) + 2 (v +y) +y> =0

1

- 1
y = 0 est une solution, pour y # 0, posons u = Y=

1 , g uu? + 20
YTLTY T2 TV T T

On remplace dans I’équation, on obtient

1 o
—(

1 uu?+ 200 —u 1
u - u?

—(

u2

2 I

Multiplions les deux membres de la derniére équation par «*, on obtient :

ud u? u
2 u'
2— 4 v —2— + U +u=0.
U U
Ce qui donne I’équation linéaire sans second membre :
v+ +u=0

1’équation caractéristique : 2 + 7 + 1 = 0 alors A = 32, et par suite 7 =

INRVEY 1 V3

—5 — 72,7“2 = —5 + 72, alors

3 3 .
u=(c cos(Tm)—i-cQ sin(Tx))e_%x, 1, c2 € R (qui ne s’annulant pas en méme temps)

1
Comme y = —, alors
U
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15.6 Examen Final 2014-2015

Niveau : GI/L1/S1

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen
2014-2015

Département de Génie Eléctrique et Eléctronique

Examen Final

Exercice-1 (06 points)

Résoudre les équations différentielles suivantes :
y +9y = 2.

y" +9y = 0.

Exercice-2 (07 points)

Calculer ce qui suit :
-3 1
LI = / g,
¢ +x+5

2. I = /(ac + 1) arctan(z)dz,

11—z
3. I3 = \/ d
3 /1—1‘ 1+:z:ng

Exercice-3 (07 points)

Soit n un entier naturel tel que n > 3
1. Trouver les racines niemes de z = 1.

2. Soit a # 1, une racine nieme de z = 1, calculer

S=1+2a+3a%+..+na™".
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Solution

Exercice-1 (06 points)

1. Pour résoudre I’équation y' + 9y = x (Equation linéaire du premier ordre).

11 suffit de multiplier les deux membres de 1’équation par e”*

Y + 9y =1 & e + 9ye’” = 2% & (ye¥?) = ze’?.

Soit ye9* = [ ze®®dx. Une intégration par parties permet de calculer

1 1
yeg$ _ xegmdl‘ — fegit — egxdl‘ — fegm — 7691 + C,C € R. Alors
9 9 9 81

1
y:§ 8714‘06 9z ceR.

2. Pour résoudre I'ESSM : 4" + 9y = 0, on considere 1’équation caractéris-
tique :
2 +9=0=r =3ietry = —3i

La solution générale de I’ESSM est donnée par :

yo = c1 cos(3x) + o sin(3x), c1,c2 € R

Exercice-2 (07 points)
Calculer ce qui suit :

—3r+1

s +x+5
_/ (2x+1)—|—2 / 2x + 1 +5/ 1 i
- 22+x+5 x2+x+5 2+x+5

:%ln\x2+x+5\+§l

Onaaussix2+:c+5:(a:+%)2+%.

4 1
J = / 2z+1 19d 19 mdw.

2r +1
On pose t = s
P V19
2 2 2x +1
J :/ = arctan +c
V19(t2 + 1) v ( V19 )
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Alors 5 5 5 )
- T +
I = —1Inl|2? + 2+ 5|+ — arctan + c.
. e g

2. Iy = [ (2* + 1) arctan(z)dx

A I’aide d’intégration par parties :

1 i3 4o
I, = /(a:2 + 1) arctan(z)dz = (§x3 + z) arctan(z) — / 31 e dx
Il faut observer que
%333—1-30 122 +32 12342422 1( n 2z )
= — = — = —\T S EE——
1422 31422 3 1422 3 1+ 22

(On peut faire une division Euclidienne). Alors

1 1 1
I = (gx?’ + ) arctan(z) — 6:{:2 ~3 In(z? + 1) +¢, ceR.

1 1-2z
3. I3 =
3 l-zV1+4+x
définie z €] — 1, 1], on pose

1—2 1— 2 —4y
YTV T T T i T T a2

dz. On supposera que 1’expression a intégrer est bien

1 2
En remarquant que 152 = ;y;J donc,
1+y* 4y dy
k_f/ 22 Ve W T 2 Ty e T Reretanly) e
1—2
I3 = —2arct .
3 arctan( 1+m)+c
Exercice-3 (07 points)
Soit n un entier naturel tel que n > 3
1. Lesracines niemes de z = 1, a tel que o™ = 1.
. . n—=1
a =re¥ o =1t =1 = " ok € Zyr =1letyp =
ny = 2kmw

%
P =01, n—1

n
Alors les racines nieme de 1 sont :

2ikm

{ag=en ,k=0,1,....n—1}.
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2. Soit a # 1 une racine nieme de z = 1. Pour calculer
S=1+2a+3a*+..+na"".
Considérons la fonction
fx)=14z+2%+ .. +2™
Donc
fl(x)=1+22+32% + ...+ na" "

D’un autre coté, pour  # 1, on a

1— n+1
flx)=1+z+2’+ .. +2" = ’

1—=2
Utilisons cette formule pour calculer f’

ro —(n+1)2"(1 — ) + (1 — 2"
f (QZ) - (1 - $)2

Soit a # 1, alors S = 1+ 2a + 302 + ... + na™ ! = f/(a) et donc

—(n+1)a"(1 —a)+ (1 —at)

o= (1= a)

Or o™ = 1 (racine niéme de I’unité) a**! = a™.a = «, donc

—(n+1)a"l-a)+(1—-a) n

5= (1—a)? a1

Ainsi
S=14+20+32+.. +na"t=_"

a—1
Remarque : cette formule est valable si o = 1 et o # 1.
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15.7 Examen Final 2015-2016

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2015-2016

Examen Final

Exercice-1 (05 points)
Soit n € N* fixé, résoudre dans C 1’équation suivante :
Z — 73" —1—i=0.
Exercice-2 (05 points)

Calculer ce qui suit :

rz—1
1. [ = | —dx.
! /x2+x+3 o
(arctan(z))?
2. I = | ————dx.
2 / 2 +1 “

3@:/”i4m.

Exercice-3 (05 points)
Trouver une relation entre [ et J, puis calculer I et J

I= /07r x% cos?(z) dz, J = /OTr 2% sin?(z) d.
Exercice-4 (05 points)
Résoudre I’équation différentielle suivante :
wy'In(z) —y = (In(z))?

yle) = 3.
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Solution

Exercice-1 (05 points)

Soit n € N* fixé, pour résoudre I’équation
7% —iz%" —1—i=0.
On pose w = Z3", on obtient alors I’équation :
w? —iw—1—i=0, A= (2+1)? ainsi
wy = 1 4 ¢, w9 = —1 sont des solutions de 1’équation w? —iw—1—47=0.
Pour obtenir les solutions de 1’équation
7% —iz*" —1—i=0.

11 suffit de chercher les racines wy, wo ainsi que w = ret?
T

o 7310 — (/267 alors 2] = V2etarg(z%") = Z—l—ka,Vk € Z, donc

T 2k

|| — 2%m etarg(z) +3—7T,k:0,1,...,3n—1
n

12n

I S 1 9m 1 ;24nm—7
2’0:26716 1277,72,’1 :26ne 12”7"‘7’2371—1 :2677.6 12n
. , . m  2kw

o 73" = —1=¢"alors |2>" = 1,arg(2) = — +=—,k=0,1,...,3n—1,
Y 3n 3n Y Y ) Y

A Sy / _ 6=l
ZO =€ 3”,21 — _1, "'7Z3TL—1 =€ 3n

Alors I’ensemble des solutions est donné par :

/ / /
S = {207 215225 ++0y Z3n—15 203 215 ++vs Z3n—l} .

Exercice-2 (05 points)

z—1 32z +1)-3
.= | 5——do= | 2—"_2d
! /m2+af+3x /x2+:c+3 o
1 27 + 1 1
:/“dx_/?’dx
2] 22+x+3 2) 22+2+3

1 3 1
— Zlnl|a? P S|
g nlz" 4z 43 2/x2+x+3 .
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et/ 1 d / 1 d 4 1 d
—_—ar = —_—ar = — - - ax,
22+ 143 ()2 4+ 4 1) (22H)2 41
on pose t = 2\%%1,

2 2 2 1
/dt = — arctan(i) + ¢, donc

VI11(#2 + 1) V11 V11
1 3 2¢ +1
Iy=-In|z®+z+3|— arctan +
5= 5 | T (,ﬁ)

t 2
2. Ih = / (arc;@ﬂd% on pose t = arctan(z) alors dt =
v+ 1 x

donc, I = /t2dt et par suite

1 1
I, = §t3 +c= g(aurctan(atﬁ))3 +ec.
va—1
3.[3:/ v dr,onpose y = Vo —1letz = y?> + 1 donc dy =
x
dix donc
2V -1 7

22 —2+4+2 2
13:/y2+dx:2y—/2da:
y=+1 y-+1

= 2y — 2[arctan(y)] = 2vx — 1 — 2arctan(vVz — 1) + c.
Exercice-3 (05 points)

I—/ 2% cos? () dz, J—/ 2% sin? () dz.
0 0

Commencons par calculer

I+J= / 2% (cos? (z) + sin?(z)) dx :/ 2 dr = é[;c?’]g = —7°.
0 0

I—-J= / 2% (cos? () — sin®(z)) do = / 2% cos(2z) dz,
0 0

on peut poser ¢t = 2x, on trouve que

1 21
I-J= / t% cos(t) dx
8 Jo
par deux fois intégration par parties, on trouve :

21 21
% /0 2 cos(t) = - [[£2 sin(t)]27 2 /0 tsin() di]

0| =
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1 1
-3 [t* sin(t) — 2(—t cos(t) + sin(t))]57] = 5T
Alors, on peut déduire que
T 1 213 + 3
T B
4 + 67T 12
-7 1 3 27%—3r
R S TR

Exercice-4(05 points)

Résoudre I’équation différentielle suivante :

zy'In(z) —y = (In(z))?

y(e) = 3.
On commence par la résolution de I’équation sans second membre

/

1
zy' In(x) — y = 0 alors LA
Yy

zln(z)’

et par suite

apres intégration

[5 =] s == e

on pose ¢ = In(x) donc dt = % alors

dx dt
alil = [ i = [ § =l +e =i+

On obtient finalement que y(z) = K In(z) pour tout & € R est une solution
générale de 1’équation sans second membre

Recherche d’une solution particuliere de I’équation avec second membre, on peut
remarquer que y,(z) = (In(x))? est une solution particuliére.

N.B : On peut utiliser la méthode de variation de la constante pour la recherche
d’une solution particuliere.

Alors la solution générale est

y(z) = K In(z) + (In(z))?
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Pour connaitre la valeur de K, on utilise la condition initiale y(e) = 3, on aura
yle)=K+1=3=K =2.
La solution générale est

y(z) = 2In(z) + (In()).
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15.8 Rattrapage 2015-2016

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : GI/L1/S1
Département de Génie Eléctrique et Eléctronique 2015-2016

Rattrapage

Exercice-1 (06 points)

Calculer les primitives suivantes :
z—3
1. [ = | -———F——=dux.
! / 2%+ 20+ 5 "
4
x
2. 12:/m3_1d:(}.

d
3. I :/“73.
(1-a)}

Exercice-2 (08 points)
s 2 s .92
I:/Qm@dx, J:/Zsmwdx
o cos(x)+ sin(z) o cos(z) + sin(x)
1. Sans calculer I et J, montrer que I = J.

2. Trouver une relation entre [ et J, puis calculer [ et J.

Exercice-3 (06 points)
Soit A € R, résoudre I’équation différentielle suivante :

y// o 4)\?]/ + 4)\2y — eSAx



15.8. Rattrapage 2015-2016 229

Solution

Exercice-1 (6 points)
-3 1 4 +_2 _ 14
1. ]1:/xdx:/4(x)4dx
222 +2x +5 202 + 22 +5

1/ 4o + 2 d 7/ 1 d
= | ————dr— = | ————dx
4 ) 222 +2x+5 2 222 +2x+5

1 7 1
— CIn|222 42 A
g [P+ 22 4] 2/2x2+2x—|—5 =+

t/ 1 J 1/ 1 4 2/ 1 J
€ —————a4r = = | 55 o ax = = | 555 —ax,on
2x2+2x+5 2 (2x2+1)2+% 9 (233;-1)2_'_1

2 1 1 1 2 1
pose t = x;— ,/3(t2+1)dt:3arctan( x;— ) + ¢, donc

xr+1
+c

1 7 2
I1:11n|x2+x+3|—6arctan( 3 )

4 4
T r—-—r+x

1 z
:2x2+/$31dx:$+lé,

etdeplus z3—1 = (z—1)(2?+2+1) alors I}, = / (z — 1)( §+ +1) dx
z—1)(22+

Par la décomposition en élements simples, on obtient que :

1 1 o N Bx + on aura due
= == ) uI' u
-1 (z—1)(224+2+1) -1 224z+1 d
a=y=-0= %, et par suite,
1 dx z—1
I’:[/ —/ d}
273 z—1 x2+:c+1x
1 1 9 3

1 1 1
:gln]x—ll—gln(x2+x+1)—glg,

avec
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3 4
B=[5—"—di=| 5rs—d
? /x2+a:+1 ! /(2x+1)2+1 ©

V3

on 056:15—1‘74_1 alors

p J3

2v/3 2 1
Ié’:/t2{1dt:2\/§arctan( x\/—g ) +c.
Donc
1 1 1 1 2z +1

Iy=-2 4+ -In|z — 1| — = In(a? 1) — — arct

2= 5% +3 nl|r—1]| G n(z®+z+1) \/garcan( 7 )+c

d
3. Is = / (xg on pose x = sin(t), dz = cos(t)dt

1—22)2

— M T = L: an ¢ = tan(arcsin(x))+c
13_/(1—Sin2(t))g ¢ /Cos(gr:)2 tan(t)+c = tan( (z))+

sin(arcsin(x)) x
= +c=—+c
/1 — sin®(arcsin(z)) V1—a?

Exercice-2(08 points)

Trouver une relation entre I et J, puis calculer I et J

Y R _ [P s
I_/O cos(x) + sin(z) dz, J_/O cos(x) + sin(z) dr.

1. Commencons par calculer I — J

jay /’5 cos?(x) — sin?(x) dr — /’2“ (cos(x) — sin(x))(cos(x) + sin(x)) I
0 0

cos(x) + sin(z) cos(z) + sin(x)

[ME]

= / (cos(z) — sin(x)) dz = 0.
0

2. La deuxiéme relation

I—i—J—/g cos?(z) + sin®(z) d:c—/g 1 d
0 0

cos(x) + sin(z) cos(x) + sin(z)

On utilise le changement de variable universel ¢ = tan(§), avec sin(z) =

2 () 1—¢2 i
—,COS(r) = ——— € =
t24+1’ 2 +1 1+ t2

on aura que

1 2 1 2
I+J= dt:/ — = At
/0 —t2 42t 41 o (t—to)(t—t1)
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1 1
e 8
/o <t—to>dt+/o ™

avect0:1+\/§,t1:1—ﬂ,az%,ﬁz%,donc

I+J = L[ln|t—1—\/§|—ln\t—1+\f2\]é = L[1n|1+\/§|—1ny\/§—1|]
2 V2
=V2In|1+V2|.
Alors on obtient que
I= \}i In |1+ V2|
J= \}5 In |1+ V2|

Exercice-3 (6 points)

Soit A € R, résoudre 1’équation différentielle suivante :

y// o 4)\y/ + 4)\2y — 63)\9:

y(0) =y'(0) = 1.

1. Si A = 0, alors I’équation réduit a

Et par suite y(z) = %x2 + az + b, en utilisant les conditions initiales, on
aura

1
y(x) = §x2+:n—|—l.

2. SiA#0,
y// _4/\y/+4)\2y — 63)\:0

— On commence par la résolution de 1’équation sans second membre
Y — ANy + 422y =0

On lui associe 1’équation caractéristique r2 — 4\r + 4\? = 0, ol cette
€quation posseéde une racines double 7 = 2. Donc la solution sera de la
forme
— 22Xz
y(x) = (ax + e,
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— Recherche d’une solution particuliere de I’equation avec second membre,

on peut remarquer que ¥y, (z) = ce3*®

est une solution particuliere, ou c est
une constante a fixée, on remplace la solution particuliere dans I’équation
on aura .

(A2 — 1202 4+ 4\?) e = 37,

1
PVl

N.B : On peut utiliser la méthode de variation de la constante pour la

1 3\z

Et par suite ¢ = 3, donc la solution particuliere y.(7) = 17>

recherche de solution particuliere.

Alors la solution générale est

1
y(@) = (az + B)e + et
Pour savoir les valeurs de « et 3, on utilise les conditions initiales y(0) =

y'(0) = 1, on aura

1 1
Z/(O):ﬁ+ﬁ:1:>5:1—ﬁ~

3 A—2)2 -1

YO =a+228+ =1=a=""T"

La solution générale est :

(=222 4+ A=D1z N —1 5, 1 4
y(z) = ( 3 + 2 )e +ﬁe )
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