0p]
Q
=
9
c
=
o
|_
=
Q
)
Q
@)
c
9
@)
n
Q
@)
c
Q
>
-

L1 MATH MIASHS PC SI BIO

UNIVERSITE

% DE TOULON

M11

Mathématiques

Recueil d’exercices corrigés et aide-mémoire.

Gloria Faccanoni

(i) http://faccanoni.univ-tln.fr/enseignements.html

Année 2014 - 2015
Derniére mise-a-jour : Vendredi 25 juillet 2014

Table des matieres

Notations

1 Formulaires de géométrie

2 Méthodologie disciplinaire

3 Fonctions d'une variable réelle

4 Fléments de logique et notions fondamentales de la théorie des ensembles
5 Relations, fonctions, applications

6 Suites numériques et limites

7 Limites et continuité

8 Dérivabilité

9 Plan d’étude d’'une fonction numérique

10 Nombres complexes & Fonctions polynomiales

11 Primitives et EDO

47

91

111

135

161

179

215

235

259



Attention, ce polycopié est encore en cours de développement, ne vous étonnez pas si vous découvrez des erreurs.
Merci de me les communiquer.

L7

new cancept

&

T confusion
accomplishment

academic life

confusion

comprehension

epiphany frustration
hopelessness
Gloria FACCANONI
IMATH Batiment U-318 = 0033 (0)494 142381
Université du Sud Toulon-Var
Avenue de 'université = gloria.faccanoni@univ-tln.fr

83957 LA GARDE - FRANCE i http://faccanoni.univ-tln.fr



Ensembles usuels en mathématiques

On désigne généralement les ensemble les plus usuels par une lettre a double barre :

N I’ensemble des entiers naturels

N* I'ensemble des entiers strictement positifs

Z l'ensemble des entiers relatifs (positifs, négatifs ou nuls)

Z* l'ensemble des entiers non nuls

@ l'ensemble des nombres rationnels (5 telque peZetqge Z*)

R I'ensemble des réels
R* l'ensemble des réels autres que 0

C l'ensemble des nombres complexes

Intervalles
Inégalité(s) Ensemble
asx<b [a, b
a<x<b la, bl
asx<b la, bl
a<xsb la, bl
xXza [a, +oo]
x>a la, +oo[
x<b ] —o0, bl
x<b ] — o0, bl
|x|<aaveca=0 [—a,al
x| <aaveca=0 1—a,al
|x|=aaveca=0 ] —o0,—al U la,+oo[
|x| >aaveca=0 ] — oo, —aluUla, +oo[
VxeR ] =00, +00]
x#a ]-o00,alula, +oco[=R\ {a}

Symboles utilisés dans le document

B définition

4 théoréme, corollaire, proposition
propriété(s)

Ve astuce

B attention

Représentations graphique

Notations

a b
g b S
T 1
a b
a b 1 r
1 L
a b
a b L r
T L
a b
a b 1 1
B 1
a
¢ r
T
a
a 1
1
b
b 1
1
b
b r
L
—a a
& ¢ L 1
T 1
—a a
a a 1 r
1 L
—a a
" ¢ 1 L
1 T
—-a a
a a r 1
L E)
a a




Notations Vendredi 25 juillet 2014

remarque
méthode, algorithme, cas particulier
exercice de base

exercice

exemple

curiosité

strictement supérieur

strictement inférieur

VALY @ e S e

supérieur ou égal

IA

inférieur ou égal
différent

AN

équivaut (équivalence logique)

—~

} ensemble

A\B ensemble A privé de 'ensemble B, i.e. Ca (B) le complémentaire de B dans A
ensemble vide

tel que

appartient

n’appartient pas

pour tout (quantificateur universel)
il existe (quantificateur universel)

il n’existe pas

il existe un et un seul

est sous-ensemble (est contenu)
union d’ensembles

intersection d’ensembles

ou

et

non

si...alors; implique

HUJ><DCﬂl-y_mLu<mm—@

si et seulement si
ssi si et seulement si
In logarithme de base e
log, logarithme de base a
00 infini
S symbole d’intégrale
" oai somme par rapport a I'indice i, équivauta ap + aj +--- + a,
i_o @i produit par rapport a I'indice i, équivauta ap x a; x -+- x a,
n! n factoriel, équivautal x2x---xn
gof  composéde f par g (on dit «g rond f» ou encore «f puis g»)
1, % symboles de dérivée
@ utilisation de la régle de 'Hopital

(P.P) s . .
= Integration par parties

4 © G. FACCANONI
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Formulaires de géomeétrie

1.1 Formulaire de géométrie plane

Périmétre p=4¢
Aire A=/¢?

Périmétre p=2(b+h)
Aire A=Dbh

Sy

Périmétre p =2nr

Aire A=mr?

h& Périmétre p=b+h+i
Aire A= %

a h < Périmétre p=a+b+c
Aire A=2=1/p(p-2a)(p-2b)(p-20)

ISIE]

Périmétre p=a+B+c+b
H _ (B+b)h
Aire A=
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Triangle rectangle en C : ACB = /2

C
=d®+ b
Théoréme de Pitagore V2 =h*+n?,
@

) h a* = h* + m?

. L . v*=cn
n H m Premier théoréme d’Euclide )
a‘=cm
A c=n+m B

Deuxiéme théoréme d’Euclide h?=nm

Surface latérale S =462
Surface totale Si; = 6¢2

Volume V =¢3

Surface latérale S, =2c(a+b)
Surface totale S, =2(ab+ ac+ bc)

Volume V =abc

Surface latérale S, =2¢a

Surface totale Sio =2¢a+ ¢?

2
Volume V = g—h

Surface latérale S, =2nrh
Surface totale S, =2nrh+2nr?

Volume V =7xr?h

Surface totale S = 4nr?

Volume V = 3773

6 © G. FACCANONI
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EESESEY S O R R RS Exercices 222333232V VVDIVDINDVD
®Exercice 1.1
| La scene d’une salle de concert a la forme d’'un demi-cercle. Sa longueur est de 16 m. Quelle est sa surface, en m??

CORRECTION. Lalongueur de la scéne correspond au diameétre du disque, donc r = 8m. L'aire du demi-disque sera égale
ala moitié de I'aire du disque : 77%/2 = 327 i.e. environ 100.48m?.

‘'Exercice 1.2
* La piste de course d’'un stade entoure le terrain qui a la forme d'un rectangle dont les deux cotés sont dotés de demi-

% cercles. Sila longueur du rectangle est de 100 m et sa largeur est de 30m, quelle est la longueur de la piste ?

CORRECTION.
e ™\ .
( 30m \ donc la longueur de la piste est de
\ / 2x100m+7 x30m=294.2m
A 4
’ 100m |
®Exercice 1.3

1. Dans un triangle ABC, rectangle en A, soit AB = 8 et AC = 6. Quel est son périmetre ? Et son aire ?
2. Laire d'un carré égale a. Quelle est la longueur de sa diagonale ?

3. Une pyramide a base carrée a une hauteur de 9cm. Si le volume de la pyramide égale 768 cm3, quelle est la lon-
gueur du co6té de sa base ?

CORRECTION.

1. Périmetre:8+6+ V82 +62=8+6+10=24.Aire:8x6=48

2. Notons d la diagonale recherchée. L'aire d'un carré égale le carré de son coté. Sil’aire du carré égale a, son coté égale
v/a. La diagonale du carré forme, avec deux de ses cotés, un triangle rectangle dont elle est 'hypoténuse. on peut
ainsi calculer sa longueur. Selon le théoreme de Pythagore, on obtient (\/5)2 + (\/E)2 =d? donc d =V 2a.

3. Levolume d'une pyramide est calculé selon la formule V = Ah/3 ot A est]’aire de sa base et / sa hauteur. On a alors
768 = 9A/3 d’ol1 A =256cm?. Comme la base de cette pyramide est un carré, son coté égale la racine carrée de son

aire : V256cm? = 16cm.

®Exercice 1.4 c
Considérons un rectangle ABCD et les trois cercles ayant
pour centre A et pour rayons AB, AC et AD. Colorions
ensuite la couronne de frontieres les deux cercles de
rayon AB et AC et le disque de rayon AD. Laquelle des
deux zones coloriées posseéde l'aire la plus grande ?

CORRECTION. On a EZ = EZ + AD? donc l'aire de la couronne vaut 71((@2 + EZ) - Ez) = EEZ. Laire du disque

—2 . 4
vaut 7AD . On en conclut donc que les deux aires sont égales.

&Exercice 1.5
On veut faire un paquet cadeau (voir dessin). On donne L = 25cm, / = 15¢cm, h = 12cm. Calculer la longueur de la ficelle
nécessaire sans les nceuds.

h=12cm

v

\Z

ES

L=25cm

CORRECTION. 2L+2l+4h=128cm

© G. FACCANONI 7
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\

‘9°Exercice 1.6

—

maginons que l’on entoure la Terre au niveau de I'équateur,
vec une ficelle, puis que I'on allonge cette longueur de fi-
elle d'un metre. Quel sera I'espace libre ainsi créé entre la
erre et la ficelle ? Méme question pour une balle de tennis.

o &

R R D P R D P o o
el

CORRECTION. La longueur de la ficelle au début vaut P = 2z R (R étant le rayon de la Terre). La longueur de la ficelle
allongée est P+ 1 = 2nr (r étant le rayon du cercle formé par cette ficelle). Soustrayons les deux équations membre a
membre : 1 =27 (r — R). Lespace entre Terre et ficelle vaut r — R = 1/(2m), c’est a dire 16 cm environ. Et ceci serait vrai en

remplacant la Terre par le soleil ou par un ballon. Etonnant, non ?

®Exercice 1.7
Entre deux murs (verticaux) paralleles, on place deux
échelles en les croisant. La premiere fait 3m de long, la
seconde 2m. On constate qu’elles se croisent a une hau-
teur de 1 m. Ecrire I'équation & résoudre pour le calcul ap-
proché de la distance entre les deux murs.

CORRECTION.

En utilisant la similarité des triangles rectangles qui ont
hypoténuses respectivement 3 et 2 on a les deux équations :

3?-d>_3__3
1 T b V1242’
2-d2 _ 2 _ 2
1 @ 1241-0?’
On a alors
vo_ g2 — 3 __da
9-d° = _e=w
\% 4_d2 = ;, C: d .
V12+(1-0)2 4-d?
Il faut résoudre I'équati ! + ! 1
aut résoudre I'équation =1.
Va—d? V9-d?

T 1
IT :
rI\, T
o\
1T /.
M1 7L
1T \ LA
1] o/8 \a 15
I/ = \D
[ s o -
d

© G. FACCANONI



Weapons of Math Destruction™

B Bk

e eapOnSOmaldestuCon com G Gak Norion

Méthodologie disciplinaire

2.1 Pourcentages

@ Définition Pourcentage
| Un pourcentage est une fraction dont le dénominateur est 100.

< Exemple
* 1% =1/100=0.01
* 20% de 3kg correspond a 0.2 x 3kg = 0.6kg

@Définition Pente

Sur les panneaux de signalisation routiere ou sur les pistes de skis, 'inclinaison des pentes est généralement exprimée
sous la forme d'un pourcentage plut6t que celle d'un angle. On aurait tort de croire que cette valeur correspond direc-
tement a une valeur d’angle. En réalité, la pente est définie comme une distance verticale (un dénivelé) divisée par la
distance horizontale correspondante :

Distance parcourue verticalement

Pente (en %) = — -
Distance parcourue horizontalement

Dans le cas d'une pente a 100%, chaque meétre parcouru horizontalement correspond a une montée d'un metre verti-
calement. Langle entre la route et '’horizontale est alors de 45°, et non davantage comme on le croit parfois.

S //«\%6\(’

/-

On verra plus tard, lorsqu’on aura abordé les fonctions trigonométriques, que le passage entre un angle a et la pente
correspondante p se fait grace a la fonction tangente : tan(a) = p. Ainsi, si a < 45° alors p < 100% tandis que si @ > 45°
alors p > 100%. Réciproquement, on peut obtenir la pente a partir de I'angle correspondant grace a la fonction inverse,
I'arc-tangente : arctan(p) = a. Il est clair alors que limg_.gg° p = +00.

@Définition Taux
Le taux d’augmentation (ou de diminution) est le rapport de la partie augmentée (ou diminuée) a la valeur initiale. Il
est exprimé en pourcentage.

< Exemple

| Lorsqu’on augmente une quantité a de 20% on obtient la quantité a+0.2x a=(1+0.2)a=1.2a.
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/9 Exemple
1. Dansun zoo, il ya2 000 animaux. Parmi eux, 1 200 sont des mammiferes. Quel est le pourcentage de mammiferes dans le zoo ?
Réponse : 1200 x 100% = 0.6 x 100% = 60%.

2. Dans le méme zoo, parmi les 2 000 animaux les reptiles constituent 5%. Combien y a-t-il de reptiles ?

Réponse : 2000 x 5% = 2000 x % =100. On peut également imaginer ce probleme en tant que proportionnalité : si 2000
animaux correspondent a 100%, combien d’animaux correspondent a 5% ? Ainsi on crée une proportion : % = % d’ou

x =100.
3. Toujours dans le méme zoo, parmi les 2 000 animaux, 25% sont des oiseaux. 3% des oiseaux sont des aigles. Combien y a-t-il
d’aigles dans le zoo ?
Réponse : 2000 x 25% x 3% = 2000 x &% x 135 = 15.
4. Une année s’est écoulée dans le zoo, et le nombre d’animaux est devenu 2 030. Quel est le taux de croissance du nombre
d’animaux?
Réponse : 2030-2000 x 100% = 530~ x 100% = 1.5%.
5. Le nombre de reptiles dans le zoo, comme on l'a vu, est de 100. Aprés un an, leur nombre a augmenté de 15%, mais 'année
suivante il a diminué de 11%. Quel est le nombre de reptiles a la fin de la deuxieme année ?
Réponse : Le réflexe presque naturel serait d’ajouter 15%, en déduire 11% et ainsi obtenir 104 reptiles, mais c’est faux.
Souvenez-vous bien de la définition d'un taux. La solution correcte se présente de cette facon :
* lere année: 100 x (1 +15%) = 100 x % =115,
* 2éme année: 115x (1-11%) =115 x % =102.
Laréponse est 102.

s Exemple

Un prix subit trois augmentations annuelles successives : 10%, 50% et 90%.

* Quel est le pourcentage d’augmentation global durant ces trois ans ?
Réponse : le prix est multiplié par 1.1 x 1.5 x 1.9 = 3.135. Cela correspond a une augmentation global de 213.5%.

* Quel est le pourcentage d’augmentation annuel moyen ?
Réponse : on cherche ¢ tel que g° = 3.135; on obtient g = ¥/3.135 = 1.464. Donc I'augmentation annuelle moyenne est environ
46.4%. On remarque que si on avait pris la moyenne arithmétique de 10%, 50% et 90%, on aurait obtenu un résultat trop grand, a
savoir 50%.

9 Exemple
On vous propose de diminuer votre salaire de 50% et ensuite de I'augmenter de 80%. Seriez-vous d’accord ?
Réponse : Le salaire est multiplié par (1 —0.5) x (1 +0.8) = 0.9. Cela correspond a une diminution global de 10%.

¢ TVA

La taxe sur la valeur ajoutée (TVA) s’applique sur le cofit «initial» d'un produit, dit «<hors taxe» (HT). En France, quand
la TVA est applicable, son taux atteint le plus souvent soit 19.6%, soit 5.5%. Le montant de la TVA égale alors le prix HT
multiplié par le taux de TVA. Le prix «toutes taxes comprises» sous-entend le prix HT majoré du montant de la TVA.

s Exemple

* Sile prix HT d’un repas pour une girafe est 20 € et si le taux de TVA applicable a la nourriture est de 5.5%, quel est le prix TTC que
le zoo paye pour ce repas?
Réponse: on trouve d’abord le montant de la TVA applicable : 20 € x5.5% = 1.10 €. Ensuite, on additionne le prix HT et le montant
delaTVA:20€ +1.10€ = 21.10€. Pour accélérer le calcul du prix TTC, on peut multiplier le prix HT directement par 1.055 si le
taux de TVA est 5.5% (i.e. 1 +5.5%), ou par 1.196 si le taux de TVA est 19.6% (i.e. 1 +19.6%).

* La direction du zoo décide d’acheter une nouvelle grille pour la cage d’'un des lions. Le prix TTC de la grille est 1000<€. Quel est
son prix HT, si le taux de TVA applicable a ce type de produits est de 19.6% ?
Réponse : pour trouver le prix HT a partir du prix TTC, il suffit de diviser soit par 1.055 si le taux de TVA est 5.5%, soit par 1.196 si
le taux de TVA est 19.6%. Ainsi 1000€/1.196 = 836.12 €.

¢ Taux d’intérét

La somme placée dans une institution financiére s’appelle le capital ; 'argent que le capital rapporte a son propriétaire

suite a un tel placement s’appelle les intéréts; les intéréts sont calculés en fonction du pourcentage du capital initial, ce

pourcentage s’appelant le taux d’intérét.

On s’intéresse ici au calcul des taux d’intérét simples, fixes et annuels. On s’intéresse aussi aux intéréts composés : il

s’agit du taux d’intérét applicable au capital et aux intéréts gagnés au cours des périodes de placement précédentes.

s Exemple Intérér continus
1. Un capital de 5000<€ a été placé dans une banque sous 5%, taux annuel. Quelle somme sera disponible a I'investisseur au
bout d’'un an?

Réponse : calculons d’abord le montant des intéréts : 5000 € x 5% = 250 €. Ensuite, pour calculer la somme disponible, il faut

10 © G. FACCANONI
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ajouter ce montant a la somme placée : 5000 € + 250 € = 5250 €.

2. Un compte d’épargne donne 5% d’intéréts par an. Le premier janvier on met 10000 € sur ce compte. La banquier nous laisse
le choix entre plusieurs modes de virement des intéréts : soit 5% a la fin d’année (taux 5%), soit a la fin de chaque mois (taux
5%/12), soit tous les jours (taux 5%/365), soit toutes les heures (taux 5%/ (365 x 24)), etc. Quel choix est le plus avantageux pour
nous ? Est-ce que le montant augmente infiniment si le temps d’intervalle approche zéro ?

Réponse : notons S la somme au bout d'un an.
* Virement annuel : S = (1+0.05) x 10000€ = 10500 €.
12
* Virement mensuel : S = (1 + %) x10000€ =10511.62 €.

365
* Virement quotidien: $ = (1+ 48] x 10000€ = 10512.67€.
Ainsi, plus petit est intervalle de temps entre deux virements d’intéréts plus on touche d’intéréts.

Le montant n'augmente pas infiniment si le temps d’intervalle approche zéro. En effet, pour tout a € Ron alim .o, (1 + %]n =
n
e“. En reprenant notre exemple on trouve S = lim—.c (l + 0'—25) x10000€ = %05 x 10000 € = 10512.71 €

LAstuce Pourcentages
* Pour appliquer un taux de pourcentage p% a un nombre x on le multiplie par %.

Pour une diminution de p%, la valeur initiale est égale a la valeur finale divisée par 1 — 1_670'

* Le taux de pourcentage de x par rapport a y est égale a J—; x 100.

* Pour augmenter un nombre x de p%, on le multiplie par 1 + Wpo'

* Pour diminuer un nombre x de p%, on le multiplie par 1 - %.

* Pour une augmentation de p%, la valeur initiale est égale a la valeur finale divisée par 1 + Wp()'
*

*

Pour composer (enchainer) les pourcentages, il ne faut pas les ajouter.

2.2 Proportionnalité et régle de trois

La regle de trois est une recette utilisée pour calculer dans des situations de proportionnalité. Son symbole, une croix,
n'est pas tres intuitif pour décrire une situation que les mathématiciens qualifient de linéaire et qu’ils représentent par
une droite. C’est une notion subtile qui se rapproche de celle de fraction.

Une situation est proportionnelle lorsque des parts égales contribuent au tout de la méme facon.

4 Exemple

Supposons que pour faire des crépes pour 8 personnes, il faille 250g de farine, 4 ceufs, un demi-litre de lait et 50g de beurre. En
divisant en deux parts égales tous les ingrédients, on pourra faire des crépes pour 4 personnes. Si I'on n’était que 2, on pourrait
a nouveau diviser ces quantités en 2, c’est-a-dire : 62.5g de farine, 1 ceuf, 125mL de lait et 12.5g de beurre. Si nous faisons 4 tas
comportant chacun cette liste d'ingrédients, nous pouvons faire, avec chacun d’eux, des crépes pour 2 personnes. Avec deux tas,
nous retrouvons nos quantités pour 4 personnes et avec 4 tas, nos quantités pour 8 personnes. Et ainsi, si nous étions 6 personnes, il
suffirait de prendre 3 de ces tas.

Comme I'ceuf n’est pas divisible en deux parties, avec cette idée, on peut trouver la quantité d’ingrédients pour faire des crépes pour
un nombre pair de convives en prenant autant de tas qu’il y a de couples de convives. Si nous étions un nombre impair, il faudrait
soit en prévoir un peu moins, soit un peu plus que la quantité prévue par la recette.

Cette situation peut se résumer par un tableau de proportionnalité

Nombre de convives 2 4 6 8

Farine  62.5g 125g 187.5g 250g
Eufs 1 2 3 4

Lait 0.125L 0.25L 0.375L 0.5L

Beurre 12.5¢g 25g 37.5¢g 50g

@Définition Grandeurs proportionnelles
On peut dire que deux grandeurs x et y sont proportionnelles s’il existe un nombre m tel que y = mx (le nombre m est
le coefficient de proportionnalité).

skRemarque
Une proportion représente une égalité de deux fractions :
a c
b a
La qualité notable de la proportion est le fait que les produits des membres «en croix» sont égaux entre eux. Pour la

proportion ci-dessus
ad = bc.

Ceci signifie également qu’'on peut échanger les places des membres «en croix» de la proportion, sans que I'égalité

G. FaccaNONI 11
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perde son sens :

SRS
SEESY
Q|
ol
QU

SRS
QUlo
Qo

‘pExemple

Johann gagne de 'argent en été en tondant les gazons de ses voisins. Il est payé pour ses services par metre carré de gazon tondu. S’il
atondu les 25m? du gazon de Mme DUPONT pour 10€, combien Mme DUBOIS devra-t-elle payer pour les services de Johann si son

gazon mesure 35m? ?

2 2
Réponse : notons x le prix que devra payer Mme DUBOIS. On a alors la proportion 25m _ 35m

- 10€ _
10€ x€
14 €.

; 2
€ =35m?2 x L0
ce qui donne x 35 2o

‘g Exemple Partages proportionnels
Partager une somme de 2400 € en deux parties x et y proportionnelles a 7 et 5, ceci signifie que % = % avec x+y =2400:

x_Y X _ X —
$=¢, 17 =480-3, . x = 1400,
X y=2400-x, y =1000.

7 Echelle

La proportionnalité est également utilisée dans la notion de I’échelle. L'échelle d'une carte ou d'un plan est notée nor-
malement en format «1 + a», ol a indique le taux de réduction du plan par rapport au terrain réel :

longueur sur le dessin
longueur réelle

échelle =

“pExemple
Une carte est dessinée a I'échelle 1 + 250000 signifie que chaque kilometre sur le terrain a été réduit 250000 fois pour étre représenté
sur la carte : soit 1 km du terrain correspond a 4 mm sur la carte. Soit, inversement, chaque unité sur la carte représente 250000 unités
sur le terrain : par exemple, 1 cm sur la carte représente 250000 cm sur le terrain soit 2.5km.

“pExemple

Sur un plan dessiné a I'échelle 1 + 1500, la distance entre deux arbres est 16 cm. Quelle est la distance entre ces arbres en réalité ?

4 . 4 : L1 _16cm gy 4 —
Réponse : on crée une proportion : 1555 = ey, 40U X =240m.

AAttention
| Toutes les grandeurs ne sont pas proportionnelles.

‘g Exemple

1l existe en fait toute sorte de variation d’'une quantité en fonction d'une autre et la situation de proportionnalité est la plus simple,

aussi essaye-t-on toujours, quand c’est possible, de s’y ramener.

* Ladistance de freinage ne se relie pas simplement au temps de réaction du conducteur. Siil ou elle met deux fois plus de temps a
réagir, la voiture parcourra trés certainement bien plus que deux fois plus de distance avant de s’arréter.

* Le temps mis par un athlete n'est pas non plus proportionnel a la distance qu’il parcourt. Le record du monde du 400m est
supérieur a deux fois le record du monde du 200m. Au cours d’'un 10000m les premiers tours sont parcourus a des vitesses
différentes des derniers tours.

* Le colt d'une course en taxi comporte une prise en charge a laquelle s’ajoute une somme proportionnelle au nombre de kilo-
metres parcourus.

* Certains phénomenes sont quadratiques. Le poids d'un disque (homogeéne) de métal n’est pas proportionnel a son rayon, mais
au carré de son rayon.

2.3 Géométrie analytique

{@Définition Droite
Soient a, b, c € R fixés. Les points (x, y) du plan qui vérifient I'’équation

ax+by+c=0

12 © G. FACCANONI
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o

»Propriété

Soient m; et my la pente de r et r» deux droites, alors
* 11 /| r2 si et seulement si my = my,

* 11 L rysietseulementsi my x mp =—1.

Intersection de deux droites

qui est solution du systeme linéaire

deux systemes linéaires :
* intersection avec I’axe des abscisses :

y=0;

* intersection avec I’axe des ordonnées :
x=0.

¢ Droite passant par deux points

X=X1
=2 A )
X2 — X1

@ Définition Cercle
L'équation du cercle de centre (x., y.) et rayon r est

On peut réécrire cette équation sous la forme

P +y +ax+By+y=0,

2
avecxp=-2, yp=-Letr= \/(—%)2+(—§) -7.

2.4 Puissances

@Propriété Puissances
@ ab .af = ab+c
® a’:a=alc
® (ab)"=abc
@ (a-b)f=a‘-b°

© G. FACCANONI

appartiennent a une droite. Si b # 0, on peut réécrire cette équation sous la forme

y=mx+q

aix+by+c =0,
axx+byy+cy=0.

{a1x+b1y+cl =0,

{a1x+b1y+cl =0,

L'équation de la droite passant par les deux points (x1, y1) et (x2, y2) est

Six; = xo,

si X1 # Xo.

(x=x)* + (y—yo) =12

® (a:b)f=a‘:b°

-c

0w}
a

©) \c/a: allc

avec m = —{ la pente de la droite et g = — 7, I'interception de la droite avec I'axe des ordonnées.

Si deux droites d’équations a;x+ b;y +¢; = 0 et azx + b,y + c» = 0 ne sont pas paralléles, elles se croisent en un point

En particulier, pour calculer les intersections d'une droite d’équation ax + by + ¢ = 0 avec les axes, il suffit de résoudre

13



2 Méthodologie disciplinaire Vendredi 25 juillet 2014

¢ Produits a apprendre par cceur

(A+B)>= A>+2AB + B? ® (A’-B»=(A-B)-(A+B)
(A+B)3 = A3+3A°B+3AB*+ B®

(A+B+C)*>=A?+B*>+C?>+2AB+2AC+2BC
(A—-B-C)?>=A?2+B?>+(C?>-2AB-2AC+2BC @ (A*+B%=(A+B)-(A2-AB+B?

® (A3-B%=(A-B)-(A%2+AB+B?

® 0606

¢ Divisibilité d'un bin6me
* le bindme x" + a”
x avec n impair n'est divisible que par x + a et on a

X"+a"=(x+a) " —ax" - —a"Px+a"h,

x avec n pair n'est pas factorisable dans R;
*x x"—a"
x avec n impair n'est divisible que par x —a eton a

n n-1 n-2 n-2

M—a"=(x-a) (x n=1)

+ax""+--+a""x+a

y

x avec n pair est divisible par x — a et par x + a. Pour le factoriser, il convient de considérer le binéme comme la
différence de deux carrés :
xX"—q = (xn/Z + an/Z) . (xn/Z _ an/Z)'
On vérifie ensuite si les deux bindmes ainsi obtenus sont encore factorisables sur R.

2.5 Equations et inégalités de degré 1

Solutions Solutions de  Solutions de
del'équation  l'inégalité I'inégalité
ax=D>b ax>b ax<b
Sia>0 X =" X > x<blq
Sia<0 X ="Y X<’ x>

2.6 Equations et inégalités de degré 2

On ne considere ici que le cas a > 0 auquel on peut toujours se ramener

Soit Solutions Solutions de Solutions de
A:=b?-4ac del’équation I'inégalité I'inégalité
(a>0) ax*+bx+c=0 ax’+bx+c>0 ax’+bx+c<0
. —-b+Vb?—4ac
SiA>0 x1,2:2— X < Xjoux > xp X1 <X<Xp
a
(x1 < x2)
. b b .
SiA=0 X]=Xp=—— X#—— A solution
2a 2a
SiA<O0 A solution réelle VxeR A solution

Rappelons que
* ax®+bx+c=alx—x))(x—xp)

X1+ X2 =—"a
*
X1 X2 ="5a

Le tableau ci-dessus a une interprétation géométrique : si on associe au trindme ax? + bx + ¢ la parabole d’équation
y = ax?® + bx + ¢, on peut interpréter les solutions de I'équation ax? + bx + ¢ = 0 comme les intersections de la courbe
représentative de la parabole avec 'axe des x. Ci-dessous, les figures du haut représentent les trois positions possibles
de la parabole lorsque a > 0 : de gauche vers la droite on a aucune intersection, une intersection et deux intersections
(respectivement, A > 0, A =0, A < 0). En bas les trois cas lorsque a < 0 : de gauche vers la droite on a deux intersections,
une intersection et aucune intersection (respectivement, A <0, A =0, A > 0). Pour résoudre les inégalités ax’+bx+c>0
ou ax? + bx + ¢ < 0 il suffit d’étudier la position de la parabole y = ax? + bx + ¢ par rapport a 'axe des x :

* les cercles représentent les solutions de 'équation ax? + bx+c=0;

14 © G. FACCANONI
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* en bleu on ales solutions de I'inégalité ax? + bx +c>0;
* en vert pointillé les solutions de I'inégalité ax? + bx + ¢ < 0.

f\/ m M
% L 4 % R E e %
a>0,A<0 a>0,A=0 a>0,A>0
[ fx) [
a<0,A>0 a<0,A=0 a<0,A<0
- % o % %

2.7 Equations et inégalités de degré supérieur a 2

Equations et inégalités binomiales. On ne considére ici que le cas a > 0 auquel on peut toujours se ramener.

(a>0) Solutions de’équation  Solutions de I'inégalité =~ Solutions de 'inégalité
ax"+b=0 ax"+b>0 ax"+b<0
n impair, x=y —% x> {‘/—% x< {‘/—g
b>0 AxeR VxeR AxeR
npair, b=0 x=0 x#0 AxeR

—4+n/_b _n/_b nf_b _n/_b al_b
b<0 X12=1% 7 x < 5 oux> a 5 <x< a

Equations et inégalités trindmes. Les équations (inégalités) trinomes ont pour forme normale

>
ax2"+bx”+c§0.

La stratégie résolutive consiste a poser x” = t. On est ainsi reconduit a une équation (inégalité) de degré 2 en ¢ : at® + bt +
> . . . . . . o . < >
(= 0. On obtient ainsi deux solutions #; et f, et on obtient deux équations (inégalités) binomiales x" Snet x" =t

2.8 Equations et inégalités fractionnelles

* Léquation % = 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) #0 et f(x) =0;

* l'inégalité % > 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) # 0 et f(x) et g(x) sont de méme signe;

* l'inégalité % < 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) #0 et f(x) et g(x) sont de signes différents.

Remarque:

G. FACCANONI 15
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* I'équation f(x)- g(x) =0 est satisfaite pour les x tels que g(x) =0ou f(x) =0;
* l'inégalité f(x)-g(x) > 0 est satisfaite pour les x tels que f(x) et g(x) sont de méme signe;
* l'inégalité f(x)-g(x) <0 est satisfaite pour les x tels que f(x) et g(x) sont de signes différents.

2.9 Systemes d’inégalités

Deux (ou plus) inégalités constituent un systeme d’inégalités si elles doivent étre satisfaites simultanément. Résoudre
un systéme signifie donc calculer les solutions COMMUNES a toutes les inégalités qui le composent. Bien évidemment, les
solutions des inégalités étant des intervalles, il faudra “superposer” ces intervalles pour trouver un intervalle dans lequel
toutes les inégalités sont satisfaites.

2.10 Equations et inégalités qui contiennent des valeurs absolus

@ Définition Valeur absolue
La valeur absolue d'un réel x est le plus grand des deux nombres x et —x. On la note | x| et on a donc

VxeR |x] =max{x,—x}.
@®Propriété
® lal=0 << a=0 ® lalsb < -b<a<b VYabeRb=0
@ lal=|-al VaeR @ lalzb < a<-bouaz=b VabeR b=0
@ la-bl=lal-1bl VabeR lal<|b| < a*<b* VYabeR
a |al ’
® |z\:m Va,beR b#0 ® vaZ=lal VaeR
® lal=|bl < a=boua=-b VabeR |lal-|bl| <la+bl<lal+|bl VabeR

{@Définition
Soit f: 9§ — R une application. Alors
|f(x)|= fx) sif(x)=0
—f(x) sif(x)<0.

®Propriété
* x € Restsolution de I'équation | f(x)| = g(x) si et seulement si

fx)=0 ou flx)<0
f(x)=gkx) —fx) =gk

* x € Rest solution de 'inégalité | f(x)| > g(x) si et seulement si

fx)=0 ou fx)<0
fx)>gx) —f(x)>gx)

* x € Rest solution de I'inégalité | f(x)| < g(x) si et seulement si

fx) <gx)
-f(x)<gx)
“p Exemple
1. [2x-5|= Ix2 —4] équivaut a 'union des deux systémes
2x—-5=20 2x—-5<0
ou
2x—-5=x2-4 —(2x—5):x2—4
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ie.
5 5
X = 5 ou x < 3
¥ -2x+1=0 X2 +2x-9=0
ce qui donne
x=2 x<?2
=2 o 2
x=1 x=-1+v10
d’ott x = -1 ++10.
2. |x+12| < Ix2 — 8| équivaut a 'union des deux systéemes
x+12=0 x+12<0
x+12>x%-8 —(x+12)>x*-8
ie.
x=-12 x<-12
u
¥ -x-20<0 X +x+4<0
ce qui donne
x=-12
—-4<x<5
donc x €] —4;5][.
3. |2x —4] = |x + 2| équivaut au systeme
2x—4<x+2 . xX<6 2
ie. 9 donc X€E|=;6
—-2x-4)<x+2 X=3 3
skRemarque Cas particulier : g(x) = k
Pour k € R on a le tableau suivant :
Solutions Solutions Solutions
de I’équation de I'inégalité de I'inégalité
Ifx)l=k Ifx)l>k [fx)l<k
Sik<0 Axe Dy VxeDy Axe Py
Sik=0 xEQthelquef(x)ZO xE@ftelquef(x);éO lee@f
. x)=0 (x)<0 x) <k
Sik>0 | xePrtelque f(x) =+k x€PDftelque ! u ! x €Dy tel que !
fx)>k -fx)>k fx)>-k
<9 Exemple
1. |x+ 3| =5 équivaut a 'union des deux systemes linéaires
x+3=0 x+3<0
x+3=5 —(x+3)=5
qu’on résout facilement
x=-3 x<-3
ou
x=2 x=28
dolix=20ux=8.
2. |x+3|> 5 équivaut a 'union des deux systemes linéaires
x+3=0 x+3<0
x+3>5 —(x+3)>5
ie.
x=-3 x<-3
ou
x>2 x<8
doncx<-3oux>2.
3. |x+ 3| =5 équivaut au systéme
x+3<0 . x<-—
ie. donc x€]—8;-3].
x+3>-5 x> -

17
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2.11 Equations et inégalités irrationnelles

Solutions Solutions Solutions
de I'équation de I'inégalité de I'inégalité
A(x) = V/B(x) A(x) > V/B(x) A(x) < VB(x)
Si n est impaire (A(x))"=B(x) (A(x)™ > B(x) (A(x)" < B(x)
B(x)=0
. . Ax)=0 Alx) <0 Ax)=0
Si n est paire (AW = B Ax)>0 Bx) =0 ou (AW)" < B
- (A(x))" > B(x) -
2.12 Equations exponentielles
Une équation est exponentielle si'inconnue apparait en exposante.
Equation Solution
a‘=c x=log,c
(aveca>0,a#1)
mal® = pps® Inm+ f(x)Ina=Inn+g(x)Inb
(aveca,b>0,a#1,b#1)
a“)=c On pose t:= a*
(aveca>0,a#1)
2.13 Inégalités exponentielles
Inégalité Parametres Solution
c=0 VxeR
a*>c 0<a<1 x<log,c
c>0
(aveca>0,a#1) a>1 x>log,c
c<0 AxeR
a‘<c 0<a<1l x>log,c
c>0
(aveca>0,a#1) a>1 x<log,c

. Py . —-X . N ez o2
Puisque, pour a > 0 on peut écrire a* = ((ll) , on peut toujours se ramener a des inégalités de base plus grande que 1.

O<ax<l a>1
al® > g8 flx)<gx) fx) > g(x)
aveca>0eta#1
mal® > pps® Inm+ f(x)lna>Inn+g(x)Inb

aveca,b>0eta#1,b#1

2.14 Propriétés des logarithmes

@®Propriété
Soita>0,a#1.
® Sib; >0et by >0alorslog, (b - by) =log,(b;) +1og,(b2).

@ Sib; >0et b, >0alorslog, (Z—;) =log,(b;) —log,(by).

® Sib> 0 alorslog,(b¥) = klog, (D).
@ log,(1)=0.

® log,(a)=1.

® log,(a%) =c.

@ Sic>0alors al°8.© = ¢

log,.(b)

Tog (@ avec > 0 et c #1 (Regle du changement de la base).

Si b> 0 alors log,(b) =

18 © G. FACCANONI
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Notamment, on rappelle la chaine d’égalités suivante :

1 1
logaxz—loga;=—logéx=10gé; log.a
X

2.15 Equations logarithmiques

Une équation est logarithmique sil'inconnue apparait sous le symbole de logarithme. Puisqu'on alog, a =log, e-Ina =

ig—z, on peut toujours se ramener au cas ol I'inconnue n’apparait qu'en argument du logarithme.

Equation Solution
log, f(x)=c {;Eg ZZC
(aveca>0,a#1)
f(x)>0
log, f(x) =log, g(x) gx)>0
fx)=gx)

(aveca>0,a#1)

f(log,gx)=c Il faut g(x) >0
(aveca>0,a#1) On pose ¢ :=log, g(x)

2.16 Inégalités logarithmiques

O<a<l1 a>1
log, f(x)>c 0< f(x)<af f(x)>a
log, f(x)<c f(x)>a 0< f(x)<a®

log, f(x)>log,g(x) O0<f(x)<glx) f(x)>gx)>0

Puisque, pour a > 0 et a # 1 on peut écrire log, x = —log,, x, on peut toujours se ramener a des inégalités de base plus
grande que 1.

2.17 Systémes linéaires

@ Définition Systeme linéaire
Soit i, p, = 1 des entiers. Un SYSTEME LINEAIRE 1 x p est un ensemble de n équations linéaires a p inconnues de la forme

anxy + ... + aipXp b1,

(S)

amx1 + ... + appxp = by

* Les COEFFICIENTS a;; et les SECONDES MEMBRES b; sont des éléments donnés de R. Les INCONNUES X1, Xz, ..., Xp sont
a chercher dans R.

* Le SYSTEME HOMOGENE associé a (S) est le systéme obtenu en remplagant les b; par 0.

* Une SOLUTION de (S) est un p-uplet (x1, x2,...,Xp) qui vérifie simultanément les n équations de (S). Résoudre (S)
signifie chercher toutes les solutions.

* Un systeme est CARRE si n = p.

* Un systéme est IMPOSSIBLE, ou incompatible, s’il n’admet pas de solution. Un systéme est POSSIBLE, ou compatible,
s’il admet une ou plusieurs solutions.

* Deux systemes sont EQUIVALENTS s’ils admettent les mémes solutions.

@Définition Sysieme échelonné
Un systeme (S) est EN ESCALIER, ou ECHELONNE, si le nombre de premiers coefficients nuls successifs de chaque équa-
tion est strictement croissant.

© G. FACCANONI 19
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Autrement dit, un systeme est échelonné si les coefficients non nuls des équations se présentent avec une sorte d’es-
calier a marches de longueurs variables marquant la séparation entre une zone composée uniquement de zéros et une
zone ol les lignes situées a droite de I’escalier commencent par des termes non nuls, comme dans |'exemple suivant de 5

équations a 6 inconnues :

Réduction

1<j<p

s Exemple

Soit le systeme linéaire

X1+2X2+3x3+4x3=1
2x1+3x2+4x3 +x4=2
3x1+4x2 +x3+2x4=3
4x] +X2+2x3+3x4=14

donc

en-dessous du pivot.

20

5X1 —Xp —X3 +2X4
3x3 —Xx4 +2Xx5

3 —Xs5

Quand un systéme contient une équation du type

Oxp+---+

* si b # 0 le systeme est impossible,
* si b=0, on peut supprimer cette équation, ce qui conduit a un systeme équivalent a (S) dit SYSTEME REDUIT.

¢ Méthode du pivot de Gauss

Soit (a;;)1<i<n la matrice des coefficients du systeme (S).

Li—L;—

ce qui élimine I'inconnue x; dans les lignes L;.
En réitérant le procédé pour k de 1 & n— 1, on aboutit a un systeme échelonné.

+Xx = by
= by
+xg = b3
5x¢ = b4
0 = by
0xp = Db,

Aik
_Lk,
Ak

X1 +2x2+3x3+4x4=1,
2x1+3x2+4x3+x4 =2,
3x1+4x2+x3 +2x4=3,
4x1+x2 +2x3+3x4=4.

Résolution par la méthode du pivot de Gauss :

Ly—Lp-2L, —

Lo—L3-3L) X1+2Xx2 +3x3 +4x4=1
Ly—L4—4Ly —X2 —2x3 —7x4=0
Etape k=1 —2x2 —8x3—10x4=0

—7x2—10x3—13x4=0
Ly—L3—2Ls
Ly—Ly—7Ly

Etape k=2

x4=0, x3=0,

¢ Méthode de Gauss-Jordan

Dans cette variante de la méthode du pivot de Gauss, a chaque étape on fait apparaitre des zéros a la fois au-dessus et

FEtape j :pour i # j, les transformations

X1+2x2+3x3 +4x4=1
—X2—2x3 —7x4=0
—4x3 +4x4=0
4x3+36x4=0

X2 =0, x3=1.

a
Li—Li-—1L;

éliminent I'inconnue x; dans les lignes L;.
En réitérant le procédé pour i de 1 a n, on aboutit a un systéme diagonal.

ajj

(S

FEtape j : en permutant éventuellement deux lignes du systéme, on peut supposer ayi # 0 (appelé pivot de I'étape k).
On transforme toutes les lignes L; avec i > k comme suit :

X1+2Xx2+3x3+4x4=1

Ly—L4+L3 —X2—2x3—7x4=0
Etape k=3 —4x3+4x4=0
40x4=0

© G. FACCANONI
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4 Exemple
Résoudre le systéeme linéaire
X1+2x2+3x3+4x4=1
2X1+3x0+4x3 +x4=2
3x1+4x0 +x3+2x4=3
4x1 +X2+2x3+3x4=4

par la méthode de Gauss-Jordan.

Ly—Ly—-21, Ly—IL1+2L»

X1+2x2+3x3+4x4=1 Lo—L3-3L, X1+2x2 +3x3 +4x4=1 Ly—Ly—2L X1 —x3—10x4=1
2x1+3x2+4x3 +x4=2 Ly—L4—41, —X2 —2x3 —7x4=0 Ly—L4-7L; —X2—2x3 —7x4=0
3x1+4x2 +x3+2x4=3 —2x9 —8x3—10x4=0 —4x3 +4x4=0
4x1 +Xx2+2x3+3x4=4 —7x2—10x3—13x4=0 4x3+36x4=0
Li—Li—-L3/4 _ Ly—Ly+11L4/40

Ly—lp—Ly/2 [ ¥ =1 ver a0 (X1 =1

Ly—Lg+L3 —X2 —7X4= 0 L3 —L3+4L4/40 —X2 =0

—4x3 +4x4=0 —4x3 =0

+40x4=0 40x4=0

donc
x1=1, x2=0, x3=0, x4=0.

sBRemarque Sysremes mal conditionnés
Considérons le systeme de deux équations a deux inconnues suivant :

3.218613x;1 +6.327917x, = 10.546530,
3.141592x; +4.712390x, = 7.853982.

Ce systeme et non singulier et sa solution est donnée par x; = x; = 1. Considérons maintenant un systeme d’équations
voisin (le carré indique un changement de décimale) :

3.21861[1 Jx; +6.327917x; = 10.546530,
3.14159] 4 Jx; +4.712390x, = 7.85398(0 .

Ce systeme et non singulier et sa solution est donnée par x; = —5, x = 5. On voit donc que, bien que ces deux sys-
témes soient voisins, leurs solutions sont tres différentes. On parle dans ce cas de systemes mal conditionnés. Résoudre
un systeme mal conditionné avec un ordinateur peut étre une affaire délicate si I’ordinateur calcule avec trop peu de
chiffres significatifs. Dans I'exemple précédent nous observons que, sil’ordinateur ne retient que 6 chiffres significatifs,
il est compléetement inespéré d’obtenir une solution raisonnablement proche de la solution !

@Partage de secrets
Comment envoyer un message secret avec plusieurs espions sans pour autant que ceux-ci ne connaissent le contenu du

message envoyé ?

Typiquement, un message a envoyer est un nombre entier (car, par codage, on peut remplacer un texte quelconque par
un nombre). Imaginons donc que I'on désire envoyer le nombre n. Considérons un polynéme de degré k, par exemple
a coefficients entiers, P(X) = a; X k4 ...+ a; X + n dont le terme indépendant vaut exactement n. En particulier, on a
P(0) = n. Un corollaire du théoreme fondamental de 'algebre stipule que si deux polynémes de degré k sont égaux en
k + 1 points, alors ils sont égaux. Autrement dit, le polyndome P est complétement caractérisé par les valeurs qu'il prend
par exemple aux entiers 1,2, ..., k+1. On engage alors k+1 espions (voire un peu plus, si certains étaient capturés par les
«ennemis»). On donne au i-éme espion le nombre P(i). Les espions se dispersent (par exemple, pour passer les lignes
ennemies). Une fois que k + 1 espions sont arrivés a destination, il est aisé de reconstituer le polynéme (on a un systeme
de k + 1 équations linéaires pour retrouver les k + 1 coefficients de P) et ainsi retrouver la valeur secrete n. Si un espion
est capturé et qu’il parle, les ennemis auront a leur disposition un des P(i), cela ne leur permet nullement de retrouver
n. De méme, si un espion étaient en fait un agent double, connaitre P(i) seul ne sert a rien.

Source :http://michelrigo.wordpress.com/2010/01/30/partage-de-secrets-et-tfa/
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Calcul

‘¢'Exercice 2.1

X Mettre sous forme de fraction irréductible les expressions suivantes :

*
X 51 1015 9 9 18
x =—, B=—, ==ttt
* 136 2450 40 50 125
x 27 549 549 235
x =l-—-—, = 42x ——, F =0.00000125.
X 125 1000 1000 1000
*

3 29 549 47 1019 1
CORRECTION. A=-, B=—, =—— D=—, =—) = .

8 70 1000 200 1000 800000
‘¢'Exercice 2.2
X Calculer
X
5 A) 12.5% de 164 0 3% E) (412-518) x 116%
z B) 13% de 50% de 800 D) 14 x 5%
*
CORRECTION. A)20.5, B)52, C)1000, D)0.7, E) —122.96.

‘¢g"Exercice 2.3

X Sans utiliser la calculatrice donner la valeur des expressions suivantes :

X
I 4 1 (218 x 2—6)
* -—= —g —
* 7 8 2
* 1) — 2) ———
5 -2
: > (272)
X 9
*
CORRECTION.
4 1 2185276
Z_Z B —
D 7 8_(‘_1_1).9:4X8 1X7.g:§.g=§ 2) 22 =218 4076 4079 02 _9l8-6-9+2 _55_ 39
§ 7 8) 5 56 5 56 5 56 272
9
®Exercice 2.4
Laquelle des expressions suivantes a la plus grande valeur ?
7 5
i) ) ) TN -
7 9 10 8
i) V100+69, V100 x V9, % (v/100)©.

CORRECTION.
1) ppcm(7;9;10;8) =5x7x8x9=2520etona

4 4x(5x8x9) 1440 5 5x(5x7x8) 1400 7 Tx(7x4x9) 1764 5 5x(5x7x9) 1575
7 2520 T 2500 9 2520 T 250" 10 2520 T 250 8 2520 ~ 250
5 4 5 7
donc§<7<§<ﬁ.
.. V100 10 _ 1
i) V100+69=v169=13, Vv100xV9=10x3=30, ——=—, (V100)°=—, donc
V6 V6 10
V100
(\/100)‘6<W<\/100+69<\/100xx/§.

22
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DExercice 2.5

| Simplifier :
log;(25) —logs (5)
log,2,, (1) +10gy01, (1) +log; o7 (1)
log;(0.1) +10g;((0.01) +log;,(0.001)
log;(10°%) +1og?, (1) +logZy;, 012(2012)
2342
CORRECTION.

log;(25) —logs (5) = logs(5%) — logs (5) = 2logs (5) — logs (5) = log5(5) = 1
log,2,1(1) +10850;2 (1) +10g47(1) =0+0+0=0
log;((0.1) +10g;((0.01) +1log;(0.001) = log;,(10™1) +log;,(107%) +log;,(107%)
= —log;(10) - 2log;,(10) —3log,((10) = =1 -2 -3 =—6
10g,((10%) +logf,(1) +10g3,012(2012) _ 3log,,(10)+0+1 4 2

2342 10 “10 5

‘¢Exercice 2.6
i Pour chaque élément de C ci-dessous, indiquer s’il appartientaN,aZ\N,aQ\Z,aR\QouaC\R:

;k(

X0 viti) 0

*

z i) -5 ix) e
j*ziii) V2 X) 3+2i
Fiv) va xi) 7
v -4 xii) 0.3
v 2 xiii) 3
%vﬁ) 1/3 xiv) i2

*

CORRECTION.

3+2i

®Exercice 2.7
Soit x € R. On donne A = 2x, B = 4x — 1. Calculer

C=2xB-A, D=2xC-B, E=2xD-C.
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CORRECTION.
C=2x(4x*>-1)— (2x) = 4x(2x*> - 1),
D=2x(4x2x*-1)-(@x*-1) = (4x* —2x - 1) (4x* +2x - 1),
E=2x(4x*>-2x-1)4x*+2x-1)— 4x2x*-1)) =2x(2x-1)(2x + 1) (4x* - 3).
®Exercice 2.8
Ecrire sous forme d’une seule fraction irréductible
X
(— + 4x)
2 7
(Sx +2 ) ’
X
4—-4x

CORRECTION.
Xpgx By gy —x —x
2 2 _ 4(1 ) 1801 )

3x+2 .~ @Bx+2)x -
X Iieo 2 Bx+2)x 3x+2

‘y'Exercice 2.9
% Soit n € N. Factoriser les expressions suivantes :

:
X -1 n+l , (n+DBn+2) (n+1)?
o9 6 ’ 6 9
T2 (”‘2{“("+1)+4”;1, . (n(n+1))2_n(n+1)(2n+1)
’ -1 2 6 '
§ ; (n+hen+D) (n+1)? nn=1)
T 6 4
*
CORRECTION.
) -1 n+l_(n+1)2n-5) , (n+hBn+2) _4(n+1)2 _(n+1)(n-2)
9 6 18 ’ ' 6 9 18 ’
2 (n—2)(n+1)+4n+1:(3n+10)(n+1) 5 1 (n(n+1))2 n(n+1)(2n+1)
4 3 12 ' - - =
n(n-1) 2 6
5 (n+D@2n+1) (n+1)?* _ n*-1 _ (n+1HBn+2)
' 6 4 12 - 12 '
Puissances
‘¢'Exercice 2.10
¥ Simplifier les expressions suivantes autant que possible :
*
*
Fa) @92 d) 2@ n a*(b*)3(a*h)"!
Xb) 2" 1\ (ab®)?2b!
Yo @? R (g) %
*
CORRECTION.
a) 2)*=42=16 d) 2% =28 =256 n a'®P@’p 1
b) 2% =24=16 nE . (ab®)2b~! ad’
0) 2P =43=64 e) (5) 97 =3%7*=3"=1,
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®Exercice 2.11

1
Calculer ———= pour n = 10%.
n

CORRECTION. —10730

®Exercice 2.12
Soit n € N. Simplifier les expressions suivantes :
311 22n+1 2
A= —, p=& C=4"-22""1
33n 22n-1

CORRECTION. A=97" B=22n+3 Cc=22n"1 p—y,

‘¢"Exercice 2.13
¥ Calculer ou simplifier: @) (%)% b) e%e® ¢) e+e® d) e FeB e 2147

CORReCTION. a) e'® b) & ¢ E1+e®) d) & e 28 f) e'e

®Exercice 2.14
Soit n un entier naturel et x un réel strictement positif. Simplifier :
A:1><\3/§><\3/25 32(%)3
(xZ)n x3 x5n
I T X2

G = /2227 H= (Zzn)(zmz"

D= (_1)2n+1

f) 24 e5

Cc=V3v9 V32

F= (x—n+l)2(x3)n—2

CORRECTION.
64 9 27
A=20%x37%=— B==- C== D=x""
9 2 25
2"
F=x""* G=V22emy H=2" =228 ;
42"gn

®Exercice 2.15

gn

Soit 7 un entier naturel et soit a et u deux réels. Mettre sous la forme a” u9 le réel u,, = a(a

exposants ne sont pas2n+1 et 2n).
CORRECTION. p=1+2""2etqg=2""1

Logarithmes et exponentielles

®Exercice 2.16

Simplifier chacune des expressions suivantes :

2 x ((22”—1)2)2n

2

n+l n
2 u2

+ (_1)2n—2'

2
) (attention, les

A=In(vV3+1)+In(v3-1) B=In(V3+D¥+In(v3-1'"%), C=In1+cos(x))+In(1 - cos(x)) —2In(sin(x)).

© G. FACCANONI
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CORRECTION.
* A=1In(2),
* B=18In(2), )
* C=In(1+cos(x)) +1In(1 —cos(x)) —2In(sin(x)) =In a+ COS().C))Z(l — COS(X))) = n(l—#s(x)) =In(1) =0.
sin®(x) sin“(x)
®Exercice 2.17
Soit x € R} . Simplifier les expressions suivantes :
A=Y v a, B = (In(®)? - In(x?), C=(n()? -In(? +1.
In(x)
CORRECTION.
ln(2) 2 2 2
= m +1, B=1In“(x) -2In(x) = (In(x) — 2)In(x), C=In“(x)-2In(x)+1=(In(x)-1)".
‘¢'Exercice 2.18
¥ Soit x un nombre réel. On pose f(x) = x*In(x). Compléter le tableau suivant :
*
*
* = 1 2 B o
3 x=lele| Vel |evela]|
X fo=1 1T [ [ [ ]
*
*
CORRECTION.
x:e%‘\/éeze\/ée—lz‘ﬁ
fe=|e | -5 ] ¢ |2t | 30 | -2 -4
‘¢'Exercice 2.19
¥ Calculer ou simplifier.
*
X v
* a) log,,(1000) b) logs(1/25) c) In(e"?)
z d) log;,(10) +log;,(4) e) log,(10) —log;,(4) f) log,4(10)log,((4)
z g) log;(108) —log;(4) h) log;,(0.1) i) log,(,(100/67)
% J) 3log,,(10) k) log,, (1) 1) log, (8)
X m) log,(0.25) n) In(1/e) 0) (In(e)) ™!
X
*
CORRECTION.
In(2) In(2)
-2 2 1+2 1-
a)3 b) 0 v2 d)1+20 o e 1-200
In(2) . .
) 21n(10) 23 h) -1 i) 2-1og,,(67) N3
k)0 3 m) —2 n) —1 0)1
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DExercice 2.20
Simplifier les expressions suivantes :

a=exp(-m(L]),
o~ ool-n(2))

1 1
E=exp|-In o +; )

_ 1 2 21In(x)
G—zexp((x+1) —-e ),

CORRECTION.

A=uw, B:—yexp(—ln_l(v)),

E=x*1-x%e"*, F=-1

®Exercice 2.21
| Résoudre I'inégalité log, |x — 1| < 6 +log; ;, ((x— 1)?).

ﬁ)exp(—ln(%)),

v

B=exp (—

1
D =exp (x—ln(l + —x)),
e
_exp (In(1+x)—-1In(1-x))

~exp(n(l+x)-In(x—1))’
eBln(Zx)—ln(x) el—Sln(x)

H= xex—2
2X
_ e
C = w 2w D= ’
1+e*
8
— 2 —
G=e"", =—=—-
x“e

CORRECTION. Tout d’abord on note que la présence des logarithmes impose [x—1| > 0 et (x — 1)2>0, i.e. x # 1. On doit

alors résoudre

log, |x— 1| <6-1log,(x—1)* < log, (Ix—1|(x-1)*) <6 < log,|x— 1 <6

— x-1P <28 x#1 < |x-1/<2%x#1

— —-3<x=<5x#1.

Donc la solution est x € [-3,1) U (1,5].

®Exercice 2.22
| Montrer que log, (x)log,,(y) =log, (x)log, ().

CORRECTION. D’apres la propriété du changement de base, on a
log,, (x) log, ()
log,(x) = ——, log,(y) = )
8a log, (@) 8ty log,, ()
ainsi log, (x) log (1) .
08pX) 108,y
log (x)log, (y) = =log, (x)log, () ——— .
8a 8l log,,(a) log,, (b) 8 Bal¥ log,,(a)log, (D)
A nouveau, d’aprés la propriété du changement de base,
log.(a)
logb( ) lozc ’
C
donc si on pose C=aona
log ,(a) 1
log,(a) = —*— = )
&b log,(b) log,(b)
et on conclut que
1 1
log,(x)log, (y) =log,(x)log,(y) —————— = =log,(x)log,,(y) ——— =log; (x)log (3).
8a gplV 8b 8alV logb(a) loga(b) gb 8alY log“(blllog“(b) gb 8alY

Systémes linéaires

© G. FACCANONI
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‘y'Exercice 2.23
1. Dans le systeme d’équations suivant, quelle est la valeur de y ?
4x -3y =284
5x+7y=19

2. Résoudre le systeme suivant d’inconnues A et B (le réel C est supposé connu) :

A+B=C
aA=pB

3. Exprimer A en fonction de V, ¢, @, 8, A uniquement :

DR R D B D B o o D B B D P B B D D B D D B P D D P P D D P o D P o

A+B=C
V=aA
V =pB
V=e-AC
CORRECTION.
4x-3y=84 x=21+3 x=21+3 x=21+3 x=15
1. Y — 2y — 3 1Y — Vo
5x+7y=19 5x+7y=19 5(1+2y)+7y=19 y=-8 =-8
2. x sia+pB#0alors A= a—fﬁCetB: a%ﬁc,
* sia=—Pmaisa#0alors A=0etB=C,
* sia =—f=0alors on sait juste que A+ B = C.
3. % sia;éOalorsA:%,
*x sia=0alors V=0,e=AC, BB=0et A=C—-Bdonc
x si A #0alors A=e/A - B mais on ne peux pas déterminer A sans connaitre B,
x si A =0alors e =0 et on ne peux pas déterminer A sans connaitre B et C.
®Exercice 2.24
Résoudre les systemes linéaires suivantes par la méthode de GAUSS
X1 +2x2—x3 =2, —Xx1+Xx2+3x3 =12, —2u—4v+3w=-1
(1) { X1 —2x2 —3x3 =—6, (2) { 2x1 — X2 +2x3 = -8, 3) 2v —w=1
X1 +4xy+4x3=3. 4x1 + x2 —4x3 =15. u +v-3w=-6
—2x =y +41=2
—2x +y +2=0
vy e 2x+3y+3z+2t=14
(4) x=2y +z=0 (5)
xX+2y +z +it=7
x +y-2z=0
-X -z +t=-1
CORRECTION.
Systeme (1)
X1+2Xx2 —X3 =2, La—Lx-L, X1+2X% —X3 =2, X1+2X2 —X3 =2,
X1 —ZXZ—3X3= -6, M —4X2—2X3: -8, M’ —4.X'2—2.X'3: -8,
X1+4x0+4x3 = 3. 2Xx2+5x3 = 1. 4x3=—3.
doncxg=-3, =2 etx; =-1.
Systeme (2)
—X1+X2+3x3=12 Lo—Lx+2L, —X1+X2+3x3=12 —X1+X2 +3x3 =12
22— xp+2x3= —§ L Xp+8xy= 16 22002, X, +8x3 =16
Ax1+x2—4x3=15 5x2+8x3=63 —32x3=-17

17
32

xp =4 etx; =3

donc x3 = 3
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Systéme (3)

—2u—4v+3w=-1
2v —w=1
u +v-3w=-6

—2u—4v+3w=-1
2v —w=1

_y_3.,—_13
v-sw= /2

Ly—1L3+L/2

doncw=3,v=2etu=1.

Systéme (4)

—2u—4v+3w=-1
2v —w=1
-2w=-6

Ly—L3+12/2

Ly—Lp+4
=2x +y +z=0 L [(—2x +y +z=0 -2x +y +z=0
_ LSRL3+7 3 3 __ Ls—L3+L; 3 3 __
x=2y +z=0 —gy+gZ—0 —_— —5y+52=0
X +y—2z=0 5Y—52=0 0z=0
doncz=x€eR, y=zetx=z.
Systéme (5)
Lo—Lo+1y
—2x —y  H4r=2 ILs—Ls+ (—2x-y  +41=2
2x+3y+3z+2t=14 Li—Li—3 2y+32z+61=16
X+2y +z +t=7 %y +2+31=8
-X -z +t=-1 3y —% —t=-
Ly—I3-3Ly (—2x—y  +41=2 —2x—-y  +41=2
Ly—Ip-2 2y +3z2+61=16 Li—Li-LL; 2y+3z+61=16
~ja-gr=—a ~ja-ji=-4
- __2
—ZZ—EI——G —gt——g

donct=1,z=2,y=2etx=0.

Exercice 2.25 Résolution de systemes non carrées
Résoudre le systeme

d’inconnue (x, y, z) € R3.

CORRECTION. (S) est équivalent au systeme
-2x+y+z=0,
-3y+3z=0,

{

qui admet une infinité de solutions de la forme (x, x,x) pour k € R.

(S {

1. Pour quelle valeur de b le systeme est-il possible ?

&Exercice 2.26

| Soit le systéme linéaire

X1+ Xp—2Xx3+4x4 =6,
—3x1—3x2+6x3—12x4 = b.

CORRECTION. (S) est équivalent au systeme

X1+ Xp—2Xx3+4x4=6,
0=b-18.

{

1. (S) est possible si et seulement si b =18.

2. Si b =18, (S) admet co® solutions de la forme (x1, X2, X3, X1) = (6 — a+2b —

© G. FACCANONI

2. Donner a b la valeur trouvée au point précédent et calculer la solution compléte du systéme.

4c,a,b,c) avec a, b, c € R.
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DHExercice 2.27 Résolution de systemes non carrées
Résoudre le systeme

xX+y+z=3,

X+2y+3z=6,
(S)

-x—-y+2z=0,

3x+2y—-4z=1,

d’inconnue (x, y, z) € R3.

CORRECTION. (S) étant un systeme de 4 équations a 3 inconnues, on considére (S') le sous-systéme carré d’ordre 3 qu’on
peut résoudre par la méthode du pivot de Gauss

X +y +z=3, %2“%2‘%1 X+y +z=3,
&) x+2y+3z=6, 22U 0 yi0z=3,

—Xx —y+2z=0, 3z=3,

qui admet 'unique solution (1, 1,1). On étudie alors si elle est aussi solution de I’équation de (S) qui n’apparait pas dans
(S'):pour (x,y,2z)=(1,1,1) ona3x+2y—4z =1 doncle triplet (1,1, 1) est solution de (S) et c’est 'unique.

Exercice 2.28 Résolution de systemes non carrées

Résoudre le systeme

xX+2y+z=-1,

2x+y—z=1,

() Y
—X+y+2z=-2,

xX+y+z=4,

d’inconnue (x, y, z) € R3.

CORRECTION. (S) étant un systéme de 4 équations a 3 inconnues, on considére (S') le sous-systeme carré d’ordre 3 qu’on
peut résoudre par la méthode du pivot de Gauss

x+2y +z=-1, éz“iZ_ZLl xX+2y +z=-1, sl x+2y +z=-1,
(8) { 2x +y —z=1, =220 3y 3z=3 Z2TBTR ) 3y 3z-3,
—X +y+2z=-2, 3y+3z=-3, 0=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (1 + x,—1 — k, k) pour k¥ € R. Cherchons parmi ces solutions celles qui
vérifient 'équation de (S) qui n’apparait pas dans (S') : pour (x,y,z) =(1+k,-1—-k,x)onax+y+z=14+xk—-1-Kk+Kk =%k
donc x + y + z =4 si et seulement si x = 4 ainsi (S) admet 'unique solution (5, -5, 4).

®Exercice 2.29

Soit le systeme linéaire
2x1—Xx2—3x3=0,
(S) —x1+2x3=0,
2x1—3x2—x3=0.

Ce systéme posséde-t-il une solution unique ?

CORRECTION.
2x1—Xx2—3x3=0, Lz‘—L2+L71 2x1—x2—3x3=0, 2x1—Xx2—3x3=0,
Ly—L3—L L3—L3—4L)
—Xx1+2x3=0, s Bl N —1axp +2x3 =0, ———— { —laxy +'2x3 =0,

2x1 —3x2 —x3=0. —2Xx2+2x3 =0, 0=0,

Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (2x,x), x € R.

30 © G. FACCANONI
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DExercice 2.30

Trouver toutes les solutions des systémes linéaires homogeénes suivantes
—3x1+X2+2x3=0, X1+ X2+3x3+x4=0,
(1) { —2x1 +2x3 =0, (2) { X1 +3x2+2x3+4x4 =0,
—11x1+6x2+5x3=0. 2xX1+x3—x4=0.
CORRECTION.
Systeme (1)
—3x1 + X2 +2x3 =0 Lp—la-3L
X1+ X2 +2x3 =0, I 1l -3x1 +x2 +2x3=0, Lo Lot ZL —-3x1 +x2 +2x3=0,
3—L3— 3 L1 3—L3Tyl2
—2x1+2x3=0, - 3 —3x0+%3x3=0, 2 —2[3X2+?%/3x3=0,
~11x; +6x2 +5x3 = 0. sxp="lax3=0, 0=0,

Le systeme admet une infinité de solutions de la forme (x, ) avec x € R.

Systeme (2)

X1+ X2 +3x3+ x4 =0, Ly—L-Li  (x; +X2+3x3=1, X1+X2+3x3=1,
L3—13-2L, Ly—L3+Ly

X1 +3x2+2x3+4x4=0, ——m— 2xy —x3=3, ——M8 2Xy —Xx3=3,

le +X3— X4 = 0. —ZXZ—SX3=—3, —6)63:0,

Le systeme admet une infinité de solutions de la forme (%K, - %K, 0,x) avec k € R.

DExercice 2.31

| En utilisant la méthode de GAUSS, résoudre le systéme linéaire en discutant suivant la valeur du paramétre a € R :
X+2y+3z=2,
xX—y+2z=7,
3x+az=10.
CORRECTION.
X+2y+3z= 2 L—Lo-L, xX+2y +3z=2 x+2y  +3z= 2
Ly—L3-3L; Ly—L3—2Lp
X —y+2z=7 ———<{ -3y -z=5 ———<{ -3y -z= 5
3x +az=10 —6y+(a—9)z=4 (a—7)z=-6

On a ainsi transformé le systéme linéaire initial dans le systeme linéaire triangulaire supérieur équivalent

X+2y+3z=2,
-3y—-z=5,
(a—"7)z =—6.
Par conséquent,
i -6 5+z 5a-41 28a-35) . . ) .
*x Ssia#7, z= Y= = et x=2-2y—-3z=———— est!'unique solution du systeme linéaire ;
a—"7 -3 -3(a-"7) 3(a—-7)

* sia=7iln'ya pas de solutions du systeme linéaire.

®Exercice 2.32

Soit le systéme linéaire

x+y—-z=1,
(S) 2x+3y+pz=3,
x+pPy+3z=-3.

© G. FACCANONI 31



2 Méthodologie disciplinaire Vendredi 25 juillet 2014

Déterminer les valeurs de 3 de telle sorte que ce systeme posséde :
1. aucune solution;

2. une solution unique;

3. une infinité de solutions.

CORRECTION.
X1 +Xx2 —x3 =1 Le—Lx-2L1 (x1 + X2 —x3 =1 X1+X2 —X3 =1
—La— Lz —L3+(1-PB)L;
2x1 +3xp+Pxs =3 Bl ot (Br2xy =1 Br0Ol »  +HB+2)xs =1
X1+,B.X2 +3x3=-3 (ﬁ—l)xg +4x3=—-4 (G—ﬁ—ﬁz)x?,: —(3+‘B)

Comme 6 — f— 2 = (2— 8)(3+ B) on conclut que
1. (S) ne posséde aucune solution si et seulement si = 2
2. (S) possede une solution unique si et seulement si f ¢ {2; -3}
3. (S) possede une infinité de solutions si et seulement si § = —3

L Exercice 2.33
Déterminer si le systéme suivant a une solution non nulle. Dans le cas affirmatif trouver la(les) solution(s) :

x—=-2y+2z=0,
2x+y—-2z=0,
3x+4y—-6z=0,
3x-11y+12z=0.

(S)

CORRECTION. (S) étant un systéeme de 4 équations a 3 inconnues, on considere le sous-systéme carré d’ordre 3

x=2y+2z=0,
() {2x+y-2z=0
3x+4y-6z=0,

qu’on peut résoudre par la méthode du pivot de Gauss

x—2y+2z=0, %2‘-%2-%%1 x—=2y +2z=0, Lol x—2y+2z=0,
2x +y-2z=0, 2270 5y —6z=0, =—2""2, 5y—6z=0,
3x+4y-62z=0, 10y—-122z=0, 0=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (2x, 6x, 5x) pour x € R. Cherchons parmi ces solutions celles qui vérifient
I’équation de (S) qui n‘apparait pas dans (S') : pour (x, y,z) = (2x,6k,5k) on a 3x — 11y + 12z = 6x — 66k + 60x = 0 donc
3x—11y+12z =0 pour tout ¥ € R ainsi (S) admet une infinité de solutions de la forme (2x, 6x, 5x) pour x € R.

‘¢g"Exercice 2.34
X Trouver I’équation des droites r et s représentées ci-dessous et calculer les coordonnées du point d’intersection :
: s
* 2
X
: sl
3 . !
*
*
*
x
* -1 0 1 2 3 4 X
CORRECTION.
1 N 4 2 N 8
r:y=—x+_-, S:Yy=——Xx+—.
y 3 3 y 3 3

Le point d’intersection a coordonnées (x, y) qui vérifient

— 1,44
y=3xts — *
2
y=—§x+§, y

Il
ol o
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DExercice 2.35 V. GUIRARDEL
Vous projetez de passer un concours de recrutement I’an prochain. Vous avez sous les yeux le tableau de notes suivant :

CANDIDAT | Mathématique Anglais Informatique | Moyenne
Qui 7 12 6 8
Quo 11 6 10 9
Qua 11 16 14 14

Retrouver les coefficients de chaque épreuve. La solution est-elle unique ?
CORRECTION. Il s’agit de trouver les trois coefficients m, a, i € [0;1] tels que

“Tm+12a+6i =8,
11m+6a+10i =9,
11m+16a+14i = 14.

Utilisons la méthode de GAUSS :

YL, 1
Tm+12a +6i=8, 2 TRTTI (7m112a +6i=8, b, [Tme12a+6i=8,
. L3<—L3—7L1 90 .25 LS_L3_§L2 _90 __25 5
11m +6a+10i=9, ——M = a +%z— =, ————— a+al
11m+16a+14i=14, RS () 4h; 20
qui admet I'unique solution (0.2,0.3,0.5).
Equations et inégalités
‘¢Exercice 2.36
¥ Calculer la valeur de I'inconnue x :
*
*
;t . @:@ 3. bx 29 5 ﬁ—i
X 75 X x+14 8 8 Jx
b 4 5 , 65x-38)x4 4
¥ 2. —= : =3
X x+5 x-23 1 8
CORRECTION.
1. x= 20>< —50
2. 4(x—23) =5(x+5)donc x=-117
3. 8x(6x)=6x(x+14)donc x=2
4. (55x—38) = 575 x 4L d’'ol1 55x = B +38 donc x = 8813238 — 22
5. Vxxy/x=4x8d ot x=32
‘yExercice 2.37

X Résoudre -3(4—x) = 5 — (2—(3+2x))(3—-4).

CORRECTION. -3(4-x)=35-(2-(83+2x))3-4) < -12+3x=5+2-3-2x) < -12+3x=35-1-2x <
3x-3+2x=-1+412 = %x—u = x=%.
®Exercice 2.38

| Quelle est la valeur de x qui vérifie 35x +3(18 —26x + 42)=70-3x?

CORRECTION. 35x+3(18—26x+4?) =70—3x < 35x+54—78x+48=70-3x < 32=40x < x=3==1

‘y"Exercice 2.39

¥ Calculer suivant la valeur du parametre m € R les solutions de I'équation f(x) = 0 pour:
¥ L fx)= xX2-x—-m,
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* 2. fx)=mPx*+mx+m-1.

CORRECTION.
1. Sim> —i ily a deux solutions : x = Loyl+dm V;Hm et x = Lvitdm Vé*‘lm ;sim= —% il a une seule solution : x = % ;sim< i iln'y
a pas de solutions.
2. Sim<2etm#0ilyadeuxsolutions : x = =L=Y2=4M e y = ZLEY5-AM . i 1y = 3 j] 3 une seule solution : x = —£; si
m> % ou m = 0iln’y a pas de solutions.
y . y
m<-—;
4 m>2
5
__1 m=2
m=—y 1
1
m>—=
4 5
m<3
X
X

®Exercice 2.40
Discuter graphiquement suivant la valeur du parametre m € R le nombre de solutions de ’équation f(x) =0 pour :
1. f=x>-x-m,

2. f(x)=cos(5x) — m.

CORRECTION.

1. On cherche les intersections de la fonction définie par g(x) = x* — x avec la droite d’équation y = m :

y y=gw
2
1 /
-2 1 | 2 *
/ 1
Si|m| > # - \/%, il y a une seule intersection; si |m| < # - \/Lg il y a trois intersections; si |m| = % - \/% ily a deux

intersections.

2. On cherche les intersections de la fonction définie par g(x) = cos(5x) avec la droite d’équation y = m :

y

[SIE

-1+ y=8x)
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Si|m|>1,iln'y a pas d'intersections, sinon il y a une infinité d’intersections.

‘Exercice 2.41
* Indiquer comment choisir x pour que 'on ait
*
X 2 1 -6 1
¥ 1. x*>10000, 3. £ <1077, 5. $>0.001,
*
% 2. 1>10000, 4. x*<0.0001, 6. x*>1.
*
CORRECTION.
L. |x|>10?, 3. x<0oux> 10, 5. 0<x<10%
2. 0<x<1074 4. |x|<0.01=1072, 6. |x|>1.
®Exercice 2.42

| Trouver le plus petit entier n tel que 2" soit supérieur a 1000. En déduire la partie entiére de log, (1000).

CORRECTION. On cherche min{neN|2">10%}, ie.

min{neN|n>1log,(10°)} =min{neN|n>3log,(10) }
=min{n€l\|| n>3log,(2x5)}
=min{neN|n>3(1+log,(5)} = 10.

En effet 2° = 516, 2!0 = 1024. Donc E(log, (1000)) = 9.

®Exercice 2.43

Résoudre dans R les équations suivantes :
1. e¥-2+e =0,
2. x*+3x%2=k,otukeRestun parametre,

x?—6x+l _

3. (3 (x*—10x+26)) 1.

CORRECTION.
1. e*—2+e ¥ =0 est équivalente 3 X?> —2X + 1 = 0 ayant posé X = e* > 0. Lunique solution I'équation X?> -2X+1=0
est X=1doux=0.
2. x*+3x% = k est équivalente & X? +3X — k = 0 ayant posé X = x* = 0. Si k < -2 I'équation X*> +3X — k = 0 n'a pas
de solutions, donc I'équation x* +3x? = k non plus; si k = —% I'équation X? +3X — k = 0 a une unique solution
X = -3 <0 donc'équation x* +3x® = k n'a pas de solutions; si k > —2 'équation X? +3X — k = 0 a deux solutions
X=- @ <0etX= —“T‘/m, cette derniére est non négative si et seulement si k > 0 donc’équation x*+3x? =

_ 3+V9+4k
2

k admet deux solutions x = + si et seulement si k = 0.

3. Pourtouta,be Raveca>0ona
a’=1 — a=1oub=0.

Comme x2 — 10x +26 = 1 pour tout x € R (il s’agit d'une parabole qui a son minimum en x = 5), le terme de gauche
est bien défini pour tout x € R.
Léquation admet donc 4 solutions :

* x=3etx=7quisontsolutions de I'équation

l(x2—10x+26):1
5

* x=3-2v/2etx=3+2y2 quisont solutions de 'équation

x?—10x+26=0.
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‘y'Exercice 2.44
x Trouver toutes les solutions dans R des inégalités suivantes (pour chaque inégalité, la réponse est indiquée a droite) :
* 1 1
* 1l ————<1+ S e ]—00,—2[U]—1,1[U]+2,+00[
1 xX+2 x-2 4—x
RS 1 ]—00,1]
*
3 X AN =530 ]—00,~5[U]5, +oo]
*
T A A= X m 3o XI> X ]~00,~v7[Ul-1,1[U] +v/7,+o0]
*
B T B I b o ]-00,0]
*
T 6 V2XH 12X o [~Y2,14+V2]
*
;‘; T VX 2 K X ot 12,+00]
*
r 8 VA S S 2 L [4,+00[
*
X x%2+8|x|-9
* 9. o X 3 e ]—00,5+v17/2]\{=1,1}
2
* xc—1
X
x 10 VX2 3K = 1 2 2 =3 it ]—00,—1]U[4,+00]
*
* V1-9x2 +2x
E Ll T 30 (= s, el
* 3x-2
*
i L2, VX LV X = 2 = 3 e [3,+00[
2 5 YZ5_ 3 /
. e 15/2,7)
z 3 V2x-5
L VA L= X2 XAV D o 10, 400!
*
* x+1
X 15 _VErl L0 o 7-Vi3ls,+00(
* 3—-x—Vx
X 2
x“—-1
¥ 16 o2 2 [1,400(
* x+2
X
* . V3
; 17. sin(x) > TR R R PR EEERLRRERRRELED ls+2km,ls+2kn| keZ
*
I 1-2sin(x)
K L8, - S0 1="s+2km, e+ 2k N5+ 2k 56+ 2 k] keZ
**( 1—-2cos(x)
X sin(x)
* 1. e L "o+ 2k, ls+2kn| keZ
I v2sin(x) -1
*
X tan?(x) — v/3tan(x)
T 20. 5 L 1=/a ket o+ Kt [U) at Kot "o+ k[ keZ
X tan-(x) —1
§21 ezx_ex>1 In(1—4/5) (U]~ In2,In(1++35) [u(l
s > 1—o0,In(1—v3/5) [U] - In 2,In(1+3/s) [U(In 2, +00)
z 22X —5e% +2 * *
* In(x-2
I 22. # o 2,221 49
% vV1-In(x-2)
X -1
Foas BB 1y
X < 11,%:[
* V2 - V251
*
* e¥ +eVii2
X 24 20 i s ]'/2,4+00]
* ec*—e
% 1 JC2—1
* 25. (—) D PP )
;'r( 3
*
E 26, 32 <3V 1-c0,-2]
*
1 D e NN o . S [—4,6+va0/s[
*
z 28, 1085 (X = 7) > 2 132;+00)
% 29. 108y /3(0% — 1) > 2 oo T3, ~ 1 (U113
% 30. 1087 ,0 VI 10Zy /2 10— L oo Jo-ifz, a2\ {1}
* 3L B2 2 B 10 |1 1,2
*
R B2 2V 2 )N X = 4) SO oo 10,e721U11,¢2]
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*
X 33
*
*
¥ 34,
*
b
* 35-
*
b
% 36
*
X
X 37
*
X
* 38

log, XHVEEY > 10¥eval
2x
108y, VB + X — X2 <108, (X = 1) oottt 11,51
In(x) — i I 0 Y [Ve,1[U[e,+oo]
In(x)
10G1, (725 = 75 4 1) > 0 et ]—00,0(
log, (le——l S 1-2/5,~1{U]-1,1[
2—|x+3|
1 1 1
3 In(x) + 3 In(1-x) <In(2) + 3 I D) ot 10,1

Géomeétrie analytique

®Exercice 2.45 Droites

1.
2.

Trouver I'équation de la droite passant par (2,3) et parallele a la droite passant par (7,9) et (3, -2).

Trouver I'équation de la droite passant par (2,6) et (3,10). Quelle est sa pente ? Trouver I’équation d’'une droite qui
lui est parallele et qui passe par (7,2). Quelles sont les intersections de cette droite avec les axes ?

Trouver 'équation de la droite passant par (5, —3) et posséde une pente de 4. Trouver 1'équation de la droite qui
est paralléle a la droite d’équation 5x + 3y = 9 et qui passe par (2,5). Trouver I'intersection entre les deux droites.

CORRECTION.

1. Les droites qui passent par (2,3) ont équation y = m(x —2) + 3 pour m € R. La droite passant par (7,9) et (3,-2) a

—=2-9 _

pente == = %. Par conséquent, la droite cherchée a équation y = % (x—2)+3.

10-6

2. La droite passant par (2,6) et (3,10) a équation y = 3=?(x —2) + 6. Sa pente est 4. L'équation de la droite qui lui
est parallele et qui passe par (7,2) est y = 4(x —7) + 2. Les intersections de cette droite avec les axes sont (0, —26) et
(13/2,0).

3. L'équation de la droite passant par (5, —3) et de pente de 4 est y = 4(x—5) —3. Léquation de la droite qui est parallele
ala droite d’équation 5x + 3y =9 et qui passe par (2,5) est y = — % (x —2) +5. Lintersection entre les deux droites est
(94/17,-15/17).

‘yExercice 2.46 Cercles

2 1. Trouver I'équation du cercle de centre (-2, —5) et rayon 6.

% 2. Ftablir pour quelles valeurs du paramétre k € R I'équation x? + y? + kx — 2y + k> — 2 = 0 représente un cercle.
* Ensuite, en calculer le centre.

CORRECTION.

1. (x+2)%2+(y+5)? =62
2. 0=x?+ )2 +kx-2y+k®-2=(x+k/2)?+ (y—1)* -3+ 2k? : il s'agit de I'équation du cercle de centre (—k/2,1) et
rayon /3 — %kz, d’ot1la condition 3 — %kz >0,ie kel—-2,2].

=)~

‘o-Exercice 2.47 Paraboles

z 1. Calculer les intersections de la droite d’équation y = x + 2 avec la parabole d’équation y = 3x% — 5x + 2.

2 2. Calculer les intersections de la droite d’équation y = 2x — 1 avec la parabole passant par les points (0, 3), (1,8) et
* (=2,-1).

CORRECTION.

1. Lesintersections de la droite d’équation y = x+2 avec
la parabole d’équation y = 3x? — 5x +2 sont (0,2) et
(2,4).
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2. Aucune intersection y
\
\ [
\ [
\ [ 1/
\ /
X
DExercice 2.48 Le crible de MATIYASEVITCH
Tracons la parabole d’équation y = x%. Sur ce 18
graphe, on va considérer deux familles de points : 17 5
* pour tout { = 2, i entier, on note A; le point de 16
coordonnées (—i,i%), — 15 -
* pour tout j = 2, j entier, on note B; le point de \ 14} /
coordonnées (j, j?). \ 13 1 /
Relions tous les points A; & tous les points B;. \ 12 ; /
11
1. Montrer que tous les segments [A;B;] | ‘10 |
croisent I'axe des ordonnées en un point de 9
coordonnées (0, n) avec n € N*. 8
2. Montrer qu'un nombre situé sur I’axe des or- \\ % 7 \ //
données n’est pas premier si, et seulement si, \ P 6 /
un des segments [A; B;] traverse I'axe des or- 5
données en ce point. 4
3
3. Que représente-t-il le nombre de segments \L 2 /
qui passent par les points de coordonnées 1
(0,n) avec n € N* et n non premier ?
Rappel : un nombre n e N* est premier s'il west divi- -4 -3 -2 - 0 1 < b 4
sible que par 1 et lui méme.
CORRECTION.
1. Le segment [A; Bj] appartient a la droite d’équation
i 2
= X—+j=G-Dx+ij
y ey (x=pP+j"=0G-1 J

et il croise I’axe des ordonnées en le point de coordonnées (0,7 j). Comme i, j € N* \ {1}, le produit i j appartient a
N.

2. Un nombre n € N* situé sur I'axe des ordonnées n’est pas premier si, et seulement si, il existe un couple (i, j) €
N*\ {1} tel que n = i j donc si, et seulement si, il existe un couple (i, j) € N* \ {1} tel que le segment [A; B;] traverse
I'axe des ordonnées en ce point.

3. Le nombre de segments qui passent par les points de coordonnées (0, ) avec n € N* et n non premier représente

le double du nombre de diviseurs propres de n si n n’est pas un carré parfait, sinon c’est le nombre de diviseurs
propres de n.

Probléemes

®Exercice 2.49
Un parpaing pése un kilo plus un demi parpaing.
Combien peése un parpaing?

CORRECTION. Soit p le poids (en kilo) d'un parpaing. Ona alors p =1+ g, ce qui donne p =2.
Si on ne veut pas utiliser les équations, considérons une balance a deux plateaux; si on pose un parpaing sur le plateau
de gauche et sur le plateau de droite un kilo et la moitié d’'un parpaing, on est a I'équilibre. Maintenant, si on enleve
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des deux plateaux la moitié d'un parpaing, on est toujours a I'équilibre : sur le plateau de gauche il reste la moitié d'un
parpaing et sur ceux de droite 1 kilo. On conclut que la moitié d'un parpaing pese 1 kilo et donc qu'un parpaing péese 2
kilo.

®Exercice 2.50
Une bouteille et son bouchon cottent 11 €. Sachant que la bouteille cotite 10 € de plus que le bouchon, combien cotite
la bouteille ?

CORRECTION. 10.50€ et le bouchon cotte 0.50 €.

& Exercice 2.51

Un grand aquarium contient 200 poissons. De ceux-ci, 99% sont des poissons rouges. On voudrait que ce pourcentage
baisse a 98%. On décide donc de retirer des poissons rouges. Combien de poissons rouges doit-on enlever de 'aqua-
rium?

CORRECTION. Si les poissons rouges représentent 99% de la population de 'aquarium, cela signifie que “les autres”
correspondent, eux, a 1% : il y a donc deux de ces “autres” poissons. Si on désire que les poissons rouges représentent
maintenant 98% de la population, “les autres”, toujours au nombre de deux, doivent maintenant représenter 2% de la
population. Mais pour ce faire, on doit avoir un total de 100 poissons et il faut donc retirer de 'aquarium, pour que la
représentation des poissons rouges passe de 99% a 98%, un total de 100 poissons rouges!

Exercice 2.52 Paul HaLMOS, “Probléme pour mathématiciens, petits et grands”
On suppose que les concombres sont composés de a% d’eau. On laisse reposer M kilogrammes de concombre pendant
une nuit et le lendemain les concombres ne contient plus que b% d’eau avec 0 < b < a < 100. Quel est le poids des
concombres restantes ?
Considérer par exemple M =500, a =99 et b = 98.

CORRECTION. Avant la nuit, les concombres étaient composés de M x (100% — a%) kilogrammes de matiere solide. La
matiere solide n’a pas changée pendant la nuit et le lendemain elle constitue le (100% — b%) du poids restant, i.e.

M x (100% — a%)kg xkg o M(100—a)
= ainsi x= —
(100% — b%) 100% 100-b

Avec M =500, a =99 et b =98 on trouve x = 250kg.

& Exercice 2.53
Un comité de 70 personnes €lit son président. Deux candidats se sont présentés. Si le premier a obtenu 60% de votes et
le deuxieme deux fois moins, combien d’électeurs se sont abstenus ?

CORRECTION. Le premier candidat a obtenu 60% de votes, le deuxieme 30%, ainsi 100% —60% — 30% = 10% d’électeurs
se sont abstenus, c’est-a-dire 71 x 10% = 7 personnes.

®Exercice 2.54
Un commercial touche une commission de 15% sur les ventes qu’il réalise au cours d’'un mois. Si pour le mois d’avril le
commercial a touché 1400€ de commission, quel est le montant des ventes qu’il a percu en avril 2

CORRECTION. 1%0€ —9333.33€

®Exercice 2.55
D’une maniere générale, le groupe sanguin AB est le plus rare et représente 4% de la population humaine. Le rhésus
négatif, lui aussi, est assez rare (15% de la population uniquement). Sila population totale de la planéte est de 6 milliards
de personnes, combien sont de type AB- ?

CORRECTION. (6 x107%) x 4% x 15% = 36 x 10°
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®Exercice 2.56
Le prix du blé dans un certain pays est indexé sur l'inflation. Au ler janvier 1990, le blé cofitait 140 dollars la tonne.
Linflation de 1990 était de 3%. Par contre, en 1991, le pays a connu une déflation de 1.5%. Combien cofitait une tonne
de blé au ler janvier 1992 ?

CORRECTION. 140 x (14+3%) x (1 —1.5%) = 142,04$

®Exercice 2.57
Lapopulation de I’Allemagne diminue chaque année de 0.3%. Si ala fin de’année 2007 la population était de 82 200 000,
quelle était la population de I’Allemagne a la fin de 'année 2009 ?

CORRECTION. 82200000 x (1 - 0.3%)? = 81707540

®Exercice 2.58
Pendant la période des soldes, Eva trouve un pull marqué 59<€ sur un stand avec une pancarte «—40%p». Elle aime
beaucoup le pull, mais il y a une petite tiche qu'Eva compte éliminer elle-méme. La vendeuse lui propose une réduction
supplémentaire de 10% sur le prix de caisse. Combien Eva payera-t-elle pour le pull ?

CORRECTION. Les deuxréductions ne sont pas a additionner, car la deuxieme ne s’applique qu’au prix «apres la premiere
réduction» (prix de caisse) : 59€ x (1 —40%) x (1—10%) =31.86<.

®Exercice 2.59
Un certain dessert cotite 12€ TTC. Avec la baisse de TVA sur la restauration, de 19.6% a 5.5%, quel sera le nouveau prix
de ce dessert?

1+5.5% _
CORRECTION. 12€ x T 5 = 10.58€

®Exercice 2.60

Antoine place 1000 <€ sur son Livret A. Quel montant recevra-t-il au bout de deux ans si le taux en vigueur pour le Livret
A est maintenu au niveau de 1.2%?

CORRECTION. Notons bien qu’il s'agit des intéréts composés sur deux ans : 1000€ x (1 +1.2%)? = 1024.14 €. Notons
que dans le cas des intéréts simples (non composés), le montant final du placement aurait été 1024 € (les intéréts égaux
a1000€ x 1.2% = 12 € gagnés au cours de chaque année).

®Exercice 2.61
Un capital a été placé dans une banque a un taux annuel de 4.5%. Les intéréts accumulés a la fin de I'année s’éleveront
a126<€. Quel est le montant initialement placé ?

CORRECTION. lfgf =2800€

®Exercice 2.62
Un artisan installe des fenétres dans les habitations. Si un particulier achéte uniquement une fenétre sans installation,
le taux de TVA applicable est de 19.6%. Si un particulier achete une fenétre et commande son installation aupres du
méme artisan, le taux de TVA applicable au produit et au service est de 5.5%. Si le prix HT d’'une fenétre est 600 € et le
prix HT de I'installation est de 150€, quelle est la différence de prix des deux options pour le particulier ?

CORRECTION. Le prixde I'option 1 (fenétre seule) : 600 € x (1+19.6%) = 717.60 €. Le prix de 'option 2 (fenétre et instal-
lation) : (600 € +150€) x (1 +5.5%) = 791.25 €. La différence est donc 791.25€ - 717.60€ = 73.65 €.
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®Exercice 2.63
Sur 1.4 million d’iPhone vendu depuis juin, environ 250000 ont été débloqué grace a des logiciels pirates. Quel pour-
centage représente cela? (Arrondir a 1% pres).

250000 _ 25 _ 5 . _
CORRECTION. 1700000 = 140 = 28 ~0.18 = 18%

®Exercice 2.64
Le service de restauration dans un avion propose un plat au choix : soit de 'agneau, soit du poulet. 42% des passagers
ont commandé I’agneau, 36% ont commandé le poulet, et les autres 55 passagers n’ont pas pris de plat chaud. Combien
y a-t-il de passagers a bord de I'avion ?

X ainsi x = 250

CORRECTION. 55 = 100-42-36

®Exercice 2.65
Un couple achéte un panneau photovoltaique au prix de 1674.40 € TTC. Le gouvernement octroie un crédit d'impot
applicable a ce type d’installation a hauteur de 40% du prix HT. Si le taux de TVA en vigueur applicable aux panneaux
photovoltaiques est de 19.6%, quel est le montant du crédit d'impdt dont bénéficiera le couple ?

CORRECTION. Le prix HT d’'un panneau photovoltaique est de 1674.40€ x (1 — 19.6%) = 1346.22<. Le crédit d'impot
égale 40% de cette somme : 1346.22 € x 40% = 560 <, autrement dit le panneau photovoltaique leur revient a 1674.40 € —
560€ =1114.40€.

®Exercice 2.66

Pendant les soldes un magasin donne une remise de 30%. Le prix non-soldé d’une veste est de 70 <€ ; quel est son prix
soldé ? Le prix soldé d'une chemise est de 21 € ; quel est son prix non-soldé?

CORRECTION. On paye 70% du prix non-soldé :
prix soldé =0.7 x prix non-soldé.

* Veste : pris soldé=0.7 x 70€ =49 €
* Chemise : prix non-soldé=21€/0.7=30€

®Exercice 2.67
64% des éleves d'une classe sont des garcons et 25% parmi ces gargons apprennent I’allemand. Quel est le pourcentage
des garcons qui font de I’allemand dans la classe ?

CORRECTION. Ce sont 16% car 25% x 64% = 0.25 x 0.64 = 0.16.

&Exercice 2.68

| Un prix vient d’augmenter de 25%. De quel pourcentage faut-il le baisser pour revenir au prix initial ?

CORRECTION. Augmenter le prix de 25% revient a le multiplier par 1.25 ou encore par 5/4. Donc, pour revenir au prix
initial on le multiplie par 4/5 ou encore par 0.8 ; autrement dit, on fait une baisse de 20%.

®Exercice 2.69
Un prix subit deux augmentations successives, d’abord de 20%, puis de 50%. Quel est le pourcentage de 'augmentation
globale ? Laugmentation globale serait-elle la méme si le prix avait d’abord augmenté de 50%, puis de 20% ?

CORRECTION. (1+420%) x (14+50%) =1.2x1.5=1.8=1+80% :1'augmentation globale est de 80%, indépendamment de
I'ordre dans laquelle les deux augmentations ont été faites.
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®Exercice 2.70

Un prix subit les variations annuelles suivantes : +25%, —5%, +10%, —10%, —8%, +20%. A combien s'éléve la variation
annuelle moyenne ?

CORRECTION. (1+25%) x (1-5%) x (14+10%) x (1-10%) x (1-8%) x (1+20%) =1.25x0.95x1.10x0.90x0.92x1.20 = 1.30
ce qui correspond a une augmentation annuelle de 30%.

®Exercice 2.71

M. DEZELE fait un emprunt de 100000<€ a sa banque. Le taux d’intéréts est de 3% par an, ou encore (3/12)% par mois.
Chaque mois M. DEZELE rembourse un méme montant a la banque, appelé «annuité constante mensuelle». Apres 10
ans exactement le crédit est entierement remboursé. On note

* t=0.03/12 =0.0025 le taux d'intérét mensuel,

* d =1201a durée du crédit en mois,

* Sy =100000 '’emprunt initial,

* al’annuité constante mensuelle.

1. On suppose que 'emprunt commence le 1" janvier et que le payement de ’annuité se fait a la fin de chaque
mois. On note S; la dette au 1¢' février, S, la dette au 1°" mars, etc. Montrer que S,+1 = (1 + £)S,, — a pour tout
neN.

2. Etablir la formule qui donne I'annuité a en fonction de la durée du crédit, du taux d’intérét et du montant initial
de 'emprunt.

3. Utiliser cette formule pour calculer I'annuité de M. DEZELE. Quel est le montant total des intéréts payés lors de
ce crédit?

CORRECTION.

1. Ona Sy =100000. Comme il faut payer des intéréts, ala fin du premier mois le montant a rembourser est de (1+1£)Sp.
Apres remboursement de la premiere annuité il reste donc S; = (1 + ) Sy — a et ainsi de suite. On trouve alors

Spt1=0+0S,—a, pour tout 7 € N.
2. D’apres la formule qu’on vient d’établir on trouve
S$,=0+0)S-1—a
=1+0((Q+DSp—2—a)—a
=(1+1)2Sp—2— (t+ D +1a
=(1+0%((1+ HSp—3—a)—(t+1)+1a
=(1+103Sy-3— (1+0*+(+ D+ Da.
Par une récurrence on montre que
Su=0+0 Sy — A+ 4+ QA+ 0%+ (t+ 1D +1Da, pour tout k=0,1,...,n.
Le coefficient de a est une suite géométrique donc

aQ+n*-1
—a
r

Comme on connait Sy et on sait que S; = 0 car apreés d mois le remboursement du crédit est terminé, pourx = n=d
on obtient

Sp=0+0S;—x—

1+0%-1
0:Sd:U+¢ﬂSm—L——%——a,

ce qui permet de donner I'annuité a par la formule
t(1+1) dS()
a=———.
1+nd-1

3. L'annuité de M. DEZELE est alors

0.0025 x 1.00252° x 100000
a=
1.0025120 — 1

Au total, M. DEZELE rembourse 120 x 956.61 € =~ 115873.20<. Les intéréts payés lors de ce crédit s’éleve donc a
15873.20€.

~956.61.
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®Exercice 2.72
En Irlande, le prix d'un certain livre est 12.5€ HT ou 13.1 € TTC. Quel est le taux de la taxe sur la valeur ajoutée appli-
cable aux livres en Irlande ?

CORRECTION. TVA =

13.1€ _
125€ 1=4.8%

®Exercice 2.73
Dans quelle proportion faut-il mélanger une solution a 40% d'un certain produit avec une solution a 90% du méme
produit pour obtenir une solution a 60% ?

CORRECTION. Sion appelle p la proportion de la solution a 40%, alors la proportion de la solution a 90% est (1 — p). Dans
un tel mélange, le total des deux fractions (proportions) est évidemment 1 car (p + (1 — p) = 1). La proportion de produit
pur dans le mélange est: 0,4p +0,9(1 — p) =0,9—0,5p. Mais c’est aussi 60% soit 0,60 donc on obtient :

0,6=0,9-0,5p

0,5p=0,3

d’'ot1 p=0,3/0,5=3/5=0,6 s0it 60%. Il faut donc mélanger 6 volumes de solution a 40% avec 4 volumes de solution a 90%
pour obtenir 10 volumes de solution a 60%.

®Exercice 2.74
Pour tenir le feu dans la cheminée pendant 5 heures, il faut 3kg de bois. Combien de kg de bois faut-il pour tenir le feu
pendant 24 heures ?

3kg _ xkg
CORRECTION. =¥ = 5% donc 14.4kg.

®Exercice 2.75
Une voiture consomme 6L d’essence pour 100km. Combien de kilometres peut-on parcourir avec un réservoir plein
dont les dimensions sont 20cmx30cmx70cm ?

CORRECTION. 20cmx30cmx70cm=42000cm®=42L

6L _ 42L —
100km — xkm donc x = 700km

®Exercice 2.76
| La distance entre New York et Los Angeles est 3950km. Quelle sera cette distance sur une carte 1+ 10000000 ?

km

1 _ X
CORRECTION. 15500000 = 3950km donc 39.5cm.

®Exercice 2.77
Une chambre a les dimensions 10m par 15m. Sur un plan de 'appartement, la longueur de la chambre est de 10cm.
Quelle sera sa largeur sur le plan, en cm?

10cm 15m

CORRECTION. ~ == = {5~ donc 6.7 cm.
®Exercice 2.78

La longueur de I'équateur de la Terre est de 40000km. Sur un globe d’école, 'équateur mesure 80cm. A quelle échelle
le globe a-t-il été réalisé ?

80 _1 51
CORRECTION.  g555000000em = 3 donc le globe est a 1 +50000000.
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®Exercice 2.79
Un épicier a compté par erreur un poids de 50 g au lieu d'un poids de 20g dans une pesée qu’il a estimée a 375g d’épices.
Celles-ci cotitent 28 euro le kilo. Quelle somme a-t-il demandée en trop ?

CORRECTION. Lépicier a fait payer 30g en trop etl'on a % = io—€g donc il a fait payer 0.84 € en trop.

®Exercice 2.80
Le litre de bon lait pése 1.030kg. On acheéte 15 litres de lait qui pésent 15.375kg. Montrer que le lait n’est pas pur. Quelle
quantité d’eauy a été mélangée ?

CORRECTION. SilL de bon lait pese 1.030kg alors 15L de bon lait pesent 15.45kg : le lait n’est pas pur.
1L d’eau pese 1.000kg et 1L de bon lait pese 1.030kg. Puisque 15L de lait pésent 15.375kg, cela signifie que 5/6&éme sont
de bon lait et 1/6 d’eau. En effet, si on note a la fraction de bon lait et b la fraction d’eau du mélange, on a

15.375kg = a x 15 x 1.030kg + b x 15 x 1.000kg
a+b=1

®Exercice 2.81
Nina voudrait estimer la distance entre Paris et Berlin en consultant la carte dont I'échelle est indiquée comme
1:5000 000. Elle mesure la distance avec une regle et obtient 21 cm. Quelle est la distance entre Paris et Berlin ?

CORRECTION. L'échelle «1+5000000» indique que chaque centimetre sur la carte correspond a 5000000 cm sur le terrain,
ce qui égale 50000m ou 50km. La distance entre Paris et Berlin égale donc 21 x 50km = 1050 km.

®Exercice 2.82
Si une bonbonne pleine de lait pese 25kg et que la méme bonbonne a moitié pleine (ou a moitié vide selon votre
conception de la vie...) pese 13kg, combien pese la bonbonne vide ?

CORRECTION. Soit L le poids du lait contenu dans la bonbonne lorsqu’elle est pleine et T le poids de la bonbonne vide,
ona

L+ T =25,

LyT=13,

ainsi T = 1kg.

®Exercice 2.83
Plusieurs métaux fondus ensemble constituent un alliage. Pour diverse raisons (dureté, couleur.. .), les bijoux dits en or
ne sont jamais faits uniquement d’or. Par exemple, un bijou en or jaune est un alliage composé d’or pur, d’argent et de
cuivre. Un bijou en or pesant 16 grammes contient 12 grammes d’or pur. En gardant la méme proportion dans 'alliage,
combien d’or pur contiendrait un bijou de 24 grammes ?

CORRECTION. Un simple calcul de proportion nous permet de trouver la solution : 12: 16 = x : 24 donc ce bijou contient
x =18 grammes d’or pur. Par définition, les carats indiquent la masse d’or pur (en grammes) contenue dans 24 grammes
d’alliage. Nous avons ainsi un bijou de 18 carats. Le carat indique le degré de pureté d'un métal précieux. Attention, le
carat est aussi une unité de masse utilisée par les joailliers. Elle correspond a 0,2 grammes.

®Exercice 2.84
Un pack «raquette + balle» cotite 1.10€. Vous avez déja une raquette et vous ne voulez acheter que la balle. Le vendeur
ne se souvient plus du prix de la balle, mais il dit : «Je me souviens que la raquette cotite un euro de plus que la balle».
Combien cofite la balle seule ?
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CORRECTION. Soit r le prix de la raquette et b le prix de la balle, on a

r+b=1.10,
r=b+1,

ainsi b =0.05€.

®Exercice 2.85
Paul et Marie ont acheté des pommes. Si Paul donne 5 de ses pommes a Marie, elle aura autant de pommes que lui. Si
Marie donne 5 de ses pommes a Paul, il aura 5 fois plus de pommes qu’elle. Combien de pommes Paul et Marie ont-ils
acheté ensemble ?

p-5=m+5,
5(m-5)=p+5

CORRECTION. Soit p le nombre de pommes de Paul et m le nombre de pommes de Marie. Alors { ainsi

p=20et m=10.
®Exercice 2.86

Dans un panier de fruits, 1/7 de tous les fruits sont des ananas, 3/8 des pamplemousses et 2/5 des nectarines. Si les 23
fruits restantes sont des pommes, combien d’ananas y a-t-il dans le panier ?

CORRECTION. Soit F le nombre total de fruits, A le nombre d’ananas, P le nombre de pamplemousses et N le nombre
de nectarines. Alors

1
IF
3

SF,

2

2K,
23=F—-A-P~-N,

A
P
N
ainsi F =280 donc A = 40.

®Exercice 2.87

1> 2> 3 4= 59 6~ 7= 8h 9= 10= 11« 12— 13 =»
142 15¢ 167 17w 18> 19® 20 21N 22= 23 24\ 25 26 «
27> 280 29= 30¢ 31~ 32> 33> 344 35> 36> 372 38% 39
40w 41 423> 433  44Y 45D 46> 47> 48> 498 50 € 51> 52
53 54= 55= 56= 57> 58» 59 600 61~ 62> 63> 644 65 >
66 67> 68¥% 69 70e@ 71 72> 73w 74D 75 o 767 77 - 78 =
79» 80 81> 82« 83w 84> 85w 86| 87— 88 » 89w 90 = 91 %
92= 934 94N 95 96) 97> 98+ 99=> 100€ 1017 102§ 103« 104%e

1. Pense a un nombre de deux chiffres (par exemple : 78) ;

2. calcule la somme de ces deux chiffres (dans 'exemple : 7+8 = 15) ;

3. soustraie cette somme au nombre initiale (dans I'exemple : 78 — 15 =63) ;

4. regarde quel symbole correspond au numéro obtenu (dans 'exemple : =).
Montrer que, quelque soit le choix initial, le symbole obtenu est toujours =.

CORRECTION. Un numéro de deux chiffres s’écrit comme 10x + y. On obtient alors le numéro 10x+ y— (x+y) =9x :
quelque soit le choix initiale, le numéro obtenu est un multiple de 9. On remarque que dans le tableau tous les multiples
de 9 ont le méme symbole ©.

®Exercice 2.88

| Le prix d'un carton est 5 € -m~2. Vous achetez un rectangle de 120cm x 30 cm. Combien ¢a cotite ?

CORRECTION. Laire du carton est 1.2m x 0.3m = 0.36m?. On paye donc 0.36m? x5 € -m~2 = 1.80 €.
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®Exercice 2.89
André gagne 1500 € net par mois. Il en déduit un tiers pour son loyer, 10 € par jour pour les repas, 60 € pour ses frais de
transport et une centaine d’euros pour des frais divers. Quel est le montant qui reste a la disposition d’André ? (Compter
30 jours par mois).

CORRECTION. 1500€ — 150 € —30 x 10€ - 60€ — 100€ =540 €

®Exercice 2.90
Chez un boucher, un acheteur prend un kilo et demi de beeuf a 24 € le kilo, quatre cotes de porc, chacune pesant 100g,
a11€ le kilo, et deux cailles a 3.5 € la piece. Quel est le montant total des achats 2

CORRECTION. (1.5kgx24 € kg™l )+4x(0.1kgx11€ kg™ )+2x (3.5€) =47.4€

®Exercice 2.91
11 faut vider un chauffe-eau en forme de cylindre horizontal qui occupe un espace de 60cmx60cmx 1 m. Si le chauffe-
eau a été vidé en 1.5h, quel est le débit du tuyau d’évacuation en L-min~!?

CORRECTION. Les dimensions présentées vous donnent les mesures du cylindre : 60cm de diameétre et 1 m de hauteur.
Convertissons les dimensions en décimeétres afin de faciliter le calcul en litres : 6dm et 10dm. Le volume du cylindre est
V = nR?h o1 R est le rayon du fond et & est la hauteur. Ici, le volume égale V = 7R?>h = 9077L =~ 282.6 L. Le débit du tuyau

est alors % = % ~188.4L-h"!'=3.14L-min L.

®Exercice 2.92
Mes 4 perroquets bleus mangent 4kg de graines en 4 jours. Mes 5 perroquets verts mangent 5kg de graines en 5 jours.
Mes 8 perroquets oranges mangent 8kg de graines en 8 jours. Quels sont les perroquets qui ont le plus d’appétit ?

CORRECTION. 4 perroquets bleus mangent 1kg de graines en 1 jour donc 1 perroquet bleu mange 0.25kg de graines en 1
jour. De la méme maniere on trouve qu’l perroquet vert mange 0.20kg de graines en 1 jour et 1 perroquet orange mange
0.125kg de graines en 1 jour, donc les perroquets bleu ont le plus d’appétit.
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Fonctions d’'une variable réelle

{@Définition Fonction T
R R

Une fonction est un procédé qui a tout nombre réel x
d’'un ensemble 2 de R associe un unique nombre réel
noté f(x). Onlanote:

f:9r—R
x— f(x)

ol 9y est 'ensemble de définition de la fonction f, x la
variable et f(x) I'image de x par la fonction f.

sk Remarque
1. Lorsque I'ensemble de définition d'une fonction n'est pas donné, il faut le préciser : c’est le plus grand ensemble

des réels x pour lesquels f(x) est bien défini.
2. Attention : ne pas confondre la fonction f etle réel f(x).

3. Lavariable x est muette, on pourrait trés bien écrire t — f(f) ou encore Q — f(Q).

s Exemple

On peut définir une fonction de différentes manieres :
1. al’aide d’'une expression : f(x) = ﬁ avec Py =R\ {-1};

six <0,

2. al’aide de plusieurs expressions : g(x) = { avec Zg =R;

cos(x) six=0,

3. al’aide de certaines courbes, par exemple un électrocardiogramme.

@Définition Ensemble image d'une fonction
Soit f une fonction définie sur un ensemble 2, on appelle ensemble image, noté f(2y), 'ensemble des images de tous
les réels de I'ensemble de départ P :

F@p={fx)|xe2}.

4 Exemple
| Pour les fonctions de I'exemple précédent, on trouve f(R\{-1}) = R* et g(R) = [-1,1].
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{@Définition Antécédent
Soient f une fonction définie sur un ensemble 2 et y un réel. On appelle antécédent de y par f tout réel x de 2y tel

que f(x)=y.

ssRemarque
| Un réel peut avoir un ou plusieurs antécédents ou n’en avoir aucun !

Définition Graphe d'une fonction
Soit f une fonction définie sur un ensemble 2y, on appelle graphe de f sur Z¢ I'ensemble des points d’abscisse x et
d’ordonnée f(x), ot x appartienta Py :

Cr={(x,f(x)) | xeDf}.

Léquation y = f(x) est appelée équation cartésienne de la courbe représentative de f.

{@Définition Restriction d'une fonction

Soient f une fonction et 2 son ensemble de définition. Soit A une partie de 2y, la fonction f est bien définie sur A et
on appelle restriction de f a A, la fonction notée fj4 définie par
fIA: A—-R
x— f(x)
y y
\CfIA
\ Cr AN / [
L/ X “la | X

s Exemple

| En considérant la fonction g du premier exemple on a g|(o;+co[ = COS.

st Remarque
Lorsqu’il n'y a pas de confusion possible, il arrive que l'on utilise la notation f pour désigner fj4. Par exemple,

cos: [0,2n] — R.

@ Définition Composée de fonctions
Soient f: 2y — Ret g: D¢ — R deux fonctions telles que f(Pf) = P¢. On appelle composée de f par g la fonction notée
go f définie sur 2 par

gof:x—g(flx).

gof

~

P L @) _ & R
X f(X) — g(f(x)

“¢Exemple

| La fonction u: t+— cos(wt + ¢) s’écrit sous la forme composée u= go f avec f: t— wt+ @ et g: x— cos(x).

st Remarque
En général on n’a pas nécessairement f(9r) < Y. Dans ce cas, 'ensemble de définition de go f est 'ensemble des

points x de 'ensemble de définition de f dont 'image par f appartient a ’ensemble de définition de g :

@gon{x€@f|f(x)€@g}.

48 © G. FACCANONI



Vendredi 25 juillet 2014 3 Fonctions d'une variable réelle

f g

R R

/\R/_\

9 Exemple
La fonction h: x — /1 — x s’écrit sous la forme composée h = go f avec
f: R—R 8: Ry —R
x—1-x x— v/x.

On a d’autre part
Dp={xeR|1-xeR;}={xeR|[x<0}=]-00,1].

Une fonction f fait correspondre une (et une seule) valeur y a chaque valeur x € 2. Dans certaines situations, il est
intéressant d’'inverser ce processus et de retrouver la ou les valeurs de x qui ont conduit a une valeur y particuliére.

@Définition Fonction réciproque
Soit f: ¢ — R une fonction et notons B = f(9y) I'ensemble image. Si a chaque élément y € B correspond une et une
seule antécédent x € P, alors la loi qui a y associe son unique antécédent x définit une fonction f 1:B—9 rquel’on
appelle fonction réciproque ou fonction inverse de f.

Les fonctions qui possédent une réciproque sont dites inversibles. Lorsque f: 2y — R est inversible, on a f f) =x
pour tout x € P et f(f~Y() = y pour tout y € B.

<9 Exemple
Lensemble image de la fonction f: R — R définie par f(x) = x% est B = [(@y) = f([R) =Ry.. Cette fonction n’est pas inversible car les
valeurs positives de y possedes deux antécédents. Lensemble image de la fonction g: Ry — R définie par g(x) = f(x) est encore R
mais cette fonction est bien inversible car a chaque valeur de y € B correspond une et une seule valeur x € R, telle que x* = y.

AAttention
| Ne pas confondre f~!(x) avec [f(x)] ™ = ﬁ

3.1 Graphes

Lensemble des points (x, y) du plan dont les coordonnées satisfont y = f(x) forme le graphe de la fonction f. Puis-
qu’'une fonction f associe une et une seule valeur f(x) a chacun des points x de son domaine, une droite verticale coupe
le graphe d’'une fonction en au plus un point. Lorsque 'on modifie la formule définissant une fonction, le graphe de la

fonction se transforme. Certaines modifications de la formule induisent des transformations élémentaires du graphe.
y

@Définition Translation verticale /—\ Y= fw+1

Soit g(x) = f(x) + c. Lorsque c est positif, le graphe de g s’obtient en
translatant le graphe de f vers le haut de ¢ unités. Lorsque c est négatif, \/ y=r@
la translation se fait vers le bas. x
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y=flx+1)
¥ y=f

{@Définition Translation horizontale
Considérons la fonction g(x) = f(x + ¢) pour un certain ¢ = 0. La va-
leur de g en 0 est égale a la valeur de f en c. Le graphe de g s’obtient
en translatant le graphe de f vers la gauche de ¢ unités. Lorsque c est
négatif, la translation se fait vers la droite.

{@Définition Dilatation ou contraction verticale
Soit g(x) = cf(x) pour un certain c. La valeur prise par g en 1 est égale
a la valeur prise par f en 1. Lorsque ¢ = 1, le graphe de g s’obtient par y=2/
dilatation du graphe de f suivant 'axe y d'un facteur c. Lorsque 0 < y=f
¢ < 1, le graphe de g s’obtient par contraction de celui de f. Lorsque
¢ est négatif, la transformation obtenue est une symétrie par rapport a
I'axe x, suivie d'une dilatation ou d'une contraction d'un facteur |c|.

X

{@Définition Dilaration ou contraction horizontale
Soit g(x) = f(cx) pour un certain c. La valeur prise par g en 1 est égale

a la valeur prise par f en 1. Lorsque ¢ = 1, le graphe de g s’obtient

par contraction du graphe de f suivant I’axe x d'un facteur c. Lorsque —\ y=J
0 < ¢ =1, le graphe de g s’obtient par dilatation de celui de f. Lorsque \ *

¢ est négatif, la transformation obtenue est une symétrie par rapport a y=rfex

I'axe y, suivie d'une dilatation ou d'une contraction d'un facteur |c|.

Définition Graphe fonction réciproque
Le graphe de la réciproque de f est le symétrique du graphe de f par
rapport a la droite d’équation y = x.

p Exemple
Considérons la fonction f(x) = ax? + bx + ¢ pour a # 0. La fonction se décompose en

b

2 b?-4sac
f(x):ax2+bx+c:a(x+2— -
a

4a

Le graphe de la fonction g(x) = x% est une parabole pointée vers le bas. Le graphe de la fonction f s’obtient au départ de celui de g en
procédant aux transformations successives suivantes : translation horizontale de b/ (2a) unités, dilatation ou contraction horizontale
d’'un facteur g, translation verticale de f(bz —4ac)/(4a) unités.

{@Définition Parité et périodicité d’'une fonction
Soit f: 2 —Rune fonction, on dit que
* f est une fonction paire si pour tout réel x de 97 on a

-X€Df et  f(=x)=f);
* [ estune fonction impaire si pour tout réel x de 95 on a
-X€Dy et  f(=x)=-f(x);
* f estune fonction périodique de période p > 0 (ou p-périodique) si pour tout réel x de P on a
X+peEDy et flx+p)=f(x).

Si p est une période de f, tout multiple de p en est une. On considérera toujours la plus petite période strictement
positive.
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< Exemple

Les fonctions cos et x — X2

3

sont paires. Les fonctions sin, x — ax et x — x° sont impaires. Les fonctions cos et sin sont périodiques

de période 27, la fonction tan est périodique de période 7. La fonction x — x — E(x) est périodique de période 1.

skRemarque
* Les définitions de parité/imparité imposent que 'ensemble de définition de f soit «symétrique par rapport a 0».

* La courbe représentative d'une fonction paire est symétrique par rapport a 'axe des ordonnées, autrement dit, si
(x,y) est un point du graphe d'une fonction paire, alors le point (—x, y) appartient également au graphe. Les points
(x,y) et (—x, y) sont disposés de maniere symétrique par rapport al’axe y.

* La courbe représentative d'une fonction impaire est symétrique par rapport a 'origine, autrement dit, si (x, y) est
un point du graphe d’une fonction paire, alors le point (—x, —y) appartient également au graphe. Les points (x, y) et
(—x,—y) sont disposés de maniére symétrique par rapport a l'origine.

* Lunique fonction f: 2 — R qui est a la fois paire et impaire est la fonction identiquement nulle.

* La courbe représentative d'une fonction p-périodique est invariante par translation horizontale de p-unités, autre-
ment dit, si (x, y) est un point du graphe d’'une fonction p-périodique, alors le point (x + p, y) appartient également
au graphe.

#Théoreme

1. La somme de fonctions paires est une fonction paire.
La somme de fonctions impaires est une fonction impaire.
Le produit de fonctions paires est une fonction paire.

Le produit d'une fonction paire et d'une fonction impaire est une fonction impaire.

oo wN

Si f: x— f(x) est p-périodique, g: x — f(mx) est %—périodique.

skRemarque
La majorité des fonctions ne sont ni paires ni impaires. Elles peuvent toutefois étre décomposées de maniére unique en

la somme d’une fonction paire et d'une fonction impaire. Soit la fonction
f:27—R
x— f(x)

On définit les deux fonctions f}, et f; de 2 a valeur dans R définies par f,(x) = W et fi(x) = w On vérifie
sans difficulté que f, est paire et que f; estimpaire et qu'on a bien f = f}, + f;.

Exemple
La fonction f(x) = (1 —x)/(2 + x) que I'on considere que le domaine R\ { —2,2} n'est ni paire ni impaire. Sa décomposition donne

-

1(l-x 1+x) 1({l-x 1+x)\ 2+x*® —3x
fO=c|—F+— |+ |7— | = +—-
2 2+4x 2-x) 2\2+x 2-x) 4-x2 4-x2
—— =

fpx) fix) fp) fi(x)
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3.2 Fonctions puissances.

On appelle fonction puissance r € R 'application définie sur R’ par

x—x.
o Dérivées Les propriétés connues pour les exposants rationnels sont prolongées; en particulier (x")' = rx"~!, (x")" =
rir—1x""2...
Remarquez bien qu'ici I'exposant est constant.
* Monotonie
% Pour r <0, la fonction x — x" est décroissante de +oco a 0.

* Pour r >0, la fonction x — x” est croissante de 0 a +oo. Dans ce cas on peut prolonger la fonction par continuité
en 0; la fonction prolongée est dérivable en 0 si r > 1.

e Limites
* Pour b>0ona nw
n(x
lim =0; lim x?Inx=0.
X—+0c0 x x—0*
*x Poura>letbeRona B
a
lim — =+c0
X—+00 xb
* Poura>1lona
. In(x)
Ii =
x—+oo X
e Représentation graphique
y r>1 =1

O0<r<l1

r<o0

Propriété x” =e'n@,
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pour asymptotes :

ax+b
x+d

 Cas particulier La fonction x —

1
x

transformations élémentaires car

3.3 Fonctions homographiques.

f=1

ax+b
x+d

1. On part du graphe de la fonction x — J—lc,

1
=a+b-ad)——

x+d’

2. en translatant ce graphe vers la gauche de d unités on obtient le graphe de x — ﬁ,

n'est pas définie a I'origine. Son graphe est une hyperbole équilatére ayant les axes

o Cas général Les fonctions homographiques sont les fonctions définie sur R\ {—d} a valeurs dans R\ {—b/a} par x —
. On peut obtenir le graphe d'une fonction homographique au départ de celui de x — % en procédant a des

3. en dilatant le graphe ainsi obtenu suivant 'axe y par un facteur (b — ad) on obtient le graphe de x — (b —

ad) g,

4. en translatant le graphe obtenu vers le haut de a unités on obtient le graphe de x — a+ (b—ad) 5

1

» Représentation graphique Le graphe final est celui d'une hyperbole équilatére dont les asymptotes sont paral-

leles aux axes et se coupent en (—d, a).

o Limites

Casb—ad<0
Casb—ad>0 y :
; foy=22 [y
----------- R l///7 :(—11,@)

: (_dy a) 1
: ! x
! ! flx) =
1 1
1 1
1 1
1 1

* Sib-ad >0 alors

_ ax+b + ax+b I ax+b N
im im =a im =—00 im = +00
x—-c0 x+d x—+o0 x+d x——d- x+d x——dt x+d
* Sib-ad <0 alors
im ax+b at m ax+b  _ ax+b N im ax+b
x—-00 x+d x—+o0 x+d x—-d- x+d x——dt x+d
. ax+b\"W -1)"n!
o Dérivées Pour n € N*, la dérivée n-eéme est ) =(b- ad)L
+d (x+d)n+!

© G. FACCANONI
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3.4 Fonction logarithme népérien.

La fonction “In” est définie pour x > 0 par

In(1)=0
(n(x)'=1 vx>o.

« Propriétés algébriques Va>0,Yb>0,Vre@
In(ab) = In(a) +In(b); In(a") =rlna; In(a/b) =In(a) —In(b).

In(x) ~0

e Limites lim In(x) =-o00, lim In(x)=+4o0o0, lim xIn(x)=0, lim
x—0* X—+00 x—0t x—+oo x

e Monotonie et dérivées
* Elle est strictement croissante, de classe €°(R}).
* (In(x)) = % et la dérivée n-eme est (In(x))™ = (=) xn.
* La dérivée en x = 1 étant égale a 1, on a aussi In(1 + x) = x + o(x?) au voisinage de 0.

» Convexité La fonction In est concave sur ]0, +oo[ ce qui entraine
Vx>-1, In(1+x) < x.

» Représentation graphique

f(x) =In(x)

L'unique solution de I’équation In(x) = 1 est notée e (e = 2,718).

3.5 Fonction exponentielle.

La fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction In; elle est définie sur R a valeurs dans ]0, +oo[; elle
est notée exp ou x — e* :
y=e* < x=In(y).

 Propriétés algébriques VaceR,VheR,VreQ
eV =e%-e” e =(eY; e =—; eV =—.

X
e Limites 1lim ¢*=0", lim e*=+oco, lim xe*=0, lim — =+oo,
X——00 X—+00 X——00 X—+00 X
e Monotonie et dérivées
x Elle est strictement croissante
* Elle est de classe € (R}) et la dérivée n-eme est égale a elle méme : (e = ¥,
* La dérivée en x = 0 étant égale a 1, on a aussi e* — 1 = x + o(x?) au voisinage de 0.

» Convexité La fonction exp est convexe sur R ce qui entraine

VxeR, l1+x<e”.
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o Représentation graphique

fx)

Lunique solution de I'équation e* =1 est x = 0.

3.6 Fonction logarithme de base a.

La fonction logarithme de base a (a > 0, a # 1) est la fonction définie par

In(x)
In(a)’

Vx>0  log,(x):=

 Propriétés algébriques Ses propriété algébriques sont les mémes que celles de la fonction In.
« Dérivées (log,(x)) = 1

o Représentation graphique

f(x) fx) =log,(x),a>1

f(x)=log,(x),a<1

3.7 Fonction exponentielle de base a.
La fonction exponentielle de base a (a > 0) est la fonction définie par
VxeR  a*:=eN@,
Remarquez bien qu’ici la variable est en exposant. Pour a # 1 c’est la fonction réciproque de la fonction log,, :
y=a* < x=log,(y).
xy/

o Dérivées Sa dérivée est (a*)' = a*lna.
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» Représentation graphique

fx)

fx)=a*,a>1

fx)=a*, a<1

X

# Echelle logarithmique et repéres (semi)-logarithmiques

56

Echelle logarithmique Léchelle logarithmique est une alternative a 'échelle linéaire. Elle peut s’avérer préférable

lorsqu’on étudie un phénomene utilisant une gamme étendue de valeurs car elle espace les valeurs faibles et
rapproche les valeurs fortes.

Léchelle logarithmique n’est définie que pour des valeurs strictement positives. Une base logarithmique b est
choisie, correspondant a un type de logarithme, les plus courants étant le logarithme népérien In (en mathé-
matiques), le logarithme décimal log,, (en biologie) et le logarithme de base 2 log, (en informatique). Toutes les
autres bases restent possibles, elles sont seulement plus rarement utilisées. Les échelles obtenues sont identiques
a un rapport pres, seuls les calculs de pente seront différents.

Lorigine (le zéro) de I'échelle correspond 2 la valeur b° = 1; vers la droite (ou vers le haut), le nombre b est placé
A une unité de l'origine, b* a deux unités, b® a trois unités, etc. Vers la gauche (ou vers le bas), on trouve les
puissances négatives de b : b~1 =1/b aune unité, b2 = 1/b? 4 deux unités, etc. Plus généralement, un nombre x
est placé sur I'échelle a une distance log;, (x) : c’est sa coordonnée logarithmique.

Par exemple, si on utilise le logarithme décimal, la distance qui sépare 1 de 10 est la méme que celle qui sépare
10 de 100 et celle qui sépare 0.1 de 1 car log;;(100) —log;,(10) = log;,(10) —log;,(1) = log;,(1) —log;,(0.1). En
revanche, la distance qui sépare 1 de 2 est égale a celle qui sépare 10 de 20 mais est supérieure a celle qui sépare 2
de 3 carlog;((2) —log;,(1) = log;,(20) —log;,(10) = log;,(4) —log,((2) >log;((3) —log;,(2). Pour I'échelle linéaire,
deux graduations dont la différence vaut 10 sont a distance constante.

Sur ce type d’échelle, les grands nombres sont comprimés trés proches de I'origine et facilement représentés (en
base 10 par exemple, un nombre dix fois plus grand est seulement une unité plus loin), en revanche les nombres
entre 0 et 1 sont dilatés et tres vite renvoyés vers 'infini négatif. Pour 1'échelle logarithmique de base b, deux
graduations dont le rapport vaut b sont a distance constante.

Repéres semi-logarithmiques Un repére semi-logarithmique est un repere dans lequel I'un des axes, par exemple ce-

lui des abscisses (x), est gradué selon une échelle linéaire, comme les graduations d’'un metre courant, alors que
I'autre axe, ici celui des ordonnées (y), est gradué selon une échelle logarithmique. Le repére semi-logarithmique
en y permet de représenter des phénomenes exponentiels ou, plus généralement, des mesures s’étalant sur plu-
sieurs ordres de grandeurs comme prenant des valeurs proches de 1 ou proches de 10°. Ce type de repére permet
aussi d’évaluer les taux de croissance d’'une variable évoluant avec le temps. Quel que soit le niveau de la va-
riable, des taux de croissance identiques seront représentés par des segments ayant la méme pente. On peut ainsi
comparer des taux de croissance en faisant abstraction des effets d’échelle.

Repére logarithmique Un repére log-log est un repeére dans lequel les deux axes sont gradués selon une échelle loga-

rithmique.

“9Exemple

Représentation graphique des fonctions f(x) = 10%, g(x) = x et h(x) = log;((x) dans un repere
* linéaire en x et en y (en haut a gauche)

* linéaire en x et logarithmique de base 10 en y (en haut a droite)

* logarithmique de base 10 en x et linéaire en y (en bas a gauche)

* logarithmique de base 10 en x et y (en bas a droite)
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Lineaire

Lineaire

Linear-Linear

C @) =107
01— gla)=a

[ == ha)=logy(e) |

s flz) =107
— glz)=x =
== h(z)=logy(e) ||

Lineaire

Semilogy

Semilogx
T

Lineaire

10 12

== h(z)=logy(z)

®Acidité d’'une solution
En chimie, on mesure I'acidité d'une solution par son pH. Le p H d’une solution est défini par

@ Exemple Acidité de quelques aliments

© G. FACCANONI

®Intensité d'un son
En acoustique, on mesure l'intensité d'un son en décibels :

Log-log

- flz) =10"
— g(z)=2
== Nz)=logy(z)

pH = —log,([H"])

Aliment pH

Banane 45-47
Raisin 3.0-3.3
Orange 3.0-4.0
Citron 1.8-2.0
Lait 6.3—-6.6
Epinards 5.1-5.7

I=10log,, (]i)
0

Origine du son Intensité
Limite de perception 0dB
Bruissement de feuilles 10dB
Chuchotement 20dB
Automobile 50dB
Conversation ordinaire 65dB
Marteau piqueur a 3m 90dB
Limite de la douleur 120dB

ot [H™"] désigne la concentration molaire en ions H* de la solution. Plus le p H d’une solution est faible, plus sa concen-
tration en ions est élevée et plus la solution est acide.

ol J est la puissance acoustique du son (en W-m™!) et Jy est la plus faible puissance audible par un humain 4 une
fréquence de 1kHz (Jo = 1072 W-m™!). Cette définition est telle que la plus faible puissance audible par un étre humain
est égale a 0dB. La gamme d’intensité perceptible a |'oreille humaine va de 0dB a 120dB qui correspond au seuil de
douleur. Voici I'intensité de quelques sons :
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/9 Exemple
Un haut-parleur d’'une puissance de Q watts disposé a une distance de R metres d'un observateur développe une puissance acous-
tiquede J = Q/4n JoR®)W-m™!. L'intensité du son est (en décibels)

I=10logq ( ) =10 (log((Q) —log;((4m) — 21log; o (R) —log; (o)) -

_Q
47 JoR?

Si Q =100W on obtient I = 129 -20/0g1¢(R) : un observateur situé a une distance de 1 m d'une source de 100 W percoit une intensité
de I = 129dB, qui dépasse la seul de la douleur. A une distance de 10m I'intensité n’est plus que de 109 dB.

®Intensité d'un tremblement de terre
En géologie, on utilise 'échelle de Richter pour mesurer la vigueur des tremblements de terre. Lamplitude d'un trem-
blement de terre est donnée par

R:logm(%)+B

ol a désigne 'amplitude (mesurée en microns) des oscillations a la station de réception, T désigne la période (en
secondes) et B est un facteur empirique qui est fonction de la distance entre la station de réception et de I'épicentre du
tremblement de terre. Pour une distance de 10000km on a typiquement B = 6.8.

s Exemple

Si, lors de secousses successives, la période des oscillations générées par un tremblement de terre reste inchangée mais 'amplitude

est multipliée par 10, I'intensité du tremblement de terre sur I’échelle de Richter augmente d’'une unité.
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3.8 Fonctions gaussienne.

0 . , . ~ -_— 2
La fonction gaussienne est définie sur R a valeurs dans ]0, +oo[ par x — e * .
2 2
e Limites lim e =0*, lim e * =0".
X——00 X—+00
» Monotonie La fonction gaussienne est de classe ¥ °(R), croissante pour x < 0, décroissante pour x > 0 et
2 _2 2 .2
(e =-2xe™ ", (e =—2xe™* (1-2x%).

» Représentation graphique

fx

3.9 Fonction logistique (ou sigmoide).

La fonction logistique est définie sur R a valeurs dans ]0, +oo[ par x — ﬁ

e Limites Ona

lim =07, lim =1
x—-co]l+e™¥ x—+oo 1+ e ¥

» Monotonie et dérivées La fonction logistique est de classe €°°(R), croissante et 'on a

( 1 )’_ e ( 1 )"_e’x(e’x—l)
l+e*)  (1+e %2’ l+e ™)  (Q+e 3’

» Représentation graphique

ffffffffffffffffffffff e T fO0) = =

3.10 Fonction «partie entiére».

La fonction «partie entiere» est définie sur R a valeurs dans Z par x — E(x).

e Monotonie et dérivées La fonction E est non continue et croissante.
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» Représentation graphique

fx

—o)y=E([x)
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3.11 Fonctions circulaires et trigonométriques.

 Fonctions sinus et cosinus
* Domaine de définition Elles sont définies dans R et a valeurs dans [—1,1].
Périodicité, parité Elles sont 27-périodiques. La fonction cos est paire, la fonction sin est impaire.
Deérivées (cos(x))' = —sin(x), (sin(x))’ = —cos(x).
Si x € R est la mesure d’'un angle, ces expressions des dérivées ne sont correctes que si x est exprimé en radians.

o Limites remarquables lim,_.g %(X) =1, limy_g % = %
* Représentation graphique
Fx)
e . S T
7<\ / £(x) = cos(x)
| | | |
—/527'[ _3n = _\% X
| 2 | | f(x) =sin(x)
[ T Jo o D = A b S

o Fonction tangente

» Domaine de définition Elle est définie sur D :=R\{Z + kn; k € Z} par tan(x) := ég;((’;)) )

 Périodicité, parité Elle est m-périodique et impaire.
« Dérivée (tan(x))’ =1+ tan?(x) = —— pour tout x € D.

« Limites lim,_g % =1.

Représentation graphique

cos2(x)

filx) =tan(x)

|
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
jg

_3n 3 X
2
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 Propriétés

y

1
L

1

2

in(a) tan(a) = cos(a)
al X
-1 _% cos(a) 1

\ [

2

\ B

cos(r — x) = —cos(x)
cos(r + x) = —cos(x)
cos(m/2 — x) = sin(x)

cos(m/2 + x) = —sin(x)

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
tan(a) + tan(b)

tan(a+b) = T )

sin(a)

sin(mr — x) = sin(x)
sin(m + x) = —sin(x)
sin(m/2 — x) = cos(x)

sin(mw/2 + x) = cos(x)

tan(m — x) = —tan(x)

tan(z + x) = tan(x)
tan(m/2 — x) = 1/tan(x)
tan(mw/2+ x) = —1/tan(x)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
tan(a) — tan(b)

tan(a—b) = 1—tan(a) tan(b)

cos(2a) = cosz(a) - sinz(a) = 2c052(a) -1=1- Zsinz(a)

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

" 1-tan?(a)
a—-b a+b
cos(a) +cos(b) = 2cos( )cos( 2

2
b) (a—b
cos
2

. . . [a+
sin(a) + sin(b) = Zsm(

62

sin

C(a- a+b
cos(a) —cos(b) = -2 sm( )

. . . (a-b a+b
sm(a)—sm(b):Zsm( 2 )cos( 2 )
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Soit ¢ :=tan(§), alors

© G. FACCANONI

cos(a+ b) +cos(a—b)

cos(a) cos(b) = >
sin(a) sin(p) = 234 =Y . cos(a+b)
sin(a) cos(b) = sin(a + b) -12— sin(a— b)
cosz(a) - HLS(ZQ) sinz(a) _ 1—-cos(2a)
2 2
tan(a)
sin(@) = +v/1 - cos?(@) = ———2
+v/1+tan?(a)
1
cos(a) = +1/1—sin(a) = ————,
\/7 +v/1+tan?(a)
tan(a) = sin(a) B i\/TSZ(a)
+1/1—sin%(a) cos(a)
()—__2 '()—i tan(a) = 2t
cos(a) = - sin(a) = 7 an(a) = +—

63



3 Fonctions d'une variable réelle Vendredi 25 juillet 2014

3.12 Fonctions circulaires réciproques.

 Fonction arc-sinus C’est la bijection réciproque de la restriction a [—%, %] de la fonction sinus :

y = arcsin(x) } — { x =sin(y)

-l=x<1 -5<ys<?%
Elle est impaire et pour tout x €] —1,1[ on a
(arcsin(x))’ = !
Vi-x2
fx)
LY=X
7 o .
T - y ="arcsin(x)
e y = sin(x)

|
I
O
I
I
I

 Fonction arc-cosinus C’est la bijection réciproque de la restriction a [0, 7] de la fonction cosinus :

y = arccos(x) s | x= cos(y)
-1<x<1 O<sy=sn

Pourtoutxe€]—1,1[ona

1
(arccos(x)) = — .
V1 - x2
fx)
y=arccos(x) =~ -F T y=x
| z
-1 .0 1 x

. "-.,_.._ y:COS(x)

« Fonction arc-tangente C’estla bijection réciproque de la restriction a | %5 [ de la fonction tangente :

y = arctan(x) — x =tan(y)
xeR

Elle est impaire et pour tout x e Ron a

1
(arctan(x))’ =
1+x

5
fx) . y=tan(x)
,,,,,,,,,,,,,,, 3 IR St S
. “

(x) = arctan(x)
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 Propriétés

Vxe[-1,1]

Vx>0

Vx<0

© G. FACCANONI

. b/
arcsin(x) + arccos(x) = E
2 _

sin(arccos(x)) = V' 1— x* = cos(arcsin(x))

Y

arctan(x) + arctan(1/x) =

T
arctan(x) + arctan(1/x) = — )
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3.13 Fonctions hyperboliques.

On définit les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et tangente hyperbolique pour tout x € R respective-
ment par

ef+e™* . eX—e™* sinh(x) e*—e* e2—1 2
cosh(x) := R sinh(x) := , tanh(x) := = = =1-—:F-.
2 2 cosh(x) e*+e* e2%+1 1+ e2x

Propriétés : cosh est paire; sinh et tanh sont impaires et pour tout x e Ron a

cosh(x) +sinh(x) = e*; coshz(x) —sinh? x)=1; 1- tanhz(x) =—
cosh”(x)
Dérivées : pour tout x e R
(sinh(x))" = cosh(x); (cosh(x))’ = sinh(x); (tanh(x))' = ——=1- tanh?(x).
cosh” (x)
fx)
f(x) = cosh(x)
fx)
,,,,,,,,, Ll [ =tanh@)
X X

,,,,,,,,, 1,-.,,,,,,,,,,

f(x) =sinh(x)

3.14 Fonctions hyperboliques réciproques.

Fonction argument sinus hyperbolique C’estla bijection réciproque de la fonction sinh. Elle est impaire et on a

(argsinh(x))’ = .
x?+1

Fonction argument cosinus hyperbolique C’estlabijection réciproque de larestriction a [0, +oo[ de la fonction cosh(x).
Pour tout x € [0,+00[ on a
1
(argcosh(x)) = —.
Vxz-1
Fonction argument tangente hyperbolique C’est la bijection réciproque de la fonction tanh. Elle est impaire et pour
toutxe]—1,1[ona

(argtanh(x))’ =

1-x2°
Propriétés
VxeR argsinh(x) =In(x+ v x2 +1)
Vxe€[1,+oo[ argcosh(x) =In(x+ Vx2-1)
1 1+x
Vxe]l-1,1] argtanh(x) = Eln 1—)

66 © G. FACCANONI



Vendredi 25 juillet 2014 3 Fonctions d'une variable réelle

fx)

' f(x) = argtanh(x)

| |
x) = argcosh(x) X -1 i X

f(x) = argsinh(x)

@ Caténaire ou chainette
Lorsqu’un cable (ou une chaine) est suspendu par ses extrémités entre deux points d’attache de méme hauteur et est

soumis a une force gravitationnelle uniforme (son propre poids), le cable adopte un profil donné par le graphe d'un

cosinus hyperbolique et la courbe ainsi définie est appelée caténaire ou chainette. On lui donne parfois le nom de

vélaire. La chainette est presque verticale pres des points de suspension, car c’est la que le poids le plus important

tire le plus la chaine vers le bas. En revanche, vers le bas de la courbe, 'inclinaison diminue peu a peu puisque la

chaine supporte de moins en moins de poids. C’est d’ailleurs une des différences entre la chainette et la parabole : pour

une longueur égale, la parabole est plus «pointue» dans sa partie inférieure. Plus généralement, aucune courbe dont

I'ordonnée est proportionnelle a une puissance de I’abscisse ne monte aussi vite qu'une chainette.

La chainette n’apparait pas seulement dans la forme d'une chaine ou d’'un céable suspendu. On la trouve aussi,

* renversée, pour un arc tenant par son propre poids. Relevent de cette technique les essais architecturaux de Gaudi,
I'arche du Jefferson National Expansion Memorial a Saint Louis et le hangar a dirigeables d’'Ecausseville ;

* verticale, dans le profil d'une voile rectangulaire attachée a 2 barres horizontales, enflée par un vent soufflant per-
pendiculairement a ces barres, en négligeant le poids propre de la voile par rapport a la force du vent. C’est cette
propriété qui justifie le nom de «vélaire» (voile) donné par Jacques Bernoulli.
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DVAVVVAVVVVVVVDVIDVD Exercices DAV VDDDVVVDAIVD
Ensemble de définition

‘y'Exercice 3.1
¥ On considere les fonctions définies sur R par u: x —2x-8etv: x— x?

¥ 1. Donner les ensembles de définition et les expressions des fonctions uo v et vo u.
*

* 2. Donner les variations des fonctions uo v et v o u sans dériver.

CORRECTION.

1. Elles sont définies sur R et on a 1o v: R — R définie par x — 2x> —8 et vo u: R — R définie par x — (2x — 8)2.

2. uov est croissante pour x > 0 et décroissante pour x < 0.; v o u est croissante pour x > 4 et décroissante pour x < 4.
®Exercice 3.2
Donner 'ensemble de définition de chacune des fonctions f suivantes définies par la donnée du réel f(x) .
In(x) er
x) =e*—x?, X)= ——, X)=——07,
fix) £ xX24+5x+7 S0 x241
In(x2+2
fix)=Vx2+x+1, f5(0) =™ — (x+1)e", fﬁ(x)=%,
X
Ve T2 ¢
filx) = P fe(x) = o fox) =In(x) - x,
1
frot) = —, fir(x) =%, fiz(0) = *In(x),
2
x“—-2x+1
fis)=——7—, fia(x) = Va2, fis(x) = (V)2
CORRECTION.
24 =R, D, ={xeR|x>0Ax*+5x+7#0} =R}, Dp={xeR|x*+1#£0}=R,
P, ={xeR|¥*+x+1>0}=R, 9, =R, D, ={xeR|x*+2>0Ax#0}=R",
P, ={xeR|x#0}=R", D, ={xeR|x*+e*#0} =R, D, ={xeR| x>0} =R},
PDfo = {xeR| x>0} =R}, Df, ={xeR[x>0AXx#0} =R}, Dp, ={x€R|x>0}=R}.
Dp, =R\{1}, D5, =Ret fi4=1xl, Dfs =Ry et fis=1x.
®Exercice 3.3
Donner I’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :
f11|R—>|R, fg:R*R, fgiR*R, f4Z|R—>|R, f5I|R—>[R, fGZR—WR,
X— ‘fx x—In(e¥) x— et X— 11_';2 x— /x| x— In(|x])
CORRECTION.

D ={xeR|x=0A1-x20 A VI=x#0}=(0;1]
@fz:{x€R|ex>0}:[Ret0nafg(x):x
Pr={xeR|x>0}=R}etona f3(x) =x

1
P, ={xeR|1-x*#£0} =R\ {-1,+1} etona fy(x) = ——
@fsz{xeRllxIZO}:R
Df ={xeR||x|>0}=R"
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‘yExercice 3.4
* Donner ’ensemble de définition des fonctions suivantes :

3
2 1. x— x5-3x2+2x-7 8. me 16. x— tan(2x)
1 Vv )
;\; 2. me 9. x— x2—3x—4 17. x-—»ﬁ
i B (2x)
* 3. x— ﬁ 10. x— 1-V1-x 18. x— 1
* xcos(x)
i 4 x 1 11. x—In(1-x) i
2 x22—1 12. x—In(1-x?) 19 x—In =5
X 5 x—vxrel 13. x— |In(x)| x2-2x ¢
* 5 20. x— | 23] ravecaER,
ko6 x— Va2l 14. x— In(n(n(x))) e
* 1
% 7. x—V1-—x2 15. x— ¢ 21. x— +/3-log,(x+5).

CORRECTION.
1. xeR 13. x>0, i.e. x€]0;+oo[
2. XeR 14. In(In(x)) > 0, c’est-a-dire In(x) > 1, i.e. x €]e; +oo]
3. xeR\ {1} 15. e*=1#0, i.e. xe R*
4. x €] -o0,—1[U]], +oo[ 16. 2x# 5 +kmaveckeZ, ie. xe R\{§ + k% |kez}
5 xeR 17. sin2x) #0, i.e. xeR\{k% | ke Z}
6. x €] —00,~1JU[l, +oo] 18. xcos(x) #0, i.e. xeR\{O0et 5 +2kn |kez}
7. X€E [—1,1] e¥—1 >0
8. x*—5x+6#0,i.e. xcR\{2;3} 19. { &= e i.e. x €] —2;0[U]1; +oo[
2 . (x-1D(x+2)#0
9. x*-3x-4<0,ie x€]—o00;—1]U[4;+o0 ,
X°—2x
_\1= 5 >0 .
10, VXA e o0 20, { @rdxs3 i.e. x €] - 00; ~3[U] — 1;0[U]2; +o0]
1-x<0 xX“+4x+3#0
11. 1-x>0,ie x€]—o0;1] x+5>0, x> =5,
5 . 21 ie. 5 i.e.x€]—5;3]
12. 1-x>0,i.e.x€]—-1;+1] log,(x+5)<3 X+5<2°=8
DExercice 3.5
| Considérons les fonctions
fR—-R g:R—R h:R—R
X ﬁ X—x x— x2
u:R—-R v:R—-R w:R—-R
x—»ﬁ x—In(x) x—e*
Donner I'’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes et écrire explicitement I’expression de la compo-
sition: fog,gof, fogoh,uov, vou, uocvouw.

CORRECTION.
@fog—&\{l}etf(g(x))—] , Dgop={xeR|x<1}etg(f(0))=\/15,  Drogon =R\ {1} et f(g(h(x) = -
Duoy =Ri\{1/e} et u(x) =7 ( , Dyou={x€R|x>-1}et v(u(x))—ln(%) Dyovow =R\ {—=1} et u(v(w(x))) = u(x).

Parité et périodicité

®Exercice 3.6
Parmi les fonctions suivantes, quelles sont celles qui sont paires ou impaires ?
) 5 tan(x) — x sin?(2x) - cos(3x) x-1
x) = x“ —1+sin”(x), X)=—F——, X) = , X) = —— +cos(x).
fi) (%) f2(0) Bcos) () an) fa(x) snx+ ) (%)
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CORRECTION.
fil=x) = (=x)*> =1 +sin®(—=x) = x* = 1 + (= sin(x))* = x*> — 1 +sin’(x) = fi(x), f1 est paire;
PR oot~ —seosis ™ Feost P foestpaie
. . 2 .
Flex) = sin (—f:r)l(—_cx(;s(—?;x) _ (- sm(2_xt);n(—xa):os(3x) __sin (tha)n—()(cz)os(?;x) —_ A, f estimpaire;
fa(=x) = ﬁ +cos(—x) = ﬁ + cos(x), f1 W'est ni paire ni impaire.
®Exercice 3.7

| Le produit de deux fonctions paires est-il pair ? Et le produit de deux fonctions impaires ?

CORRECTION.
* Soit f et g deux fonctions paires, i.e. f(x) = f(—x) et g(x) = g(—x). Alors (fg)(—x) = f(-x)g(-x) = f(x)gx) =
(fg)(x) :1e produit de deux fonctions paires est pair.
* Soit f et g deux fonctions impaires, i.e. f(x) = —f(—x) et g(x) = —g(—x). Alors (fg)(—x) = f(—x)g(—x) = f(x)g(x) =
(fg)(x) :1e produit de deux fonctions impaires est pair.

®Exercice 3.8

| Calculer la période des fonctions suivantes :
fi(x) = cos(3x), f2(x) = Vtan(x), f3(x) = cos*(8x), fa(x) =|cos(5x)],
. cos(5x) . .
f5(x) = cos(3x) +sin(2x), fe(x) = SnGx) f7(x) = cos(5x) sin(3x), fa(x) = cos(3x)sin(3x).
CORRECTION.

1. cos(y) est 2m-périodique donc f est 2?”-périodique.
La racine ne change pas la période et comme tan(y) est n-périodique alors f est m-périodique.
cos(8y) est 7 -périodique donc f3 est §-périodique.
cos(5y) est 2?’T-périodique donc fj est % -périodique.
cos(3x) est 2?”-périodique sin(2x) est 2%’-périodique donc f5 a période égale a p.p.c.m. (%”,n) =27
cos(5x) et sin(5x) sont 2?”-périodiques donc fs est £ -périodique

2m 2m

cos(5x) est 2?’T-périodique sin(3x) est 2%’-périodique donc f7 a période égale a p.p.c.m. (?, ?) =2n

® N @ g~ WD

cos(3x) et sin(3x) sont 2?”-périodiques donc f7 est % -périodique

Fonctions usuelles et graphes

®Exercice 3.9
Pour chaque fonction f: R — R, indiquer 'ensemble de définition et I'’ensemble image et tracer a main levée la courbe
représentative :
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1. f(x)=x? 7. f(x) =In(x)

2. flx)=1-x° 8. f(x)=In(-x)

3. flx)=-2(x+1)2 9. f(x)=In(x-1)

4. fx)=vx 10. f(x)=e*

5. f(x)=3vVx—1 11. f(x)=e*!

6. f(x)=+v3x-1 12. f(x)=e*
CORRECTION.

. f(x) = cos(x) 19. flx)=1
. f(x) =cos(2x) 20. f(x)zﬁ
. f(x)=1+cos(2x) 21, f(x)z%
. fx)=1x]

S f)=1-x|

- fx)==lxl

1. Lensemble de définition de la fonction f(x) = x? est R, 'ensemble image est R, .

2. Lensemble de définition de la fonction f(x) =1 - x2 est R, 'ensemble image est ] —oo; 1].

3. Lensemble de définition de la fonction f(x) = —2(x + 1) est R, I'ensemble image est R_.

\

y

\

/

2

.

: —2(x+1)2

4. Lensemble de définition de la fonction f(x) = /x est [0; +ool, I'ensemble image est R .

5. Lensemble de définition de la fonction f(x) =3vx—1 est [+1; +o0o[, 'ensemble image est R...

6. L'ensemble de définition de la fonction f(x) = v/3x —1 est [0; +ool[, 'ensemble image est [—1; +o0].

y

7. Lensemble de définition de la fonction f(x) = In(x) est]0; +oo[, 'ensemble image est R.

8. L'ensemble de définition de la fonction f(x) = In(-x) est ] —oo; 0], 'ensemble image est R.

9. Lensemble de définition de la fonction f(x) =In(x —1) est ]1; +ool, 'ensemble image est R.

© G. FACCANONI
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In(-x)

~

In(x)

—

-
+f---3
o

=

10. Lensemble de définition de la fonction f(x) = e* est R, I'ensemble image est R .

11. L'ensemble de définition de la fonction f(x) = e 1 est R, 'ensemble image est R} .

12. Lensemble de définition de la fonction f(x) = e”* est R, 'ensemble image est R} .

,..4'."

L]

1

13. L'ensemble de définition de la fonction f(x) = cos(x) est R, 'ensemble image est [-1;1].

14. L'ensemble de définition de la fonction f(x) = cos(2x) est R, I'ensemble image est [-1;1].

15. Lensemble de définition de la fonction f(x) =1+ cos(2x) est R, I'ensemble image est [0;2].

B 1+cos(2x)
,/ \\ :.‘. Il' \
,'I ‘ N *y cos(2x)
% Ner 7 °
N~ N cos(x)
16. L'ensemble de définition de la fonction f(x) = |x| est R, I'ensemble image est R...
17. L'ensemble de définition de la fonction f(x) = | — x| est R, 'ensemble image est R..
18. L'ensemble de définition de la fonction f(x) = —|x| est R, 'ensemble image est R_.
72
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19. L'ensemble de définition de la fonction f(x) =

3 Fonctions d’une variable réelle

[x|=]-x|

- —lx
1
X

estR* =R\ {0} =] —00; 0[U]0; +00l, 'ensemble image est R*

20. Lensemble de définition de la fonction f(x) = ﬁ est R\ {1} =]—o00;1[U]1;+0o0o[, 'ensemble image est R*.

21. Lensemble de définition de la fonction f(x) = ﬁ estR* =R\ {0} =] —o0;0[U]0; +00[, 'ensemble image est R*

‘y"Exercice 3.10

* tative de la fonction f.

y

|

* Soit f: x— |x—3|—|2x+ 1| définie sur R. Simplifier en fonction de x I'expression de f(x) puis tracer la courbe représen-

CORRECTION.

f)=]x-3]-2x+1|
(=x+3)—(-2x-1)
(=x+3)-(2x+1)
(x-3)—-(2x+1)

xX+4 six<—3
={-3x+2 si-41

—x—4 sinon.

®Exercice 3.11

On consideére la fonction

© G. FACCANONI
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\
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x+— In(x)

Tracer a main levée les courbes représentatives des fonctions :
1. x— f(x),
2. x——f(x),
3. x— fx)+2,
4. x— f(2x),
5. x— f(x-1),
6. x— f(lxD),
7. x—|f(x)].

CORRECTION.
1. f(x) = In(x) est une fonction définie pour x > 0; elle est strictement croissante sur son domaine de définition;

lim,_ g+ f(x) = —ocoetlimy_ ;o0 f(x) = +o00; f(1) =0et f(e) =1.

2. Le graphe de —f(x) est symétrique a celui de f(x) par rapport a I'axe des abscisse.

3. Le graphe de f(x) + 2 est une translation de celui de f(x) vers le haut de 2 unités.

4. Le graphe de f(2x) est une contraction de celui de f(x) de 2 unités.

5. Le graphe de f(x — 1) est une translation de celui de f(x) de 1 unité vers la droite.

6. f(xD)=f(x)six>0et f(lx]) = f(—x) si x <0, on en déduit que son graphe coincide avec celui de f(x) si x >0,
tandis que pour x < 0 son graphe est le symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.

7. 1f(x)]=f(x)sif(x)>0(doncsix>1);|f(x)|=—f(x)sif(x)<0(doncsix<1).

y ‘ y
) P ICR NLEE
X _—fen
1 //4/?_ - . \ e /0
YN/ ! -~
0/[ 2 3 4 X of »1 4 X
—1 ~—— 1 .:
A —-rw
-3 I { _3 %
y
(Ix) - e f)
f \\ 1 _.,-r“"- f
~~ x.-*‘
F ‘,
-5 -4 -3 -2 —-N\O S 2 3 4 X
i
2
|
-3

‘y’Exercice 3.12
* Tracer sur un méme graphique les courbes représentatives des fonctions suivantes apres avoir précisé leur ensemble

! w:x»—»\/ﬁ.

g: x— Vx, h: x— x2, u: x— =
X

¥ de définition respectifs (ne pas faire de tracé point par point!) :

firx—x,

X%
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CORRECTION.
y y= g(x)
\ \ / y=fx)=wkx)
- y=h(x)
T u=hx)
X
_
‘y"Exercice 3.13
x Donner les tableaux de variations des fonctions suivantes définies sur R :
*
*
X f:x——5x% g x— x?—4, h: x—0.5x%+2.
X
*
CORRECTION.
y y=h(x) croissante  décroissante
\\ II y=8) f x<0 x>0
g x>0 x<0
N\ /
\\ / h x>0 x<0
X
y=f)

®Exercice 3.14

Soit f la fonction définie par f(x) = vV x2 + 6x +8— vx2 — 1. Donner son ensemble de définition 2 r et étudier le signe de
f(x) pour x € D¢.

CORRECTION.

Ensemble de définition : il faut que

X2 +6x+8=0, (x+2)(x+4) =0,
—
x2-1=0, (x—=1(x+1) =0,

donc Z¢ =] —oo,—4] U [-2,-1] U1, +oo0l.

Signe : pour tout x€ 2y ona

Va2 +6x+8-Vix2—-1>0 < x2+6x+8>x2—1 < x>-3/2

donc

*x f(x)=0sietseulementsix=-3/2,

*x f(x)>0pour xe]—-3/2,-1]U[1,+o0],
* f(x) <0 pour x €] —oo,—4]U] —2,-3/2[.
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®Exercice 3.15

| Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par f(x) = 2x, g(x) = 12x, h(x) = 2x + 12.

CORRECTION.

—

y=r

®Exercice 3.16

| Une fonction affine prend la valeur H au point r et son graphe passe par 'origine. Quelle est son équation ?

CORRECTION. Une fonction affine a pour équation f(x) = mx + g. Pour calculer m et g on impose les deux conditions :

{H: mraq et on obtient f(x) = %x
0=g¢q
®Exercice 3.17

Tracer le graphe des fonctions définies par f(x) = m(x — a) + b pour différentes valeurs de a, m et b. Identifier ces trois
parametres sur un graphe général.

CORRECTION.

. . . . (xz,yz)/yzmx+q
Le graphe de la fonction est une droite qui passe par le point
(0,g = b— ma). La pente de la droite est égale a m : 'accrois-
sement de la variable y résultat d'un accroissement d'une
unité de la variable x est égal a m. La droite passe donc par le (x],y])/ g=b-ma
point (1, m+ g). La tangente de I'angle entre la droite d’équa- AX =X — X1
tion y = m(x — a) + b et une droite horizontale est égale a m.

U—2f =Ay

Ay
~ Ax

Construction :

(p2, y2) (x1, 31 |
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‘¢Exercice 3.18

¥ Pour la fonction dont le graphe est reproduit plus bas, tra-
¥ cer, sans faire de calcul, une esquisse des graphes des fonc-
j‘( tions f(x)+3, f(x)-3, f(x+3), f(x—3),3f(x), f(83x), f(x/3)
*

* f)/3.

CORRECTION.

y
f
34
24
1+
! ~2 3 <

‘¢Exercice 3.19

* Pour la fonction dont le graphe est reproduit plus bas, tracer, sans faire de calcul, une esquisse des graphes des fonctions

Ff@+3, f(x) -3, f(x+3), f(x=3),3f(x), fBx), f(x/3) f(x)/3.

X y

*

*

*

*

*

*

*

X

i I t ! } } I b
i -35 -25 -15|-05| 05 1.5 2.5 3.5
*

CORRECTION.

P
Y 4 N
P N/ 1\ 4
6 4 2 0 2 6 8
14
24
34
4
—f(x) —f(x)+3 f(x) 3
——f(x+3)— —f(x 3)— 3f(x)
— -f(3x) 1 1
f(3 x] 3 f(x)
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®Exercice 3.20
Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par f(x) = x2, gx)=(x+ 22, h(x) = (x+2)2-5,
k(x) = x> +6x+10.

CORRECTION.

—f(x) —g(x)=f(x+2)‘
h(x)=g(x) 5—-—k(x)

®Exercice 3.21
Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par f; (x) = %, folx) = J—lc +2, f3(x) = ﬁ, fa(x) = ﬁ,
fr =21, fs0) =5, 0 =25 +2, fylx) =22

CORRECTION.
®Exercice 3.22
| Tracer dans le méme repére le graphe des fonctions définies par f(x) = %, gx)=3+ gﬁﬁ
CORRECTION.
5-
=
e e L NS IS S N S —
A 3
y
2
-
4 2 0 2 4
X
14
2
5
—fx) —-0ox)
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®Exercice 3.23

| Tracer le graphe de la fonction définie par H(r) = 2’;_‘; ol J est une constante. Discuter les cas en fonction de d.

CORRECTION. Il s’agit d’hyperboles équilatéres dont les asymptotes sont paralleles aux axes et se coupent en (3/2,1/2).

A

3 [l l i
RIARRE

®Exercice 3.24
Dans la figure ci-dessous on a représenté la fonction f: R — R définie par

Fl) = {sin(x) sixe[-mml,

0 sinon.

Tracer dans la méme figure le graphe de la fonction g: R — R définie par g(x) = 1+2f (2x + %)
y

3

w
B
(€2
S
|
w
K]
|
ST
|
E
N
[SIE]
w
S
S|
[$2]
S
w
S
Y

Suggestion : utiliser les transformations élémentaires fi(x) = f(2x), fo(x) = fi(x+%) = f(2x+ %), fs(x) = 2fo(x) =
2f(2x+Z) etgx) =1+ f3(x) = 1+2f (2x+ Z).

CORRECTION.

— f(x)
=== filx)=f(2x)

—- i) =2fH(x)=2f2x+7)
— g(X)=1+fz3(x)=1+2f2x+7)

51 31X
4 2
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DExercice 3.25
Dans la figure ci-dessous on a représenté la fonction f: R — R définie par

-1 sinon.

Fl) = {cos(x) sixe [-m;ml,

Tracer dans la méme figure le graphe de la fonction g: R — R définie par g(x) = 1+2f (2x+ %)

2f(2x+2)etg(x) =1+ fs(x) =1+2f (2x+ ).

CORRECTION.

—_ (%)

--= filx)=f(2x)

—- fsx)=2fH(x)=2f2x+7)
— g =1+fs(x)=1+2f(2x+73)

®Exercice 3.26
ax+3

| Tracer le graphe de la fonction définie par f(x) = “=5* pour différentes valeurs de a.

Suggestion : utiliser les transformations élémentaires fi(x) = f(2x), fa(x) = fi (x+ %) = f2x+ %), f3(x) =2fx) =

CORRECTION. Si a =3, f(x) = 3 pour tout x € R, si a # 3 il s’agit d’hyperboles équilateres dont les asymptotes sont

paralléles aux axes et se coupent en (-1, a).
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®Exercice 3.27
| Tracer le graphe de la fonction définie par f(x) = cos(nx) pour n=1,2,3,4.

CORRECTION.
1,0
y 0,541
0
0,5
1,07
——cos(x) — —cos(2 X) cos(3 x)‘
—-cos(4 x)
®Exercice 3.28

| Tracer le graphe des fonctions définies par f(x) = 4(1 — cos(x)), g(x) = —2cos(5x — 6).

CORRECTION.

®Exercice 3.29
Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par f;(x) = sin(x), f>(x) =sin(2x), f3(x) =sin(2x+
1), fa(x) =4sin(2x + ), f5(x) =3 +4sin(2x + 7).

CORRECTION.
/A /e
6 / \\ / \
/o /A
44 —~ ’ .
y / N / AR
/ / \ \ / / \
24, / / \ \ / / \
\ L0 [ / / \
0 “'/v ¢ \ - ! \',
\ 2 /l L ENM
\ / \ '
270 / \ //
v A
ad NS N
—f 1(x) = sin(x) Sf2(x)=f1(2x)
f3(x)=f2(x+n) — —f4=4Ff3(x)
— - f5(x)=3+f4(x)
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®Exercice 3.30
Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par f; (x) = a*, f>(x) =log,(x) poura=e, a=1/e,
a=10.
CORRECTION.
A‘
49
|
vl
!
J Vo ]
10 5 ol T s 10
2 - T~
4
e In(x) _ Iogl(x)
—-10% — -log;y(x)
®Exercice 3.31
Tracer dans un méme plan cartésien le graphe des fonctions définies par fi(x) = e*, fo(x) =e™*, fz(x) = —e ¥ et fy(x) =
1—e %
CORRECTION.
4
v
24
4 2 ] F—
/ 4 X
;
/’ 24
;
,/
I 41
;
e e eX——1 e*
‘g"Exercice 3.32
* Compléter le tableau
*
x fx) | gx) | g(f(x)
*
X x=-7| vx
X
* x+2 3x
*
X z
X xX—=5 x<=5
*
* X X
% x—1 x-1
1
X 1+ = X
X 1
>* v X
3
X+
X 17 *
*

82
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CORRECTION.
f) | g | g(f(x)
x-7| Vx x—7
x+2 3x 3x+6
x? x—5 | Vx2-5
ril x
Lo 1+1 x
x| ox x
el M=

Exercice 3.33 Echelles de température
Une température de 32°F correspondent a 0°C tandis que 100°C correspondent a 212°F. Les échelles de température
sont linéaires. Donner les équations de conversion de Celsius en Fahrenheit et vice-versa. Comment évolue la tempé-
rature exprimée en degrés Celsius lorsqu’elle augmente d'un degré Fahrenheit ?

CORRECTION. V= %x +32,x= g y- %. Lorsqu’elle augmente d'un degré Fahrenheit, la température augmente de 5/9

degrés Celsius.

Exercice 3.34 Inclinaison et panneaux routiers
Les panneaux routiers indiquent les inclinaisons des routes au moyen de pourcentages. Une route dont I'inclinaison
est de 7.5% est une route pour laquelle I'altitude augmente ou diminue de 7.5m lorsque on se déplace horizontalement
de 100m. Sur autoroute, I'inclinaison maximale est de 5%. A quelle angle cette inclinaison correspond-t-elle 2

CORRECTION.
75% = LB = 0.075 donc 5% = of= = 0.05 et
g arctan(0.05) = 2.86°.
o}
100m
®Exercice 3.35

Une route fait un angle de 11° avec I'horizontale. Quelle distance a-t-on parcouru lorsqu’on se trouve 100m plus haut
que le point de départ?

CORRECTION.
x vérifie 'équation xsin(11°) = 100 donc x = 524 m.
< £
S
(e}
—
®Exercice 3.36

Un cylindre circulaire droit de rayon r et de hauteur # est inscrit dans un cone de hauteur H et de rayon R. Exprimer H
en fonctionde r, h et R.

CORRECTION.
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On utilise le théoreme de Thales : % = HT"’ donc H =
hR
R-r-

‘y’Exercice 3.37
* Un réseau de mobilophonie annonce ses tarifs :

% Tarif A: une redevance fixe de 15 € par mois et 1 € par minute.

¥ Tarif B: une redevance fixe de 30 € par mois et 0.5€ par minute.

X Tarif C: une redevance fixe de 40 € par mois et 0.25 € par minute.

X Quelle formule choisir lorsque I'on téléphone 45 minutes par mois en moyenne ? Et de maniére générale ?

CORRECTION. Soit x la durée de communication par mois. On choisira A, B ou C selon que x < 30, 30 < x <40 ou x = 40.

£ , Tarif A: fa(m)=15+m
4

- TarifB:fB(m):30+%m
< - TarifC: fc(m) =40+ 3m

40

30

15

0 30 50 minutes

Exercice 3.38 Gas parfaits
D’apres la loi de BOYLE-MARIOTTE pour les gaz parfaits, la pression P, le volume V et la température T d'un gaz
obéissent a la loi PV = nRT ou R est une constante et n représente le nombre de moles du gaz. Représenter 1'évo-
lution de la pression en fonction du volume lorsque la température et le nombre de moles sont maintenus constants.
Recommencer pour différentes valeurs de température.

CORRECTION.
p
T= T3 > T2
T= T2 > T1
T=T
\%4
®Exercice 3.39

La concentration C d’'un réactif d'une réaction chimique de second ordre est donnée par C(t) = ou Cy est la

0
1+ kCpt
concentration initiale et k > 0 est une constante cinétique chimique. Tracez le graphe de la fonction C: R, — R pour
différentes valeurs de k.
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CORRECTION.
C
Co
k=1l
k:k2>k1
k=ks> ko
t
®Exercice 3.40

Dans une solution & 25 °C, la liaison entre la concentration en ions OH™ et celle enions H* estdonnée par [OH™|[H*] =
10~'*. Représenter une de ces deux concentrations en fonction de I'autre.

CORRECTION.

[H*]

[OH"]

‘¢'Exercice 3.41

F D’aprés MICHAELIS et MENTEN, la vitesse V' de réaction enzymatique dépend de la concentration en substrat [S] selon
¥ laloi

% [S]

V([SD = Vom

ol [S] est la concentration en substrat, Vj > 0 est une constante propre a la réaction et K, > 0 est la constante de
MICHAELIS-MENTEN spécifique de I'’enzyme. Vérifier que K;,, c’est la concentration en substrat pour laquelle la vitesse
de la réaction est égale a V}/2 et tracer une esquisse de 'évolution de V en fonction de [S]. Tracer ensuite le graphe de
1/V en fonction de 1/[S].

b D P D R DR D P D O

CORRECTION. V(K;,) =V Km’i:’}(m = % Le graphe de [S] — V est une hyperbole équilatere dont les asymptotes sont
paralléles aux axes et se coupent en (—K,;, Vp) ; le graphe de 1/[S] — 1/V est une droite passant par (—1/K,,0) et (0,1/Vp).
v v
1
1
1
' 11 ( )
1 —-= Ky 1
1 VoW (8]
.
1
1
.......... O m e m e ————————-
(=Ko, Vo)1 ©0,1/%)
. 1 (Kin, Vo /2) (=1/K,,0)
X ' s) /(8]
.
1
1
1
1

‘'Exercice 3.42

« La température T d’ébullition de I'eau est liée a la pression P qui régne au-dessus du liquide par la relation In(P) =
k¥ a+b/T ol a et b sont des constantes. Tracer une esquisse de I'évolution de In(P) en fonction de T. Exprimer P en
* fonction de T.
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CORRECTION. P = e@+b/T
P
b= b2 > b1
In(P) pal T b=b
b=b,>b
ar---—-————————————— = b? !
T T

®Exercice 3.43
| Quel volume d’air faut-il insuffler dans un ballon sphérique pour que son rayon passe de Ra R+1?

CORRECTION. Le volume d’air d'un ballon sphérique de rayon R est %nR3 et d'un ballon sphérique de rayon R+ 1 est

;—lﬂ(R +1)3 donc il faut insuffler un volume d’air égal a 3m(R+ 13- %nR3 = %n(SRZ +3R+1).

®Exercice 3.44
Une tour de contréle d'une hauteur de 10m se situe a 100m d’'une piste d’envol. Exprimer la distance entre un avion
sur la piste et le sommet de la tour de contrdle en fonction de la position de ’avion.

CORRECTION.

wor
N\
&
I
o
+
S
S
N
+
~N
R

®Exercice 3.45
Une montgolfiere s’éléve du sol a la verticale a une vitesse de 1 m-s~!. Exprimer la distance entre la montgolfiére et un

observateur initialement situé a 200 m.

CORRECTION.
124
E (0\\ ‘/2\
s Opa
g3
-
200m

®Exercice 3.46
Un observateur situé a une hauteur de & metres du niveau de la mer observe ’horizon. Quel est le point le plus distant
qu’il découvre si la Terre est parfaitement sphérique et I'équateur mesure 40000km ? La plus courte distance entre la

cote de la France et celle de la Grande-Bretagne est de 17km. A quelle hauteur faut-il se placer pour découvrir la cote
anglaise ?

© G. FACCANONI
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CORRECTION.

(W) =V (R+h)2—R2=V2Rh+ h?

Deux possibilités :
* sion considere d = 17km il faut se placer a h(d) = VR%?+d? - R=3.61m;

* si on considere que la distance est mesurée au sol, alors h = %@ —R=3.60mavec a=17/R.

®Exercice 3.47
D’apres la loi de TORRICELLI, si on perce un trou a la base d'une colonne d’eau d’'une hauteur 4 m, '’eau s’échappe a
une vitesse de \/2gh m-s~! ol g =9.81 m-s™!. Faire une représentation de I'évolution de 2gh en fonction de la vitesse
de 'écoulement. Trouver la réciproque de cette fonction et tracer son graphe. Comment évolue la vitesse lorsque la
hauteur est multipliée par deux?

CORRECTION. Lorsque la hauteur est multipliée par deux, la vitesse est multipliée par v/2.

v—2gh(v) = v?

2gh—v(2gh)=+/2gh

®Exercice 3.48

Une approximation de I'angle 9 qu'un pendule fait avec la verticale au temps ¢ est donnée par

9(t) =Yg cos (\/gt)

ol1 9y est I'angle de départ, ¢ est la longueur du pendule en métres, g est la constante de gravité (=9.81m-s™!). Tracer
le graphe de ¢ — J(t). Combien d’oscillations le pendule fait-il par seconde ? Combien de secondes faut-il au pendule
pour faire une oscillation complete ?

-1 /8 -1
CORRECTION. v=s-\/7 T=15
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®Exercice 3.49
Lintensité de certaines étoiles varie en maniere sinusoidale. Lintensité d'une de ces étoile posséde une période de 5.4
jours et une intensité qui varie entre 4 + 0.35 et 4 — 0.35. Trouver une expression pour l'intensité en fonction du temps.

CORRECTION. (1) =4+0.35c0s (24 + ) avec ¢ quelconque.

®Exercice 3.50
Une feuille de papier d’'une épaisseur d'un dixieme de millimetre est pliée 15 fois en deux : quelle est I'épaisseur du
résultat apres pliage ? Aprés combien de pliages I'épaisseur dépasse-t-elle la distance Terre-Lune (la distance Terre-
Lune vaut approximativement 300000 km) ?

CORRECTION. Epaisseur du résultat aprés pliage : 2'° x 0.1 mm = 3.2768m. Lépaisseur dépasse la distance Terre-Lune
apres n pliage avec n qui vérifie 2" > 3 x 10'2, i.e. 42 pliages.

®Exercice 3.51
Le radium se désintégre au cours du temps en obéissant a la loi M(f) = My exp(—0.000436¢), ot M) représente la masse
de radium présente au temps ¢ = 0 et ¢ est donné en années. Tracer le graphe de la fonction M. Au départ de t = 0,
combien de temps faut-il attendre pour que la masse se réduise de moitié ? Et au départ de r =107?

CORRECTION.

M

On cherche (5, — 1) tel que M(f) = @
My
Mz = M) f — t, = —In(2)/0.000436

M(tl) ( 2) - 1 2 — Il( ) .
M(t) Pour que la masse se réduise de moitié il faut attendre r = 1589.8

2 années indépendamment du temps initial.

5] i t

®Exercice 3.52

L'évolution de la population mondiale P durant le XX¢ siécle peut étre approchée au moyen d'une fonction exponen-
tielle par
P(#) =0.0083 x (1.0137)"

ol ¢ désigne I'année considérée. Quand la population dépassera-t-elle 7 milliards d’habitants ? Soit # = 1900 ; combien
de temps faut-il attendre pour que la population double ? Méme question en ¢ = 2000.

CORRECTION.
9 7x10° m(g;ggi) In(7)+91n(10)~In(0.0083) : 4 i
* P(1)>7x10° < t>log 5137 (0.0083) = (L0137 = M(LO37) =~ 2018 : la population dépassera 7 milliards
d’habitants en 2018.
* On cherche (£, —11) tel que P(t) = 2P(1y) etl'ona P(tp) = 2P(1y) <= fp =l0g) 4,37(2)+ 1) = e + 1 = 50.941+1 :

pour que la population double il faut attendre 51 années indépendamment de I’année initiale. En effet

P(1900) =~ 1.4028990 x 10°, P(1951) =2.8080717 x 10°, P(2000) = 5.4697953 x 10°, P(2051) =~ 10.948455 x 10°.

®Exercice 3.53
Lévolution de la température T d'une bille de température initiale T} plongée dans un liquide de température 7; est
décrite par
T() =T+ (Tp— Te

ol k est une constante propre au liquide. Tracer le graphe de cette fonction pour différentes valeurs de k.
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CORRECTION.
T
k=ky<k
K=k
k= ]Cl
k= ]Cg < k1
t
®Exercice 3.54

| La vitesse v d’une masse m soumise 2 la pesanteur et 4 une force de frottement directement proportionnelle 2 v est
donné par
m -
v(p) = 28 4 gemiim,
U

ol m, g et 1 sont des constantes positives. Déterminer la valeur de K pour laquelle v(0) = vy et tracer le graphe de la
fonction ¢ — v(1).

CORRECTION. Pour que v(0) = vy il faut que K = vy - %.
v
Vo
mg
s

‘¢ Exercice 3.55
¥ Le mathématicien PE VERHULST a proposé au XIX® siecle un modele de croissance de population. Dans ce modeéle, la

X population P au temps ¢ est donnée par
exp(rPmax?)

P(t) = Pppax——————
) InaxK+exp(eraxt)

SO0 0%

% ol Phax estla population maximale et r et K sont des constantes positives. Simplifier 'expression et tracer le graphe de
* cette fonction pour différentes valeurs des constantes.

exp(r Pmaxt 1
CORRECTION. P(f) = PmaXM = Prax
K+ exp(r Pmaxt) 1+ Kexp(—rPmaxt)

p

r=n
Prax
r=r<r;

‘y"Exercice 3.56

* Le rayon d'une sphere est multiplié par deux; comment évolue son volume ? Comment évolue le volume d'un cube
* dont la longueur des cotés est multipliée par deux?

CORRECTION. Multiplié par 8 dans tous les cas.
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Eléments de logique et notions fondamentales de
la théorie des ensembles

Des étres, aussi bien physique (éleve, chat, chaise...), qu’objets de notre pensée (nombre, fonction...), seront représen-
tés par des lettres a, b, E, 1 ... et considérés comme bien définis si nous disposons d’un critére permettant d’affirmer que
deux de ces objets (représentés par a et b) sont, ou bien identiques, ou bien distincts :

a=Db ou bien a#b.

4.1 Logique et quantificateurs

@ Définition Assertion
| Une ASSERTION est un énoncé dont on peut affirmer sans ambiguité s'il est vrai ou s’il est faux.

4 Exemple
| “1 <2” est une assertion vraie, “4 < 3” est une assertion fausse.

@Définition Proposition ou Prédicat
Une PROPOSITION (ou prédicat) est un énoncé contenant des variables, qui est vrai pour certaines valeurs attribuées a
ces variables, faux pour toutes les autres.

4 Exemple

* “x <2” est une proposition, elle est vraie pour les nombres strictement inférieurs a 2, fausse pour tous les autres.

* Lénoncé «Mon pays se situe en Europe» sera vrai ou faux en fonction de la valeur de la variable «Mon pays». Si le lecteur est
francais, on obtiendra la proposition «La France se situe en Europe», qui est vraie; si le lecteur est canadien, on obtiendra la
proposition «Le Canada se situe en Europe» qui est fausse

@Définition Négation d’une proposition

La NEGATION d’une proposition “P”, notée “non(P)” ou “~1(P)”, est une proposition qui est vraie lorsque P est fausse et
qui est fausse lorsque P est vraie. Par conséquent, la double négation correspond a une affirmation ; autrement dit, les
propositions P et —(—(P)) sont logiquement équivalentes.

s Exemple

| La proposition “x < 2” est la négation de la proposition “x = 2" .

@Définition Conjonction de deux propositions
La CONJONCTION de deux propositions P, Q, notée “P et Q” ou “P A Q”, est une proposition vraie siles deux propositions
sont vraies, fausse dans tous les autres cas.
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9 Exemple

| La conjonction des propositions “x <2” et “x = 2" est “x =2".

{@Définition Incompatibilité de deux propositions
| Deux propositions P, Q sont incompatibles si la conjonction “P et Q” est toujours fausse.

s Exemple

| Les propositions “x < 2” et “x = 5” sont incompatibles.

{@Définition Disjonction de deux propositions
La DISJONCTION de deux propositions P, Q, notée “P ou Q” ou “P v Q’, est une proposition vraie si au moins une des
deux propositions est vraie, fausse dans tous les autres cas (le “ou” est inclusif).

s Exemple

| La disjonction “x>2 ou x <2” est “x # 2",

@ Définition Implication de deux propositions
L1IMPLICATION de deux propositions P, Q, notée “P — Q”, est la proposition “(non(P)) ou Q”.
Sa négation est la proposition “P et (non(Q))”.

s*Remarque
Limplication “P = Q” selit “P implique Q” ou “P entraine Q” ou “P est une condition suffisante de Q” ou “Q est une

condition nécessaire de P”. Le fait que “P — Q” soit vraie signifie que pour que Q soit vraie il suffit que P soit vraie,
ou encore, que pour que P soit fausse il suffit que Q soit fausse.
“P = Q” équivaut a “non(Q) = non(P)” et on écrit

“P= Q" = “non(Q) = non(P)”

{@Définition Théoreme
P et Q étant deux assertions, si I'implication “P = Q” est vraie on dit que c’est un THEOREME (c’est-a-dire une asser-
tion démontrée dont P est 'THYPOTHESE et Q la CONCLUSION).

MDAttention
Soit P =“Jour férié” et Q =“le facteur ne passe pas”. La phrase «Les jours fériés le facteur ne passe pas» signifie que
“P = Q. 1l ne viendrait a I’esprit de personne d’inverser le raisonnement en «Le facteur ne passe pas aujourd’hui
donc c’est forcément un jour férié», autrement dit, si on sait juste que “P — Q”, alors a partir de “~P” il n’est pas
possible de déduire quoi que ce soit.

@ Définition Equivalence de deux propositions
L'EQUIVALENCE de deux propositions P, Q, notée “P < Q”, est la proposition “(P = Q) et (Q = P)".
Sa négation est la proposition “(P et non(Q)) ou (Q et non(P))” qui signifie “ou bien P, ou bien Q”.

¢ Tables de vérité
La méthode des tables de vérité est une méthode élémentaire pour tester la validité d’'une formule du calcul proposi-

tionnel. Les énoncés étant composés a partir des connecteurs «non», «et», «ou», «si. . ., alors», «si et seulement si», notés
respectivement 7, A, V, =, <=, les fonctions de vérités du calcul propositionnel classique sont données par la table
de vérité suivante :

PO~ P [-Q PAQ[PVQ|[P=Q|Q=P|[P = Q
F|F| Vv % F F % % v
FlV] Vv F F % % F F
VIF| F % F % F % F
VIV]| F F % % % % %
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En logique classique, la double négation correspond a une affirmation; autrement dit, les propositions P et =(=(P))
sont logiquement équivalentes (i.e. méme table de vérité). Voici quelques regles d’utilisation des négations en logique
classique :

* PV Q) =“(2(P) A Q)

* “A(PAQ)="(2(P)V (1(Q)”

* (P = Q)"="PA((Q)”

En effet

PlQ|~(P) | 2(Q | PAQ) | 7(PVQ) | 7(P = Q) | (PNA((Q) | (PN V (=(Q) | PA(2(Q)
F | F 14 |4 V 14 F |4 14 F
F |V 14 F |4 F F F 14 F
VIF F v 1% F 14 F 1% 14
ViV F F F F F F F F

Implication B Proposition

P = Q a (=P) Vv Q

i I
Contraposée B Proposition
-Q = (P - (=(=Q) Vv (=P)

VA VA VA VA VA VAVA VA VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV

Négation Proposition
P = Q P A (=Q)

[ VA VA VA VA VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV

Réciproque _ Proposition
Q = P - (~Q) v P
I 1
Contraposée de la réciproque _ Proposition
oP) = (-Q) - ((=P) vV (=Q)
ANNANNNANANNANNANANNANANNANNANNANANANANANANANANANNANANANNANANNNANNANNANANNNN~
Equivalence _ ‘ P = QA Q= D) ‘
P = Q

4.2 Différents types de raisonnement

¢ Prouver une implication “P — Q”

Soient P et Q deux assertions, pour prouver que I'implication “P = Q” est vraie il existe différents types de raisonne-
ments.

Raisonnement direct : on suppose que P est vraie et on montre que Q est vraie.

Raisonnement par contraposée : on sait que “P = Q” et “non(Q) = non(P)” ont méme véracité. Pour montrer
“P = Q” on peut donc montrer que 'implication “non(Q) = non(P)” est vraie, i.e. on suppose que Q est
fausse et on montre que P est fausse.

Raisonnement par I'absurde : on suppose que “P = Q” est fausse (ou, ce qui est équivalent, que “P et (non(Q))”
est vraie) et on montre que I’on obtient une contradiction.

skRemarque
P et Q étant deux assertions, on veut prouver que 'implication “P = Q” est fausse. On peut utiliser le

Raisonnement par négation (ou contre-exemple) : on montre que sa négation, qui est la proposition “P et
(non(Q))”, est vraie.
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/9 Exemple

On veut montrer que \/E ZQ.

* Montrons d’abord que p? pair = p pair pourtout p€Z.
On note A =“p? pair” et B =“p pair”. Pour montrer que A = B on va utiliser un raisonnement «par contraposée» et montrer
I'énoncé équivalent "B = —A:

- Bvrai = B faux
= p impair
— p=2k+1 pour un certain k dans N
= p?=(2k+1)?=202k*+2k) +1
= p2 impair
= Afaux

— 1A vrai

* Montrons maintenant que v/2 ¢ Q.
On va utiliser une démonstration «par I’absurde». Sil’on pouvait écrire v/2 = p/ g, une fraction irréductible (i.e. qu’on ne peut pas
simplifier), alors, en élevant au carré, on aurait 2 = p2/ g%, donc p? = 2¢?, donc p? serait un nombre pair et, par ce qu'on a montré
au point précédent, p aussi serait un nombre pair, alors p? serait divisible par 4, donc g? serait pair et, par ce qu’on a montré au
point précédent, g aussi serait pair, ce qui est contradictoire avec le fait que la fraction était irréductible.

¢ Prouver une équivalence “P <— Q”
Soient P et Q deux assertions, pour prouver que I’équivalence “P < Q” est vraie on peut

1. soit montrer les deux implications P = Q et Q = P avec I'une des méthodes du paragraphe précédent,
2. soit procéder directement par équivalences: P < P} < ... < Q.

¢ Raisonnement par récurrence
Soit ny € N. Pour tout entier naturel n = ny, on considére une proposition 2?(n) dépendant de n. Alors, si 2?(ng) est vraie

et si pour tout entier n = ny, 'implication 2 (n) = 2?(n + 1) est vraie, alors pour tout entier n = ng, 2?(n) est vraie.

Le raisonnement par récurrence est une maniére de démontrer qu'un résultat portant sur une infinité de nombres naturels
est vrai. Mais avant de commencer la preuve par récurrence, il faut d'abord connaitre le résultat a prouver! C'est la partie
créative des mathématiques ©

“pExemple

Montrons que pour tout 7 € N, 52 > 47+2
Raisonnons par récurrence : pour n € N, notons £ (n) la proposition
Initialisation : 2?(0) est vraie puisque 52 = 42 + 32.

+3n+2
gN+2 5 gn+2 | gn+2

Hérédité : Prouvons que pour tout n =0, Z(n) = 22 (n+ 1). Soit un entier n = 0. On suppose que Z(n) est vraie. Alors
n+3 n+2 2n) n+2 n+2 n+2 n+2 n+3 n+3
5 =5x5 > 5x(4 +3 )=4x4 +3x3 )=4 +3 .

Ainsi 2 (n + 1) est vérifiée.
D’apres le principe de récurrence, 22(n) est vraie pour tout entier naturel n € N.

s Exemple

On trace n droites dans le plan. On veut montrer que les régions ainsi formées par les n droites peuvent toujours étre coloriées avec

deux couleurs, de maniére a ce qu'aucune région ait la méme couleur que sa ou ses régions voisines, c’est-a-dire les régions qui

partagent avec elle un segment de droite comme frontiere.

Raisonnons par récurrence :

Initialisation : on peut certainement colorier le plan avec deux couleurs, disons noir et blanc, lorsqu’il n’y a qu'une seule droite.

Hérédité : Notre hypothese d’induction est qu’'on peut colorier les régions d'un plan contenant n droites. On considére un plan
avec n + 1 droites. On enleve une droite parmiles n + 1 : il en reste seulement 7 et par 'hypothese, il est possible de colorier
les régions du plan formées par les n droites. On réintroduit la(n + 1)-ieme droite. Cette droite sépare le plan en deux demi-
plans. On choisit un de ces deux demi-plans et on change systématiquement les couleurs dans chacune des régions de ce
demi-plan : les régions noires deviennent blanches et les régions blanches deviennent noires. On laisse I'autre demi-plan (de
l'autre coté de la droite) intact. Le plan est maintenant adéquatement colorié. En effet,

* si deux régions du plan séparé par les n + 1 droites ont une frontiére composée d'un segment appartenant a une des pre-
mieres n droites, alors ces régions avaient déja des couleurs différentes avant I'introduction de la (n + 1)-iéme droite. En
introduisant la (n + 1)-iéme droite, on laisse ces couleurs déja différentes telles quelles ou on les changes toutes les deux;

* sideuxrégions ont une frontiére composée d'un segment appartenant a la (n+1)-iéme droite, alors avant I'introduction de
la (n+1)-iéme droite, elles faisaient partie de la méme région et donc étaient coloriées de la méme couleur. En introduisant
la (n+1)-iéme droite, on change les couleurs d'une des deux régions, d'un coté de la droite, mais pas de 'autre. Ces régions
nouvellement voisines ont donc maintenant des couleurs différentes.

Source : http://www.thedudeminds.net/
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4 Exemple

Le nombre d’or est noté ¢ et vaut ¢ = 1+2\/§' On veut montrer par récurrence que toute puissance de ¢ s’écrit comme a¢ + b avec a
et b deux constantes indépendantes de .
Pour cela on va d’abord démontrer une formule portant sur le nombre d’or :

P =¢p+1. 4.1)

1= ¢+ 1. On peut alors énoncer le théoréme : “pour tout n = 0, P(n) est vraie”

1+v5) _ 1+2V5+5 _ 2+2v5+4 _ 145
2 )= 4 -4 =2 *T

Preuve : (p2 = (
avec
P(n) = “Jay, by € Ntels que ¢" = an@ + by

La démonstration se fait par récurrence sur 7 :
Initialisation Pour n =, (po =1doncag=0etby=1.

Hérédité Prouvons que pour n € N fixé on a I'implication P(n) = P(n+1). Soit P(n) vraie, alors

P 4.1
" ="y o (@n@ +bp)g = ang® + bug @ an(@+1) +bpg = (an+bp)p +an

ainsi si on note a;+1 = a, + by et by+1 = a, on a bien (p'”l =au+1¢ +by+1, i.e. P(n+1) est vraie.
Si on note (Fy) en la suite de FIBONACCT :

Fp+2=Fpy1+Fy, VneN

on remarque que a, = Fy, et by, = F,—1 pour tout n € N*,

4.3 Théorie des ensembles et quantificateurs

@Définition Ensemble, élément
Un ensemble E est constitué d’éléments. Il est bien défini si I'on posséde un critére permettant d’affirmer pour tout
objet a, s’il appartient a 'ensemble E ou non :

a€eE ou bien adE.

s Remarque
On dit aussi “a est élément de E” ou bien “a n’est pas élément de E” ou encore “E contient a” ou bien “E ne contient

pas a”. Si un ensemble E est constitué des éléments a, b, c, on écrira : E = {a, b, c}. Lordre dans lequel les éléments sont
écrits n'importe pas, ainsi {a, b, ¢} = {c, a, b}. Un méme étre mathématique ne peut pas étre a la fois un ensemble et un
élément de cet ensemble, c’est-a-dire qu'il est interdit d’écrire a € a.

@ Définition Inclusion
| Un ensemble F est inclus dans un ensemble E si tout élément de F appartient a E, ce que 'on note: Fc E.

sk Remarque
| On dit aussi “F est une partie de E” ou encore “F est un sous-ensemble de E”.

@Définition Complémentaire
| Soit E un ensemble. Pour toute partie A de E, on note C, A:= E\ Ale complémentaire de A dans E.

@Définition Fgaliré
| Un ensemble F est égal a un ensemble Esi Fc Eet Ec F, ce quel'onnote: F = E.

@Définition Utilisation des quantificateurs
Les quantificateurs 3 et V concernent les éléments d'un ensemble déterminé E.
Notation “Il existe x élément de E” s’écrit “Ix € E”.
“Pour tout x de E” ou “Quel que soit un élément x de E” s’écrit “Vx € E”.
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Ordre Sil’on utilise deux fois le méme quantificateur, 1'ordre n’'a pas d'importance ; on peut donc permuter les quan-
tificateurs dans des écritures du type

VxeE VYyeF p(xy),
dxe€E 3JyeF plx,y).

Mais si les quantificateurs sont différents, leur ordre est important :
* dans |'écriture
VxeE 3JyeF px,y)

y dépend de x,
* dans 'écriture
dyeF VxeE p(xy)

y estindépendant de x.

Négation La négation de “Vx € E, x vérifie p” est “Ix € E tel que x ne vérifie pas p”. La négation de “Ix € E, x vérifie
p” est “Vx € E tel que x ne vérifie pas p”.

skRemarque

Soit A une partie de E.

* Lénoncé “A estla partie vide” (on note A = @) et sa négation “A est non vide”’ (on note A # @) correspondent respec-
tivement a “quel que soit x élément de E, x n’est pas un élément de A” et “il existe au moins un élément de E qui est
élément de A” et s’écrivent respectivement :

x VXeE Xx¢A,
x* dx€ E x€A.

* Lénoncé “A est la partie pleine” (on note A = E) et sanégation “An’est pas la partie pleine” (on note A # E) s’écrivent
respectivement :
* VXeE x€eA,
x dxe€ E x¢ A.

* Les propositions “x € A” et “x ¢ A” sont souvent remplacées respectivement par “x vérifie la propriété p” et “x ne
vérifie pas la propriété p” ol p est une propriété caractéristique des éléments de A, c’est a dire un critére permettant

de décider pour tout élément x de E entre les deux propositions x € A, x ¢ A.

{@Définition Opérations booléennes

Soit E un ensemble. On note Z?(E) I'’ensemble des parties de E. Soient A et B deux éléments de Z?(E). Les quatre élé-
ments AUB, AnB, A\ B, AA B de Z(E) sont définies de la facon suivante : pour tout x € E,

* X€ AUB < x€ Aou x € B, [réunion des ensembles A et B]

* X€ ANB < xe€ Aetxe€ B, [intersection des ensembles A et B]

* XEA\B < xc€Aetx¢B,

* X€EAAB < xe€ A\BouxeB\A.

AUB ANB
A\B B\ A AAB
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Déﬁnition Réunion et intersection d’'une famille de parties de E
Soit E, I deux ensembles et {A;};c; une partie de 2 (E). Les deux éléments J;c; A; et ;7 A; de P (E) sont définies de la
facon suivante : pour tout x € E,

xelJAi = Fiel xeA4, xe[Ai < Viel xeA;.

iel iel

s Exemple

[2;51N]3;71 =13; 5]

S
(L y

AU‘I
G = *

~

=v

[2;51U13; 71 = [2;7]
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VAV DIDDD  Exercices DDV D
‘¢°Exercice 4.1
* Dire si les phrases suivantes sont des propositions; si c’est le cas, écrire leur négation :

z 1. P =“toute personne dans cette salle possede un téléphone portable”
¥ o2 Q =“pour tout x dans R, il existe y dans R tel que x =2y”
CORRECTION.
1. P estune proposition, sa négation est non(P) =“il existe au moins une personne dans cette salle qui ne possede pas
de téléphone portable”
2. Q estune proposition, sa négation est non(Q) =“il existe x dans R, pour tout y dans Ron a x #2y”
‘¢°Exercice 4.2

X Ecrire les tables de vérité suivantes :

z 1. “non(P) et Q”

z 2. “‘non(P et Q)”

jr( 3. “(non(P)) ou (non(Q))”

¥4 (non(P)) ou Q”

CORRECTION.
P | Q| non(P) | non(Q) | (non(P)) etQ | non(P et Q) | (non(P)) ou (non(Q)) | (non(P)) ou Q
F | F 14 14 F \%4 %4 %4
F |V 14 F 14 %4 \%4 F
V| F F 14 F %4 \%4 F
ViV F F F F F \%4

On remarque I'équivalence

“non(P et Q)” = “(mon(P)) ou (non(Q))”

®Exercice 4.3

Pour chaque proposition, écrire la négation et la contraposée (on ne demande pas de prouver la véridicité) :
1. x>3 = x>2

2. x=3 = x%=9

3. Sion est en décembre alors les vacances de Noél sont proches.

CORRECTION.

1. x>3 = x>2
Proposition x<3oux>2
Négation x>3etx<2
Contraposée x<2 — x<3

2. x=3 = x*=9
Proposition x#3oux®>=9
Négation x=3etx?>#9
Contraposée x*#9 = x#3

3. Sion est en décembre alors les vacances de Noél sont proches
Proposition On n'est pas en décembre ou les vacances de Noél sont proches
Négation On est en décembre et les vacances de Noél ne sont pas proches

Contraposée Siles vacances de Noél ne sont pas proches alors on n’est pas en décembre

®Exercice 4.4
Parmi les propositions suivantes, indiquer si elles sont vraies ou fausses :
1. Si Napoléon était chinois alors 3 -2 =2
2. Soit Cléopatre était chinoise, soit les grenouilles aboient.
3. Soit les roses sont des animausx, soit les chiens ont 4 pattes.
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Si’homme est un quadrupéde, alors il parle.

Les roses ne sont ni des animausx, ni des fleurs.

Paris est en France ou Madrid est en Chine.

La pierre ponce est un homme si et seulement si les femmes sont des sardines.
Les poiriers ne donnent pas de melons, et Cléopatre n’est pas chinoise.
(2 < 3) et (2 divise 4)

10. (2 < 3) et (2 divise 5)

11. (2 <3) ou (2 divise 5)

12. (2 <3) et (2 divise 5)

13. 7(2 < 3) ou (2 divise 5)

14. VneN3dpeN (p>n)

© RN

CORRECTION.
1. Il s’agit de I'implication P = Q (logiquement équivalente a (=P) v Q) ou
* P =“Napoléon était chinois”
*x Q=“3-2=2"
Puisque P est fausse, (- P) est vraie, par conséquent I'implication est vraie.
2. Il s’agit de la proposition P v Q ol
* P =“Cléopatre était chinoise”
* Q =“les grenouilles aboient”
Puisque P est fausse et Q est fausse, la proposition est fausse.
3. Il s’agit de la proposition P v Q ou
* P =“les roses sont des animaux”
*x Q =“les chiens ont 4 pattes”
Puisque Q est vraie, la proposition est vraie.
4. Tl s’agit de I'implication P = Q (logiquement équivalente a (P) v Q) o
*x P =“I'homme est un quadrupede”
* Q=“'homme parle”
Puisque P est fausse, (- P) est vraie, par conséquent I'implication est vraie.
5. Il s’agit de la proposition P A Q olt
*x P =“Lesroses ne sont pas des animaux”
* Q =“Les roses ne sont pas des fleurs”
Puisque Q est fausse, la proposition est fausse.
6. Il s’agit de la proposition P v Q olt
* P =“Paris est en France”
* Q =“Madrid est en Chine”
Puisque P est vraie, la proposition est vraie.
7. 11 s’agit de la double implication P < Q (logiquement équivalente 2 (P = Q) A (Q = P)) ol

* P =“La pierre ponce est un homme”
* Q =“les femmes sont des sardines”

Puisque P et Q sont fausses, la proposition est vraie.
8. Il s’agit de la proposition P A Q olt
* P =“Les poiriers ne donnent pas de melons”
*x Q =“Cléopatre n’est pas chinoise”
Puisque P et Q sont vraies, la proposition est vraie.
9. Il s’agit de la proposition P A Q ou
* P=“2<3”
* Q=“2divise 4”
Puisque P et Q sont vraies, la proposition est vraie.
10. Il s’agit de la proposition P A Q ot
* P=“2<3”
* Q=“2divise 5”
Puisque Q est fausse, la proposition est fausse.

11. Il s’agit de la proposition P v Q ot
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* P=“2<3"
* Q=“2divise 5”

Puisque P est vraie, la proposition est vraie.

12. 1l s’agit de la proposition P A Q ou

* P=“2<3"
* Q=“~(2divise 5)”

Puisque P et Q sont vraies, la proposition est vraie.

13. Il s’agit de la proposition P v Q ol

Puisque P et Q sont fausses, la proposition est fausse.

* P="7(2<3)"
* Q=“(2divise 5)”

14. La proposition est vraie : il suffit de choisir p = n+ 1.

®Exercice 4.5
Soient les propositions définies par P(x) =“x < 1” et Q(x) =“x = 2”. Donner les valeurs de x dans R pour lesquelles

1. “PAQ” estvraie
2. “PAQ’ estfausse
3. “Pv Q’” estvraie
4. “Pv Q" est fausse
CORRECTION.

1.
2
3.
4. x€]1;2]

Pour aucune valeur de x dans R

. Pour toute valeur de x dans R

X€]—00;1]U[2; +00[

‘g"Exercice 4.6

X Larelation p = ¢ se lit “si p, alors g”. Que signifie-t-elle ?

*

*
%0 p estune condition suffisante de g
* . . .

X O g est une condition nécessaire de p
% O pour que g, il suffit que p

x 0 pour que p, il suffit que g

*

CORRECTION.

B p est une condition suffisante de g

B g est une condition nécessaire de p
B pour que g, il suffit que p
O pour que p, il suffit que g

®Exercice 4.7

1. “4 divise n” est-elle une condition nécessaire, suffisante, nécessaire et suffisante pour que “2 divise n” ?

O pour que p, il est nécessaire que g
O pseulementsi g

O g seulementsip

B pour que p, il est nécessaire que g
B pseulementsi g

O g seulementsip

2. “3 divise n” est-elle une condition nécessaire, suffisante, nécessaire et suffisante pour que “9 divise n” ?

CORRECTION.
1. “4 divise n” est une condition suffisante pour que “2 divise n”. En effet, si on note P I'assertion “4 divise n” et Q

100

I'assertion “2 divise n”, on a que
* I'énonce “P = Q” est vrai car si 4 divise n alors il existe p dans N tel que n =4p = 2(2p) ce qui signifie que 2

divise n;

* I’énonce “Q = P” est faux car pour n =2 on a bien que 2 divise n mais 4 ne divise pas n.
. “3 divise n” est une condition nécessaire pour que “9 divise n”. En effet, si on note P 'assertion “3 divise n” et Q
I'assertion “9 divise n”, on a que
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x I’énonce “P = Q” est faux car pour n = 6 on a bien que 3 divise n mais 9 ne divise pas n;
x I’énonce “Q = P” est vrai car si 9 divise n alors il existe g dans N tel que n = 9g = 3(3¢g) ce qui signifie que 3
divise n.

®Exercice 4.8
On considére la proposition .# suivante :
# = “Sil’entier naturel n se termine par 5, alors il est divisible par 5.”
1. Ecrire la contraposée de la proposition .#.
2. Ecrire la négation de la proposition .#.
3. Ecrire la réciproque de la proposition .#.

CORRECTION.
Rappels :
* La proposition .# correspond a l'implication “P = Q” avec P =“I'entier naturel n se termine par 5” et Q =“I'entier
naturel n est divisible par 5”. Elle est logiquement équivalent a la proposition “(=P) v Q”.
* La contraposée, qui a la méme véridicité que “P — Q”, s’écrit “(mQ) = (= P)".
* Lanégation, qui est fausse si “P = Q” est vraie et qui est vraie si “P = Q” est fausse, s’écrit “~1[(=P) v Q]”, ce qui
est équivalent a écrire “P A (0Q)”.
* Laréciproque s'écrit “Q = P”.
Dans notre casona:
Implication : “Sil’entier naturel n se termine par 5, alors il est divisible par 5.”
Prouvons que cette implication est vraie :

Pvraie = dmeN|n=10m+5
— dmeN|n=52m+1)

= ( vraie

Contraposée : “Sil’entier naturel n n’est pas divisible par 5 alors il ne se termine pas par 5.”
Elle est vraie car elle a la méme véridicité que I'implication “P = Q.
Négation : “Lentier naturel n se termine par 5 et n’est pas divisible par 5.”
Elle est fausse car I'implication “P = Q” est vraie.
Réciproque : “Sil’entier naturel n est divisible par 5, alors il se termine par 5.”
Cette proposition est fausse : 'entier naturel 10 ne se termine pas par 5 mais est divisible par 5.

& Exercice 4.9
S’il pleut, Jean va au travail en bus. Hier Jean est allé au
travail a vélo. Est-il possible d’établir avec certitude si hier
il a plu? Ce matin Jean est allé au travail en bus. Est-il pos-
sible d’établir avec certitude si ce matin il pleuvait ?

CORRECTION. Soit P =“Il pleut” et Q =“Jean va au travail en bus”. On a P = Q, ce qui équivaut a "Q = —P. Hier
Jean est allé au travail a vélo, donc hier on est dans le cas =Q, ce qui implique =P, autrement dit hier il ne pleuvait pas. Ce
matin Jean est allé au travail en bus, ce qui correspond a Q, ce qui n'implique rien sur la véracité de P : il n’est pas possible
d’établir si ce matin il pleuvait ou pas.

‘¢ Exercice 4.10

¥ Sur le portail d’'une maison il y a une pancarte : «Chien
X qui aboie, ne mord pas. Notre chien n'aboie pas.»
¥ Franchiriez-vous cette porte 2

CORRECTION. Soit P =“Aboyer” et Q =“Ne pas mordre”. Ona P = Q, ce qui équivauta 7Q = 1P : «Chien qui morde,
n’'aboie pas.» «Notre chien n’aboie pas» correspond a =P, ce qui n'implique rien sur la véracité de Q : il n’est pas possible
d’établir si le chien mord ou pas.
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@Exercice 4.11 T. CHAMPION
On considere la proposition suivante :
“Sile TP de Chimie a commencé alors tous les étudiants ont mis leur blouse.”
1. Ecrire la contraposée et la négation de la proposition.

2. Sila proposition est vraie et on constate que tous les étudiants ont mis leur blouse, peut-on déduire que le TP a
commenceé ?

CORRECTION.
1. La contraposée de «P = Q » est «(mQ) = (= P)». On obtient donc comme contraposée :
“S’il existe un étudiant qui n’a pas mis sa blouse alors le TP de Chimie n’a pas commencé.”

Remarque : cette contraposée est logiquement équivalente au principe donné dans I’énoncé.

La négation de «P = Q», i.e. de «(P) v Q », est «P A (7Q)». On obtient donc comme négation :
“Le TP de Chimie a commencé et il existe un étudiant qui n’a pas mis sa blouse.”

Remarque : cette négation est vraie lorsque la proposition initiale est fausse et elle est fausse lorsque la proposition
initiale est vraie.

2. On ne peut peut rien déduire.

@Exercice 4.12 T. CHAMPION
On peut déduire de la loi des gaz parfaits le principe suivant :
“Si le volume du gaz est constant, alors la température du gaz est une fonction croissante de la pression.”
1. Ecrire la contraposée et la négation du principe ci-dessus.

2. On étudie un gaz qui a la propriété suivante : “quand son volume est constant et sa température augmente, sa
pression diminue.” Peut-on dire si c’est un gaz parfait ou non?

CORRECTION. Soit P =“le volume du gaz est constant” et Q =“la température du gaz est une fonction croissante de la
pression”.

1. La contraposée de «P = Q » est «(mQ) = (=P)». On obtient donc comme contraposée :

“Sila température du gaz n’est pas une fonction croissante de la pression alors le volume du gaz n’est pas
constant.”
Remarque : cette contraposée est logiquement équivalente au principe donné dans I’énoncé.

La négation de «P = Q », i.e. de «(mP) v Q », est «P A (mQ)». On obtient donc comme négation :
“Le volume du gaz est constant et la température du gaz n’est pas une fonction croissante de la pression.”

Remarque : cette négation est vraie lorsque la proposition initiale est fausse et elle est fausse lorsque la proposition
initiale est vraie.

2. Cette proposition correspond a «P A (mQ)» donc on peut déduire qu’il n’est pas un gaz parfait.

®Exercice 4.13 T. CHAMPION
| On effectue une expérience chimique pour laquelle on peut seulement faire varier la température ou ajouter un cataly-
seur. On connait le principe suivant :
“Si on augmente la température de 10 degrés et si on n’ajoute pas de catalyseur alors la réaction va deux
fois plus vite que normalement.”

1. Ecrire la contraposée du principe ci-dessus, c’est-a-dire compléter la phrase “Si la réaction ne va pas deux fois
plus vite que normalement alors...”.

2. On observe que la température a augmenté de 10 degrés et que la réaction va 3 fois plus vite que normalement,
que peut-on en déduire ?

3. Onobserve que la réaction va 2 fois plus vite que normalement, peut-on en déduire quelque chose sur la variation
de température ?
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CORRECTION.

1. La contraposée de «si P alors Q» (autrement dit P = Q) est «si non(Q) alors non(P)». Ici la proposition P est de la
forme «A et B», donc sa négation est de la forme «non(A) ou non(B)». On obtient donc comme contraposée :

“Si la réaction ne va pas deux fois plus vite que normalement alors on n'a pas augmenté la température
de 10 degrés ou on a ajouté du catalyseur.”

Remarque : cette contraposée est logiquement équivalente au principe donné dans I’énoncé.

2. La contraposée indique qu’on a ajouté du catalyseur : on est dans le cas ol «la réaction ne va pas deux fois plus
vite» (puisqu’elle va trois fois plus vite), donc «on n’a pas augmenté la température de 10 degrés ou on a ajouté du
catalyseur». Comme la température a augmenté de 10 degrés, cela signifie qu’'on a ajouté du catalyseur.

3. Onne peut peut rien déduire sur la variation de température : le principe ne donne aucune indication dans ce sens.

DExercice 4.14 T. CHAMPION
On consideére les propositions suivantes

—

. “les éléphants portent toujours des pantalons
courts”;

2. “siun animal mange du miel alors il peut jouer de la
cornemuse” ;

3. “si un animal est facile a avaler alors il mange du
miel” ;

4. “si un animal porte des pantalons courts alors il ne

peut pas jouer de la cornemuse”.

On suppose que ces propositions sont vraies. Quelqu’'un prétend en déduire que les éléphants sont faciles a avaler.
Cette conclusion est-elle correcte ?

CORRECTION. Soit A ="Porter des pantalons courts”, B =“Manger du miel”, C =“Pouvoir jouer de la cornemuse”, D =“Btre
facile a avaler”. Les propositions données se formalisent comme suit :

1. V éléphants, C;

2. B = C (logiquement équivalente a "C = —B);
3. D = B (logiquement équivalente a =B =— —1D);
4, A = C;

et on veut savoir si c’est vraie que “V éléphants, D”.

Les quatre propositions étant vraies, on ala chaine d’'implications A = —C = — B = —1D, c’est-a-dire “Si un animal
porte des pantalons courts alors il n’est pas facile 4 avaler”. Etant donné que les éléphants portent toujours des pantalons
courts, cela signifie “V éléphants, = D” : la déduction est fausse.

DExercice 4.15
Soit f une fonction définie sur R et & valeur dans R. Ecrire avec les quantificateurs les propriétés suivantes :
1. f prend toujours la valeur 1
. f prend au moins une fois la valeur 1

2

3. f prend ses valeurs entre —2 et 3
4. f ne prend que des valeurs entiers
5

. f s'annule au moins une fois sur I'intervalle [-1, 1]

CORRECTION.
1. fx)=1VxeR
2. dxeRtel que f(x) =1
3. f(x)e[-2,3]VxeR
4. f(x)eZVxeR
5. dxe[-1,1[tel que f(x) =0
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‘y'Exercice 4.16
* Pour chaque énoncé, écrire la négation, puis dire si ’énoncé original est vrai ou faux (en justifiant la réponse a I'aide

1 d’'une démonstration).

*
*

X 1. VxeR x>1 5. 3xeR VyeR y>>x

*

¥ 2. 3xeR VyeR x+y>0 6. VvneN n’+n+1<nd

*

¥ 3. VxeR JyeR x+y>0 7. VxeR IneN n=z=x

*

z 4. VxeR VyeR x+y>0 8. IneN VpeN (n>p = n+p>2p)
CORRECTION.

1. P= "VxeR x>1"

-P="3IxeR x<1"
P est faux. Pour cela on prouve que =P est vrai : en effet x = 0 est un réel inférieur a 1.

. P="3xeR VyeR x+y>0"

“P="VxeR JyeR x+y=<0"
P estfaux. Pour cela on prouve que —1P est vrai : étant donné x € R, il existe toujours un y € R tel que x+ y <0 caril
suffit de prendre y = —(x + 1) qui donne x+ y = -1 <0.

. P="VxeR JyeR x+y>0"

2P="3dxeR VyeR x+y=<0"
P estvrai: étant donné x € R, il existe toujours un y € R tel que x + y > 0 car il suffit de prendre y = —x+ 1 qui donne
x+y=1>0.

. P="YxeR VyeR x+y>0"

-P= "3xeR 3JyeR x+y=<0"
P estfaux. Pour cela on prouve que 7P estvrai: x=—-lety=0

. P="dxeR VyeR p?>>x"

“P= "VxeR 3JyeR y*<x"
P estvrai: il suffit de choisir x < 0.

. P="YneN n’+n+l1<ns"

aP="IneN nl+n+1>n3"

P est faux. Pour cela on prouve que =P estvrai: n=0

. P="VYxeR JneN n=x"

-P= "3xeR VneN n<x"
P estvrai: étant donné x € R, on peut prendre n = E(x) + 1 (par exemple), ce qui donne n > x

. SoitA="n>petB="n+p>2p"

P= "d3neN VpeN (A= B)"quiéquivauta"dneN VpeN (7B = -1A4)" qui équivauta"dneN Vpe
N ((mA)vB)"

“P="YneN 3IpeN (AA(0B))" quiéquivauta"vneN IpeN (n>petn+p=<2p)"

P estvrai. Pour cela on prouve que =P est faux: A(n, p) eNxN (n >petn< p).

®Exercice 4.17
On consideére x, y, z € N. Soit la proposition

(P) «six=3alorsy=5etz=1».

Pour chaque affirmation dire si elle est vraie ou fasse :

1. (P) est équivalente a «<si y =5 et z =1 alors x = 3».

2. (P) est équivalente a «pour que y =5 et z = 1 il suffit que x = 3».
3. (P) est équivalente a «pour que y =5 et z =1 il faut que x = 3».
4. Lanégation de (P) est «x =3, alors y #5ou z # 1».

5. Lanégation de (P) est «si x =3, alors y #5 ou z # 1».

CORRECTION.

104

1. Fausse

2. Vraie
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3. Fausse
4. Fausse

5. Fausse

®Exercice 4.18

| Pour tout entier naturel 7, soit P, une assertion portant sur n et telle que si P, est vraie alors P, I'est également.
On suppose qu'il existe un entier ng tel que Py, soit faux. Quelle conclusion peut-on en tirer ?

O Py, est faux

O P, estfaux pour tout entier n < ng
O Py est faux
O P, estfaux pour tout entier n = ng

O P, estfaux pour tout entier n
On suppose qu’il existe un entier ny tel que Py, soit vrai. Quelle conclusion peut-on en tirer ?

O Pj,y-1 estvrai

O P, estvrai pour tout entier n < ng
O Py vrai faux

O P, estvrai pour tout entier n = ng

O P, estvrai pour tout entier n

CORRECTION. Le fait que Py, soit faux n'implique rien sur la véracité de P, pour n > ny. En revanche, il implique que P,
est faux pour tout n < ny. En effet, s’il existait un entier m < ng tel que P;, soit vrai, on aurait P, vrai et, par récurrence,
Py, vrai ce qui est une contradiction.

B P, estfaux
B P, estfaux pour tout entier n < ng
O P+ est faux
O P, est faux pour tout entier n = nyg

O P, estfaux pour tout entier n

Le fait que Py, soit vrai n'implique rien sur la véracité de P, pour n < ny. En revanche, il implique que P,, est vrai pour
tout n = ng. En effet, s’il existait un entier m > ny tel que Py, soit faux, on aurait P,,_, vrai et, par récurrence, P, faux ce
qui est une contradiction.

O Py, estvrai
O P, estvrai pour tout entier n < ng
W P, . estvrai
B P, estvrai pour tout entier n = ng

O P, estvrai pour tout entier n

‘¢Exercice 4.19
* Démontrer (par récurrence) les propositions

1 nn+1 7
1) VneN* Zi:(T)’ 2) VneN* Y Qi+l =nn+2),
=1 i=1

2
u nn+1)2n+1 n &

3) VneN* Zizz%, 4) VneN* Zﬁ’:(Zi),
i i i=1

I
—

_nm+1)6r®+9n* +n-1)
- 30

)

n
5 VneN* Y it

D D D D B D P D P D PP DD D
i
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CORRECTION. On considére une propriété P, qui dépend d’un entier naturel n et on souhaite démontrer par récurrence
qu’elle est vraie pour tout n a partir d'un certain rang ny. Pour cela il faut

1. montrer que la propriété P, est vraie pour un entier particulier ny (par exemple 0 ou 1) ;

2. montrer que si elle est vraie pour un certain n, cela implique qu’elle est vraie pour son successeur 7 + 1.

1) Pour n =1 la somme se réduit a 1 et elle est égale a 1% = 1. On suppose maintenant que le résultat est vrai pour un
certain n, c'est-a-dire que Y7 | i = w Alors Z?:ll i=Y" i+(n+1)= w +(n+1) = w Le résultat est
donc vrai pour I'entier n + 1.

2) Pour n =1 la somme se réduita 2 x 1 + 1 et elle est égale a 1(1 + 2) = 2. On suppose maintenant que le résultat est vrai
pour un certain n, c’est-a-dire que Z” 1i+1)=n(n+2).Alors Z”“(Zl +1) = Z?:I(Zi +D+Q2n+D)+D)=nn+2)+
Cn+1)+1)=mn+1(n+3).Le resultat est donc vrai pour I'entier n+ 1.

3) Pour n = 1la somme des carrées se réduit a 12 et elle est égale a % = 1. On suppose maintenant que le résultat
est vrai pour un certain n, c'est-a-dire que Y| i2 = 20HEED Alorg yrrli2 = y1 24 (n41)? = 20DED (4
1)? = (el 2@n+3) e pésultat est done vrai pour Uentier 1+ 1.

(1x2)

4) Pour n = 1 la somme des cubes se réduit a 13 et elle est egale a —~ = 1. On suppose maintenant que le résultat est

2
vrai pour un certain n, c’est-a-dire que Z?zl i3 = (@) Alors Z”“ 3 = ;7:1 B+n+1)3= ("("T“)) +(n+13=

2
(W) . Le résultat est donc vrai pour I'entier n + 1.

10+ (6+9+1-1) _
30

5) Pour n =1 la somme se réduit a 1* et elle est égale a = 1. On suppose maintenant que le résultat est vrai

3
n(n+1)(6n3a—9n +n-1) AlOfSZn+1 4 _ izll +(n+1)4 — n(n+1)(6n33—9n +n—1) +

pour un certain 7, c'est-a-dire que Y., i it =

3 2
(n+1)* = 260D 490 D+ (D=1 1 résultat est donc vrai pour Uentier 71+ 1.

‘y'Exercice 4.20
¥ Montrer que I'assertion suivante est vraie (1 désigne un nombre entier, i.e. n € Z) : “n? impair = n impair”. Est-ce que
Xla réciproque est vraie ?

CORRECTION. On note A =“n? impair” et B ="n impair”. Pour montrer que A = B on va utiliser un raisonnement «par
contraposée» et montrer 'énoncé équivalent "B — —A:
—Bvrai = B faux
= n pair
n =2k pour un certain k dans N
n® = (2k)* =2(2k?)

fr——

—

= n? pair
— Afaux
f—

-1 A vrai

ce qui termine la preuve.
La réciproque est vraie :
Bvrai = nimpair
= n=2k+1pour un certain k dans N
= n*=Q2k+1)*=2Q2k* +k) +1
= n? impair

— Avrai

®Exercice 4.21
Soit a, b, c € N. Al'aide d’un raisonnement par'absurde, démontrer que ’assertion suivante est vraie : “Dans a?+b%=c?
il y a toujours au moins un des trois nombres, a, b ou c qui est pair”.

CORRECTION. Supposons que les trois nombres soient impaires, i.e. il existe x,y,ze Ntelsque a=2x+1, b=2y+1 et
¢ =2z+1.Léquation a?+ b? = ¢? devient 4(x*> + x+ y? + y—z? — z+1) = 3 ce qui ameéne a une contradiction puisque 4 n’est
pas un diviseur de 3.
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@ Triplets pythagoriciens

Voici une méthode astucieuse pour produire des triplets pythagoriciens, c’est-a-dire des triplets de nombres entiers
non-nuls qui satisfont la relation a? + b* = ¢?. On choisit deux nombres entiers strictement positifs et on appelle le plus
grand de ces deux nombres x et I'autre, le plus petit, y. On pose a = 2xy, b = x> — y? et ¢ = x> + y*. On obtient ainsi un
triplet pythagoricien. En effet, on observe que

a®+b? = 2xy)2 + (- Yy =ax*yr + vyt —2x? Pt = x4yt e 22Xy = (P yHP = A

‘¢ Exercice 4.22
¥ Expliciter les sous-ensembles suivants de la droite réelle
*
* X X X X
X U ]—,Zx[ N —,Zx[ U [—,Zx] N [—,Zx]
¥ xef0,1]" 2 xef0,1]" 2 xef0,1] - 2 xef0,1] -2
X 1.1 1 1
x N [-=2+- U [1+=,n N 3,3+—[ N |-2-—,4+n?
i neN* n n neN* n neN* nz neN* n
x
CORRECTION.
X X X X
U |5.2x[=102( N |5.2x[=¢ U [3.2x] =102 N [5.2x]=0
xel0,1]" 2 xef0,1]" 2 xef0,1] - 2 xel0,1] - 2
1,1 1 1 1 )
M [-=2+=|=10,2] U [1+=n=]1,+00l [ |3,3+—|=13} M |-2-=,4+n"| =[-2,5]
neN* n n neN* n neN* n neN* n
®Exercice 4.23

Soit E, I, J trois ensembles et {A;} ;s et {B;} jc; deux parties de &2 (E). Montrer que

(Ua)n(UBj)= U (ainsy).

iel jeJ (i, elx]

CORRECTION. Notons

L=(UJai)n(UB) R= | (4inB)).

i€l jeJ (i,j)elx]

Pour prouver que L = R il faut prouver les deux inclusions Lc Ret Rc L:
@ onprouve que Lc R, i.e.quesif e Lalors¢€R:
lel = (e|JA; ET ¢e|JB;

iel jeJ

= diel, (e A; ET 3je ], (€B;

= 3(i,j)elx], £ €(A;nBj)

— (€R;

@ onprouveque Rc L, i.e.quesif/ € Ralors ¢ € L:

leR = 3(i,j)elx], Le(A;nBj)
— (€ A; ET [EB]‘

= (e|JA; ET ¢e|B;
iel JjeJ
= (el
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(@ (AnB)u(CnD) (b) (AuB)N(CuD)

FIGURE4.1: (AnB)U(CNnD)c(AuB)Nn(CuD)

®Exercice 4.24

| Soit E, I et J trois ensembles non vides. Soit {A; j}u, jerxy une partie de 2 (E). Montrer que
U(N4)=N(UA4u)
i€l jej jej i€l
puis comparer (en terme d’inclusion)

0,2

u(n

peN* " geN*

)« nly

geN* ~ peN*

7]

CORRECTION. xeuie,(mjein,j) — Jdiel,xeNjgAy = JieLVje] xedy = Vje, xeUisAyj =
xEﬂjeJ(UieIAi,j) dOﬂCUieI(ﬂjein,j)Cﬂje](UielAi,j)-
Notons que l'inclusion inverse n’est pas vraie car x € ﬂjej(u,-el A,-,j) = VjeJ, xeUpedij = VjeJ Jiel

dépendant de j, x € A; ;.
On peut le voir sur I'exemple proposé :

N l0.2|=10y, U 0,3]=[o;+oo[,
qeN® peN*
P ] _ p ] .
0)_ _{0}) Oy_ —[0,+OO[.
pgrgl*(qg\ll* q ) qD\J*(pE-lgl* q )

‘¢g"Exercice 4.25
X Soient E un ensemble et F et G deux parties de E. Montrer que
51 C,(C,F)=F
¥2) FeG = CF>CG
¥3) C,(FUG) =(C,F)n(C,G) et CL(FNG)=(C,F)u(C,G) [Lois de Morgan]

CORRECTION.
1. xECE(CEF) — x¢C,F < x€F

2. “"Fc G’ < “xe€F) = (xe@)’ < ‘nonxe G —non(xe F)" — “(xe€CgG) = (x€ CgF)’ <
“CEGCCEF”

3. x€Cp(FUG) < x¢(FUG) < x¢FETx¢G < x€Cg(F)ETx€ Cp(G) < x€(C,F)n(C,G)
x€CE(FNG) < x¢FOUx¢G < x€eCg(F)OU x€ Cg(G) < x€(C,F)u(C,G)

®Exercice 4.26

Soit I un ensemble et {A};c; une partie de & (E). Montrer que

L Cy(Urer Ai) = Mier C, A 2. Cy(Nier 4i) = Uier G, Ar,
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CORRECTION. Soit 7/ un ensemble et {A};c; une partie de 22(E). Alors

o) o) o)
1. xeCE(U Ai) p== xQUAi — ViEN*XQAi — ViEN*XECE(Ai) << XE€ ﬂCE(Ai)
i=1 ;

i=1

i=1

2. xeCE(F}o Ai) — x¢ ﬂ A;j < JieN"telque x¢ A; < FieN* telque x€ Cp(4;) < x¢€ U Cp(A;j)
i=1

i=

& Exercice 4.27

CORRECTION.

1. Cr(Aj) =R\ A; =]-00,0[U]1+ 1, +00],

2. UCR(A)—] 00,0[U]1, +o0],

w
HD8

=10,1],
4. C ( ) —00,0[U]1, +o0f,

=1[0,2],

o
|| Cg

6. C ( ) —00,0[U]2, +00],

7. ﬂCR(A)—] 00,0[U]2,+0o0[;
i=1

8. Cr(B;) =]-00,0[U]1-1,+00],

9. L:JCR(B)—R\{O},

10. (1 B; =10},

11. Cg ﬁlBi)zR\{O},

12. UBi=001],

13. Ce| U Bi)z]—oo,O[U[1,+OO[,

14. ﬁo Cr(B;j) =]-00,0[U[1,+o0[;

© G. FACCANONI

DglLo8

o8l

8

S o
5 o

| Soient les sous-ensembles de R
1
A=[01+43], B,—[O,l——
i
avec i € N*. Trouver les ensembles
o0 (e 0]
L.Cr(Ay), 2. UCr), 3.N
i=1 i=1
oo o0
8.Cr(Bi), 9. UCr(Bi), 10. |
tfxl) zo=ol
15. Cr(Cy), 16. U Cr(Cy), 17. |
10:01 lo:ol
22.Cr(Dy), 23. U Cr(D;), 24.
i=1 i=1

—

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

i=1

1 1 1
'—[—1——_,1+—'], Di=[0,1+—_[,
l l l
o0 o0 o0
5. Ud 6. CR(,UIAL-), 7. 1 CatA;
l_oo z;o _oo
12. U Bj, 13.Cp BZ), 14. N Cr(B;);
i=1 i=1 i=1

20. G 21. ) Ca(C);
i=

S
TCew
o o
8
oo

27. C[R

—
©
T8
o
nce
<
N’ S ——

;28 (1 Ga(D;
i=

I
—

Cr(Ci) =]—00,—1—-+[U]1+1,+00],

U Cr(Ci) =]—00,—1[U]1,+00],

ID8

Ci=[-1,1],

( ) - )_I[U]1)+OO[;

=[-2,2],

i C8

( ) —2[U]2, +o0,

ﬂlcw(Cz)—] 00,-2[U]2, +o0[;
4

Cr(D;) =1-00,0[U [1+ ,+00],

U Cr(Dj) =]-00,0[U[L, +oo],

Tog T

o0
(0,11= N A;,
i=1

D
(Oﬁ -)—1—oo,0w11,+oo[,

[Net:

D 0,2[,

(Oﬁ -)—1—oo,0[u[2,+oo[,

D8

Cr(Dj) =]-00,0[U[2, +ool.

109



4 Eléments de logique et notions fondamentales de la théorie des ensembles Vendredi 25 juillet 2014

PourieN, soit A; = [—2, ﬁ] un sous-ensemble de R. Trouver les ensembles

‘O_LjOA,-, CR(CLiJOOA,-), Cr(Ay), iﬁocR(Ai).

l l

CORRECTION. Enremarquant que A; € A;41, que Ag =[-2,-1] etque A; ——[-2,0"]ona

1—+00

=]-00;-2[U[0; +oo[, Cr(A;) =]-00;-2[U ;+00

U
A;=[-2,0[, Cgr —_—
i0 —l—lz

o0
U A
i=0

, [ Cr(A) =1—00; —2[ U [0; +00].
i=0

®Exercice 4.29
Pour i €N, soit A; = [—1, ﬁ un sous-ensemble de R. Trouver les ensembles
o0 o0 o0
NA, Cg ( N Ai), Cr(A;), U Cr(A;).
i=0 i=0 i=0
CORRECTION. Enremarquant que A;; < A;, que Ag = [-1,1[ et que A; —— [-1,0*[ona

1—+00

, U Cr(A) =1-00;—1[U]0; +00].
i=0

o0
(A

i=0

(N Ai=1-1,01, Cg +00
i=0

=]-00;-1[U]0; +o0l, CR(Ai)z]_OO;_l[U[

142’

®Exercice 4.30

. L, . 2—-m m+3
SoitM = {n eN| n = 3}. Considérons l'intervalle Am:]—;
m m+2

pour m € M. Expliciter les ensembles

1. U Amr Z-CR( U Am)v 3-CIR(Am)» 4. ﬂMCIR(Am)» 5. ﬂ Am, 6-C[R( ﬂ Am)y 7. U C[R(Am)-
me

meM meM meM meM meM

CORRECTION. Notons que — —1% et que -1
1 h | A3 L r |
—:1 - _173 Ay :1 ré‘/s 3]/2
_:1 '|_d2 45 :1 I}‘/e s]/z
—:1 95 Ag 1 g7 3]/2
-1 713 1 d8 312
On peut alors conclure que
1. Ap=]-1;8 5. Ap=]-%1
mLéJM " ] 5[ mDM m ] 3 ]
2. Cg| U A )z]—oo;—l]u 85400
R(mer\/ﬂ " [Si+ool 6. C[R( N Am)z]—oo;—§]u]1;+oo[
3. Cr(Ap) = |-o00; 2] U [ 253, oo me
N Cr(Am) =1-00;-1] U [£;+0o] 7. U Cr(Ap) =]-00;—3]Ul1;+ool
meM meM
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Relations, fonctions, applications

Soient E et F deux ensembles.
@Définition Produit cartésien
E x F est 'ensemble des couples (x, y) ol x est un élément de E et y un élément de F. L'égalité dans E x F est définie
par: (x,y)=(x,y) <= x=x'ety=y.

@ Définition Relation binaire

Une RELATION binaire (ou correspondance) de E dans (ou vers) F est un triplet Z = (E, F; G) ou G une partie de E x F.
Lensemble E est appelé ensemble de départ de 2%, 'ensemble F est appelé ensemble d’arrivée de Z. Lensemble G est
appelé graphe de Z%.

¢ Notation
| Pour tout (x, y) € E x F, on écrit “x2y” et on dit “x est en relation avec y” ssi “(x, y) € G”".

@Définition Fonction
Une FONCTION f de E dans F est une relation de E dans F vérifiant : pour tout x € E, il existe au plus un élément y € F
satisfaisant xf'y.

<

@ Définition Domaine de définition
Le DOMAINE DE DEFINITION D d’une fonction f de E dans F est 'ensemble des x € E satisfaisant : il existe un et un
seul ye Ftelque xfy.

Notation

Pour tout x € Dy, on note f(x) le seul point y € F satisfaisant x fy. Donc pour tout (x,y) € Dy x F, xfy < y = f(x).
Si x € Dy alors f(x) est appelé “I'image de x par f”. Si y € F alors tout point x € Dy satisfaisant y = f(x) est appelé “un
antécédent de x par f”.

@ Définition Image directe
Soit f une fonction de E dans F et A une partie de E. LIMAGE DIRECTE de A par f estla partie de F définie par f(A) :=
{yeF:3xeAnDy y=f()}

@ Définition Image réciproque
Soit f une fonction de E dans F et B une partie de F. L'IMAGE RECIPROQUE de B par f est la partie de E définie par
fU(B):={xeDs: f(x)eB}.
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AAttention
Ne pas confondre I'image réciproque de B, qui existe toujours, avec 'image de B par f~!, qui n’existe que si f est une
bijection. Ici on ne suppose rien sur f.

{@Définition Application
| Une application f de E dans F est une fonction de E dans F dont le domaine de définition est égal a E.

{@Définition Injection
Une injection f de E dans F est une application de E dans F vérifiant

Y(x,xYeExE f(x)=f(x)= x=x.

AAttention
Ne pas confondre :

* la définition d’'une application qui s’écrit

VeE VX eE x=x = f(x)=fx),
VxeE VX' eE f)#f) = x#x,

* la définition d’application injective qui s’écrit
VieE VX' eE x#x = f(0)#f),
VxeE VX'eE fx)=f)= x=x.
@ Définition Surjection
Une surjection f de E dans F est une application de E dans F vérifiant

VyeF 3xeE y=f(x.

{@Définition Bijection
| Une bijection f de E dans F est une application de E dans F qui est injective et surjective.

sRemarque
Soient

* R1ensemble des relations

F I'ensemble des fonctions
Alensemble des applications
I''ensemble des applications injectives

*
*
*
* S1'ensemble des applications surjectives
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* Blensemble des applications bijectives

Le dessin ci-contre se lit comme suit : “toute fonction est
une relation mais il existe des relations qui ne sont pas des
fonctions, de méme toute application est une fonction mais
il existe des fonctions qui ne sont pas des applications. Il
existe des applications qui ne sont ni injectives ni surjec-
tives, il existe des applications qui sont injectives mais qui
ne sont pas surjectives, il existe des applications qui ne sont
pas injectives mais qui sont surjectives et il existe des ap-
plications qui sont injectives et surjectives et sont appelées
bijections.”

LAstuce Les droites

Soit E et F deux sous-ensembles de R. Alors

* Une relation de E dans F est une fonction si toute droite vertical d’équation x = k € E intersecte le graphe de f au
plus une fois.

* Une fonction f: E — F est une application si toute droite vertical d’équation x = k € E intersecte le graphe de f
exactement une fois.

* Une application f: E — F est une application injective si toute droite horizontale d’équation y = k € F intersecte le
graphe de f au plus une fois.

* Une application f: E — F est une application surjective si toute droite horizontale d’équation y = k € F intersecte
le graphe de f au moins une fois.

* Une application f: E — F est une application bijective si toute droite horizontale d’équation y = k € F intersecte le
graphe de f exactement une fois.

5.1 Composition, réciprocité

Soit E, F, G et H quatre ensembles.

@Définition Composition
Si f est une application de E dans F et g une application de F dans G alors go f est 'application de E dans G définie
par:VxeE (gof)(x)=g(f(x).

#'Théoreme Associativité
Si f estune application de E dans F, g une application de F dans G et h une application de G dans H alors ho(go f) =

(hog)of.

@ Définition Application réciproque
Soit f une application de E dans F. On dit que f admet une réciproque (ou inverse) ssi il existe une application g de F
dans E telle que
V(x,y)€eExF y=f(x) <= gy)=x.

Si une telle application g existe, elle est unique et notée f .

#Théoreme Réciprocité
| Soit f une application de E dans F. Alors f admet une réciproque ssi f est bijective.

5.2 Maximum, minimum

Soit X un ensemble ordonné (par exemple R) et soit Y une partie de X.

@ Définition Majorant
| Un élément a € X est appelé majorant de Y si a = y pour tout y€ Y.

@ Définition Minorant
| Un élément a € X est appelé minorantde Y si a < y pour tout y€ Y.

G. FACCANONI 113
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{@Définition Ensemble majoré, minoré, borné

* SiY admet des majorants, on dit que Y est majoré.
* Si Y admet des minorants, on dit que Y est minoré.
* Si Y est majoré et minoré, on dit que Y est borné.

{@Définition Supremum
a € X estappelé borne supérieure de Y si c’est le plus petit des majorants de Y. Si elle existe, elle est unique et est notée
sup?Y.

{@Définition Infimum
| a € X estappelé borne inférieure de Y si c’est le plus grand des minorants de Y. Si elle existe, elle est unique et est notée
infY.

{@Définition Maximum
| a€ X est appelé plus grand élément de Y ou élément maximale de Y oumaxde Y si a€ Y et a est majorant de Y.

{@Définition Minimum
| a € X est appelé plus petit élément de Y ou élément minimale de Y ouminde Y si a€ Y et a est minorant de Y.

MDAttention
On a les implications suivantes

1. “aestlemaxde Y” = “aestlesupde Y’ = “a est majorantde Y”;

2. “aestleminde Y’ — “aestleinfde Y” — “a est minorantde Y".
Les réciproques sont fausses.

@Déﬁnition Supremum, infimum, maximum et minimum d’une fonction

Soient E un ensemble et f: E — Rune fonction. On appelle borne supérieure de f dans E la borne supérieure de 'image
directe de E par f, c’est-a-dire sup f(E). De la méme maniere on définit la borne inférieure de f dans E, ainsi que le
maximum et le minimum et on les note

s%p fx) irb;f f(x) max fx) rr}?in .
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VRV DDDVDDD  Exercices VDDV DINAD
®Exercice 5.1

Comment doit-on compléter la définition suivante : “ Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.
On dit que f est injective si et seulement si...”
O tout élément x de E n’a qu'une image par f

O tout élément y de F a au moins un antécédent par f
O tout élément y de F a au plus un antécédent par f
O tout élément y de F a exactement un antécédent par f

O pour tous x et y de E, larelation f(x) = f(y) implique x = y

CORRECTION.

O

O

tout élément x de E n'a qu'une image par f
Cette assertion exprime que f est une application

tout élément y de F a au moins un antécédent par f
Cette assertion pourrait compléter la définition d’'une application surjective

tout élément y de F a au plus un antécédent par f

tout élément y de F a exactement un antécédent par f
Cette assertion pourrait compléter la définition d'une application bijective

pour tous x et y de E, larelation f(x) = f(y) implique x =y

®Exercice 5.2

Comment doit-on compléter la définition suivante : “ Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.
On dit que f est surjective si et seulement si...”
O tout élément x de E n'a qu'une image par f

O tout élément y de F a au moins un antécédent par f
O tout élément y de F a au plus un antécédent par f
O tout élément y de F a exactement un antécédent par f

O pour tous x et y de E, larelation f(x) = f(y) implique x =y

CORRECTION.

O

)@1

*
*
*
*

R R R P P P D D D P D P P D P D P D P D P o

tout élément x de E n'a qu'une image par f
Cette assertion exprime que f est une application

tout élément y de F a au moins un antécédent par f

tout élément y de F a au plus un antécédent par f
Cette assertion pourrait compléter la définition d’une application injective

tout élément y de F a exactement un antécédent par f
Cette assertion pourrait compléter la définition d'une application bijective

pour tous x et y de E, larelation f(x) = f(y) implique x = y
Cette assertion pourrait compléter la définition d’'une application injective

Exercice 5.3

Soit E et F deux ensembles. Pour chaque relation x2y avec x € E et y € F déterminer celles qui sont des fonctions, puis
le domaine de définition de chacune de ces fonctions, puis celles qui sont des applications et si elles sont injectives
et/ou surjectives.
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CORRECTION.

1. Elle n’est pas une fonction.

2. Elle est une fonction mais elle n’est pas une application.

3. Elle est une application ni injective ni surjective.

4. Elle est une application surjective non injective.

5. Elle est une application injective non surjective.

E
6. Elle est une bijection.
®Exercice 5.4

Onnote E:={1,2,3} et F:={1,2,3,4}. Tracer le graphe des six relations binaires de E dans F définies ci-dessous.
1. V(x,y) €EExF x%1y < x—-y+320, 4. V(x,y))EExF xR4y < x—-y+2=0,
2. V(x,))eExF x%Zy < x+1=2y, 5. V(x,y)) e ExF x%s5y < y estpair,
3. V(x,))EEXF x%3y < x=Y, 6. V(x,y))EExXF Xx%Rgy < x=1Y.

Parmi les six relations ci-dessus, déterminer celles qui sont des fonctions, puis le domaine de définition de chacune de
ces fonctions. L'une de ces fonction est-elle une application ?

CORRECTION.

1. V(x,y)EExF x%,y < x—y+3=0:ellen’est pas une fonction

2. V(x,y)eExF

3. V(x,)) eExF x%3y < x=y:ellen’est pas une fonction
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5. V(x,y)) e ExF x%s5y <= yestpair: elle nest pas une fonction

‘¢'Exercice 5.5 3
F On considere I'application f définie de R dans R dont la
¥ représentation graphique est donnée ci-contre. 2
2 1. Quelle estl'image de 0 par f?
;ﬁ 2. Donner, en fonction de y, le nombre d’antécédents
*
* de y par f. -2 -1 0 1 2
¥ 3. fest-elleinjective? f est-elle surjective ?
CORRECTION.
1. fo)=1
2. Notons n: R — N la fonction qui donne le nombre d’antécédents de y par f en fonction de y. On trouve
n:R—N
2 siy>1,
3 siy=1,
y—1{4 si0<y<l],
2 siy=0,
0 siy<o.

3. f n’est pas injective car par exemple f(—1) = f(1). f n'est pas surjective car par exemple y = —1 n’a pas d’antécé-
dents.

®Exercice 5.6
Soit f: R — R définie par f(x) = 1%;2'
1. f est-elle injective?

2. f est-elle surjective ?
3. Montrer que f(R) =[-1,1].

4. Montrer que la restriction g: [-1,1] — [-1,1] avec g(x) = f(x) est une bijection.
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CORRECTION.
1. f n’estpas injective car f(2) = f(%) = %
2. f n'estpas surjective car y =2 n'a pas d’antécédents
3. Pour montrer que f(R) = [—1, 1] on peut utiliser I'une des méthodes suivantes :

* on étudie la fonction et on note que le maximum absolu est 1 et que le minimum absolu est —1
* onrésout y = f(x) pour tout y € R : ceci est équivalente a résoudre yx®> —2x + y = 0 qui admet des solutions

réelles ssi 4—4y2 >0ssi y€[-1,1]. On a alors prouvé que f(R) =[-1,1].
4. Soit y € [-1,1], alors les solutions possibles de g(x) = y sont x = Lviy ”yl_yz Or, seul x = vy ~y1-y2 € [-1,1] donc pour
g:[-1,1] — [-1,1] on a trouvé un inverse h: [-1,1] — [-1,1] définie par h(y) = vy = J donc g est une
) M ’ ) y 1+\/1__)/27
bijection.
®Exercice 5.7

| Soit f: [1,+oco[— [0, +oo[ définie par f(x) = x2—1. f est-elle bijective ?
)

CORRECTION.
* f estinjective car

{f(a):f(b) {a2—1:b2—1 {a:ib
— = azb
a,be[l,+o0] a,be[l,+o0] a,be[l,+ool

X € [1,+o00],

* [ estsurjective car pour tout y € [0, +oo[, 'élément x = \/y + 1 est tel que {f( |
X)=y

®Exercice 5.8
Soit E et F deux parties de R et % la relation binaire de E dans F définie par
xRy = x*+y*=1.

1. Montrer que si E =R et F =R alors % n’est pas une fonction.

2. Montrer que si E =R et F = [0,+o0o] alors £ est une fonction dont on déterminera le domaine de définition D.
Pour tout (x, y) € D x F tel que xZy, expliciter y en fonction de x.

3. Montrer quesi E=[-1,+1] et F = [0, +oo| alors Z est une application qui n'est ni injective ni surjective.
CORRECTION.
1. E=Ret F=R:Z n'est pas une fonction car par exemple x = % vérifie x% (i ‘/75)

F=R

-1

(Y.
\_I-JE_R

2. E=Ret F=[0,4+00[: Z est une fonction dont le domaine de définition est D = [-1, 1]. Pour tout (x,y) € D x F tel
que xZy, y=V1-x2.

F =10, +o0[
1
NahY
» . JE=R
_ )
-1 |
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3. E=
y

[
= 3 n'as pas d’antécédents.

—1,+1]et F=[0,+o0o[: Z est une application qui n’est pas injective car (i %) 2 x ni surjective car par exemple

DExercice 5.9
suivants.

1. E={l} et F={1},
2. E={1,2}et F={1,2,3},

CORRECTION. Soit A et B deux ensembles de cardinal |A| =
Le nombre d’applications de A dans B est m".
Le nombre d'injections de A dans B est n!(’}') = n!

*

m!
n!(m-n)!

Le nombre de bijections de A dans Best0sin#m, n!sin=

. n=2, m=3. Applications: 32=9, injections :

*
*
*
1.
3l

2 B=2)!
3

4

. n=m=3. Applications : 3% = 27, injections : 3! =

®Exercice 5.10

. n=3, m=2. Applications : 2° = 8, injections : 0, surjections : 205]'52(—1)2_

6, surjections : 3! =

| Déterminer le nombre de fonctions (applications, injections, surjections, bijections) de E dans F dans chacun des cas

3. E={1,2,3}et F={1,2},
4. E={1,2,3}et F={1,2,3}.

net|Bl=m

= (mm!n), si n < m, 0 sinon.
Le nombre de surjections de Adans Best0sin<m, nlsin=m, ¥ o<j<m,(-1"" J( )J" sinon.

m.

n=m= 1. Applications : 1, injections : 1, surjections : 1, bijections : 1.

= 6, surjections : 0, bljectlons 0.

,(2 7y = 0—2+8=6, bijections : 0.

6, bijections : 3! = 6.

Soit f I'application de R dans R définie par f(x) = 1 + x*. Déterminer 'image directe et réciproque par f des ensembles

suivants

A=10,1] B=]-1,4]

CORRECTION.

C=1[0,4+00] D =] —00,5]

f

f—l

A=10,1]

B=]-1,4]
= [0, +o0[

D =] —00,5]

[1,2]
[1,17]
[1,+o00[
[1, 4+o00]

{0}
-V3,V3[
R
[-2,2]

®Exercice 5.11
Soit f I'application de R dans R définie par f(x) =
1. Comparer f(AnB) et f(A) N f(B).

2. Comparer f(AUB) et f(A)U f(B).

x2.Soient A:=[-2,1] et B:=[-1,4].

3. Calculer f~1(f(A)) et f(f1(A)) puis comparer ces deux ensembles et A.

CORRECTION. OnaA:=
1. AnB=[-1,1], f(ANB) =
2. AUB=[-2,4], f(AUB) =[0,16] et f(A) U f(B) =

3. f7YfA)=r"1(10,4) = [-2,2] donc A< f71(f(A)
YA =1-11, f(f'W) =

[_Zy]-]) B = [_]-y4]’ f(A) =

[0,1] et f(A) N f(B) =

© G. FACCANONI

[0,4] et f(B) =

f(-1,11) =[0,1] donc f(f~1(A)

[0,16].

[0,4] donc f(ANB) c f(A) N f(B).
[0,16] donc f(AU B)

= fANf(B).

c f(A).
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®Exercice 5.12
Soit f: E — F une application. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes
(a) f estinjective

(b) pour tout A, B sous-ensembles de Eona f(AnB) = f(A) N f(B).

CORRECTION.
(a) = (b) Par hypothese f est injective, cela signifie que pour tout x, x2 € E, f(x1) = f(x2) = X1 = X2.
* Soit y € f(An B), alors il existe x € An B tel que y = f(x). Puisque x € A alors y = f(x) € f(A) et de méme x € B
alors y= f(x) € f(B).Onaque f(AnB) c f(A) N f(B).
* Réciproquement, si y € f(A)n f(B) alors il existe a € Atel que y = f(a) et de méme il existe b € B tel que y = f(b).
Comme f estinjective, on a a = b qui appartienta AnB.On aque f(A)n f(B) < f(AnB).
(b) = (a) Soit a et b deux éléments de E tels que f(a) = f(b) etnotons y cet élément de F. Définissons A={a} et B={b}.
Puisque y = f(a) et y = f(b) alors { y} = f(A) = f(B). Par hypothese f(A) N f(B) = f(AnB) donc f(AnB) ={y}
d’'ota=b: f estalors injective.

®Exercice 5.13
Soit E, F deux ensembles non vides et f une application de E dans F.
1. Soit {A;};jer une famille de parties de E. Montrer que

f(UAi)zLJf(Ai) et f(ﬂAi)cﬂf(Ai).

iel iel iel iel

2. Soit {Bj} je; une famille de parties de F. Montrer que

I UB)=Ur'sp e (0B =06

jeJ jeJ jeJ jeJ

CORRECTION.

1. Soit {A;j};e; une famille de parties de E.
1.1. Prouvons que f(UieIAi) < Ujer f(A;j) : soit y € f(UielAi), alors il existe x € Ujes A; tel que f(x) = y, cela
implique qu'il existe unindice i € I tel que x € A;inipage et f(x) = y, maisalors y € f(A;) etdonc y € U;es f(A;).
1.2. Prouvons que Ujes f(A;) © f(Uiel A,-) 1 soit y € Ujer f(A)), alors il existe i € I, y € f(A;), cela implique qu’il

existe x € A; tel que y = f(x), mais alors x € U;¢c; A; etdonc y € f(UieI Ai).

1.3. Prouvons que f(ﬂieIA,-) c Nier f(A;) : soit y € f(ﬂiel Ai), alors il existe x € N;e; A; tel que f(x) = y, cela
implique que x € A; pour tout indice i € I et f(x) = y, mais alors y € f(A;) pour tout indice i € I et donc
Y €Nier f(A).

2. Soit {Bj} jey une famille de parties de F.

2.1. Prouvons que f‘l(Ujeij) chEIf‘l(Bj) : soitxef‘l(Ujeij), alors il existe y € Ujes Bj tel que f‘l(x) =y,
cela implique qu’il existe un indice j € Jtelque y € Bj ety = f~1(x), c’est-a-dire qu’il existe un indice j € J tel
que x € f~1(B;), mais alors x € Uje; [ (B)).

2.2. Prouvons que Uje; f71(B)) © f’l(UjEJBj) : soit x € Ujes f1(B)), alors il existe un indice j € J tel que x €
f’l(Bj), c'est-a-dire qu'il existe y € B; tel que £~y = x, cela implique que y € Ujes Bj et f~Y(y) = x, mais
alors x € f~1(Ujes B).

2.3. Prouvons que f’l(ﬂjEJBj) c ﬂjejf’l(Bj) 1soitx € f’l(ﬂjeij), alors il existe y € My B; tel que oy =x,
C’est-a-dire que pour tout j € J, y € Bj et £~y = x, cela implique que pour tout j € J, x € f‘l(Bj), mais alors
x€Njes fH(B)).

2.4. Prouvons que ﬂjejf’l(Bj) c f’l(ﬂjeij) 1soitx € ﬂjeff’l(Bj), alorspourtout je J,x€ f’l(Bj), c’est-a-dire

que pour tout j € J, il existe y € B; tel que f~!(y) = x, cela implique que pour tout y € Nje; Bj et f71(y) = x,
mais alors x € Nje; f~1(B)).
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®Exercice 5.14
Les fonctions suivantes sont-elles injectives ? Surjectives ? Bijectives ?
1. f: Z— Ztelle que f(n) =2n, 6. f:R™ — R" telle que f(x) = x?,
2. f:Z— Ztelleque f(n)=-n, 7. f:N—Ntelleque f(n)=n+1,
3. f: R— Rtelle que f(x) = x?, 8. f:N—N*telleque f(n)=n+1,
4. f:R— R" telle que f(x) = x?, 9. f:Z—Ztelleque f(n)=n+1,
5. f:R™ —Rtelle que f(x) = x2, 10. f: R? — R? telle que f(x,y)=(x+y,x-¥).
CORRECTION.

1. estinjective car f(n;) = f(ny) implique n; = ny mais n'est pas surjective car tous les y impaires n’ont pas d’antécé-

dents,
2. est bijective,
3. n'est pas injective car f(—1) = f(1) = 1 ni surjective car y = —2 n'a pas d’antécédents,
4. n'est pas injective car f(—1) = f(1) = 1 mais elle est surjective,
5. estinjective mais n’est pas surjective car y = —2 n’a pas d’antécédents,
6. estbijective,
7. estinjective mais n’est pas surjective car y = 0 n'a pas d’antécédents,
8. estbijective,
9. estbijective car pourtout k€ Z, k=n+1 < n=~k-1,
10. est bijective :
* estinjective car f(x1,y1) = f(x2,¥2) = (x1+y1,%1 —y1) = (X2 + y2, X2 — y2) = (x1, 1) = (X2, )2)
* est surjective car tout (a, b) € R? a comme antécédent (%b, %b) € R2,
®Exercice 5.15

Soit f: R — R 'application définie par f(x) =In (|x|+1).
1. f est-elle injective ?
2. f est-elle surjective ?
3. Montrer que la restriction g: [0, +oo[— [-1,+oo[ avec g(x) = f(x) est une bijection et calculer la fonction réci-
proque h.

Attention : on peut s'aider en tracant le graphe de f et en considérant les intersections de ce graphe avec des droites hori-
zontales, mais cela ne constitue pas une preuve !

CORRECTION.
1. f n’est pasinjective car f(x) = f(—x) pour tout x € R (la fonction est paire)
2. f n’est pas surjective car tout y < —1 n'a pas d’antécédents

3. Soit y € [-1, 400, alors les solutions possibles de g(x) = y sont x = (e — 1/e). Or, seul x = e¥ —1/e € [0, +oo[ donc
pour g: [0,+o0o[— [—1,+oo[ on a trouvé une inverse h: [-1,+oco[— [0, +oo[ définie par h(y) = e’ —1/e, donc g est
une bijection.

®Exercice 5.16

Soit f: R — R'application définie par f(x) =In(x* + 1).
1. f est-elle injective?
2. f est-elle surjective ?

3. Montrer que la restriction g: [0, +oo[— [-1,+oo[ avec g(x) = f(x) est une bijection et calculer la fonction réci-
proque h.
Attention : on peut s'aider en tracant le graphe de f et en considérant les intersections de ce graphe avec des droites hori-
zontales, mais cela ne constitue pas une preuve !
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CORRECTION.
1. f n’est pasinjective car f(x) = f(—x) pour tout x € R (la fonction est paire)
2. f n’est pas surjective car tout y < —1 n'a pas d’antécédents

3. Soit y € [-1, +ool, alors les solutions possibles de g(x) = y sont x = +ve¥ —1/e. Or, seul x = vVe¥ —1/e € [0, +oo[ donc
pour g: [0,4+co[— [—1,+oo[ on a trouvé une inverse h: [—1, +oco[— [0, +oco[ définie par h(y) = Ve¥ —1/e, donc g est
une bijection.

®Exercice 5.17

1. Soit f: R\ {1} — RI'application tell ==
oit f {1} application telle que f(x) Z—oxt 1

1.1. Est-elle injective ? Surjective ?
1.2. Soit g: 11; +oo[— R 'application telle que g(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?

1.3. Soit h: [2;400[— [0;1] I'application telle que h(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?

2. Soit f: R\ {—1} — Rl'application tell =
Soit f: R\{-1} application telle que f(x) Zrorr1

2.1. Est-elle injective ? Surjective ?
2.2. Soit g: [1;+00o[— R1'application telle que g(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?

2.3. Soit h: [0; +oco[— [0;1] la fonction telle que h(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?

Prouver chaque affirmation.

CORRECTION.
1. Remarquons que Dy =R\ {1}. Soit x; et x, dans R. On voit que fl) =fln) < (X —- 12=(p-1P2 < x-1=

+(x2—1) <= x2 =x; 0ouxp =2—x;.S0it y € R. On voit que y = — (x—l)Z:% — x:1+\/§,cequi

1
x2-2x+1
impose y > 0. On peut alors répondre aux questions :
1.1. f:R\{1} — Rtelle que x — m

* [ n’est pas injective car f(2) = f(0)

* [ n’est pas surjective car y = —1 n’as pas d’antécédents.

1.2. g:]1;+oo[— Rtelle que x — ——.
fx1) = f(x) ssixy = x1 ouxp =2—x. Six; €]1;+ool alors x, = 2—x; ¢]1;+o0o[ donc g(x1) = g(xz) ssixz = x :
g est injective.

* g n'est pas surjective car y = —1 n’as pas d’antécédents.
1.3. h: [0;4+00]\ {1} — [0;1] telle que x —

* Méme raisonnement que pour g.

* hn’est pas surjective car y = 0 n’as pas d’antécédents.

* 0Q

1
X2-2x+1"

2. Remarquons que Dy =R\ {—1}. Soit x; et x, dans R. On voit que f(x1) = f(x2) < (x1+ 12=(n+1)? < x+1=

L <=>(x+1)2=§<=>x=—1+\/§,cequi

+(x+1) <= x2=2Xx ouxz=—x1—2.Soity€R.Onvoitquey:m

impose y > 0. On peut alors répondre aux questions :
2.1. f:R\{-1} - Rtelle que x — ——

x24+2x+1"
* f n'est pas injective car f(—2) = f(0)

* [ n’est pas surjective car y = —1 n’as pas d’antécédents.

2.2. g:[1;+o00[— Rtelle que x — m
* f(x1) = f(x2) ssi xo = x1 ou xp = =2 —x;. Si x1 € [1;4+00] alors x, = =2 — x7 € [1; +oo[ donc g(x1) = g(x) ssi
Xp = X : g estinjective.
g n'est pas surjective car y = —1 n'as pas d’antécédents.

h n'est pas injective car f(—2) = f(0)

*
2.3. h: [0;+00] — [0;1] telle que X — ———.

*

* hn’est pas surjective car y = 0 n’as pas d’antécédents.

®Exercice 5.18
1. Soit f I'application de R dans R définie par f(x) = 1 + x + x?. Est-elle injective ? Est-elle surjective 2
2. Soit g 'application de R\ {—2} dans R définie par g(x) = 2;;21 . Est-elle injective ? Est-elle surjective ?
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CORRECTION.

1. fn'est pasinjective car f(—1) = f(0) = 1 ni surjective car y = 0 n'a pas d’antécédents.

1.

@Exercice 5.19 composition, réciprocité

Soient f, g les deux applications de R dans R définies par f(x) = 2x+ 1 et g(x) = 7x*> — 2. Montrer que f admet
une application réciproque (que I'on calculera), puis que g n'en admet pas. Calculer go f et fog.

Soient les applications f de R? dans R et g de R dans R? définies par f(x,y) = 2x+3y+1 et g(¢) = (£,2¢—1).
Calculer go f et fog. Montrer que fog admet une application réciproque (que I'on calculera), puis que go f n'en
admet pas.

Soient les applications f de R® dans R?, g de R? dans R et h de R dans R? définies par f(x,y,2) = (2x,y + 2),
g(u,v) =v—ueth(t) = (3t+1,2¢). Calculer ho g puis ho(go f).

Soit les applications f de R dans ] —1,+1[ et g de ] —1,+1[ dans R définies par f(x) = &
Calculer fo g et go f puis en déduire que f admet une application réciproque (que I'on calculera).

er

1 1+y
Tetgy) = Elnﬂ-

CORRECTION.

1. %

*
*
*
*

*
*
*

3. %

f estbijective donc elle admet une fonction réciproque ; comme y = 2x + 1 ssi x = (y — 1)/2 on obtient

fFLR-R
y—1
y 2
g n’admet pas d’application réciproque car elle n’est pas injective (ni surjective).
gof:R—R—Retlonax— y=2x+1—7y>-2=72x+1)?>-2=28x+28x+5donc g(f(x)) =28x> +28x +5,
fog:R—R—Retlonax— y=7x>-2—2y+1=2(7x*-2)+1=14x> -3 donc f(g(x)) = 14x> - 3.
gof:R>—R—R?etlona(x,y)— t=2x+3y+1— (£,2t—1) = 2x+3y+1,22x+3y+1)—1) = 2x+3y+1,4x+
6y +1) donc g(f(x)) = 2x+3y+1,2(2x+3y) +1).
fog:R—R2—Retlonat— (x,))=(t,2t—1)—2x+3y+1=2t+3@2r—1)+1=8¢-2donc f(g(1) =8t —2.
f o g est bijective et son inverse est 'application (fog)™': R — R telle que (fo g)~'(y) = (y +2)/8.
go f n'est pas bijective car elle n’est pas injective, en effet f(4,4) = f(1,6) = 21, par conséquent g(f(4,4)) =
g(f(1,6)).

hog:R?—R?etlonat— (u,v)=(3t+1,2t)—v—u=2t-3t—1=—t-1donc h(g(t)) =—t—1.
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* ho(gof):R® - R? - R—R?etlona (x,5,2) — (u,v) = 2x,y+2) — t=v—-u=y+2z-2x— (3t+1,2f) =
By+3z—6x+1,2y+2z—-4x) donc h(g(f(x,),2))) =(-6x+3y+3z+1,-4x+2y+2z).

4. fog:1-1,41[—]—-1,+1[etl'ona

gof:R—Retl'ona

Comme f(g(x)) = g(f(x)) = x (attention, le domaine de définition n’est pas le méme), on conclut que g est la réci-
proque de f.

DExercice 5.20 réciprocité

1. Soit 'application f de E = R? dans F = R? définie par f(x,y) = (2x + y,x —2y). Démontrer que f admet une
application réciproque (que I'on calculera).

1

2. Soit I'application f de ]1,+oo[ dans ]0, +oco[ définie par f(x) = T

réciproque (que I'on calculera).

Démontrer que f admet une application

3. Lapplication f de R dans R définie par f(x) = 1 + x + x> admet-elle une application réciproque?

4. Lapplication f de R\ {—2} dans R définie par f(x) = 2;;21 admet-elle une application réciproque ?

CORRECTION.

1. f admet une réciproque ssi f et bijective :
* démontrons que f est injective : soit (aj, b1) € F et (ap, by) € F. Alors il existe (x1, y1) € E et (x2,)2) € E tels que
fx1, 1) = (a1, 1) et f(x2,y2) = (az, by).

2X1+ )1 =2x2+
(ai,by) = (az, b)) <= 1 2ty — (x1,)1) = (x2,)2);
X1 —2_)/1 = X2 —2y2

* [ estsurjective (trivial).
La réciproque de f estla fonction f~!: R? — R? telle que (a, b) — ((2a+ b)/5,(a—2b)/5).
x €]1,+oo[ x €]1, +o00[ X €]1,+o0[ X €]1, +o0o[
2. { y€l0,+o0] < {y€]0,+00[ <= {y€l0,+oo[ < { yE€]0,+oo]
y:\/ﬁ y2=x31_1 x3=%+1 xzf/%
3. No car elle n'est pas bijective (f(—1) = f(0)).

4. No car elle n’est pas bijective (y = 2 n’a pas d’antécédents).

DExercice 5.21 composition, injection, surjection
Démontrer que
1. la composée de deux injections est une injection,

. la composée de deux surjections est une surjection,

. la composée de deux bijections est une bijection,

2
3
4. sila composition go f estinjective alors f est injective,
5

. sila composition go f est surjective alors g est surjective.

CORRECTION. Soit f: A— Betg: B— C deux fonctions. Alors go f: A— C.

1. Démontrons que la composée de deux injections est une injection. Soit a; et a, deux éléments de A tels que
g(f(a) = g(f(ap)). Comme g est injective, f(a;) = f(az). Comme f est injective, a; = a,. Cela prouve que go f
est injective.

2. Démontrons que la composée de deux surjections est une surjection. Comme g est surjective, pour tout ¢ € C il
existe au moins un élément b € B tel que g(b) = c. Comme f est surjective, il existe au moins un élément a € A tel
que f(a) = b. Par conséquent, pour tout c € C il existe au moins un élément a € A tel que g(f(a)) = c. Cela prouve
que go f est surjective.
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3. Démontrons que la composée de deux bijections est une bijection. Si f et g sont bijectives, alors elles sont injectives
et surjectives, donc la composée est injective et surjective, autrement dit est bijective.

4. Démontrons que si la composition go f est injective alors f est injective. Soit a; et a, deux éléments de A tels que
fla1) = f(ap). Alors g(f(ay)) = g(f(a)). Par hypothese go f est injective, donc a; = ap, cela implique que f est
injective.

5. Démontrons que si la composition go f est surjective alors g est surjective. Par hypotheése g o f est surjective, cela
signifie que pour tout c € C il existe a € A tel que g(f(a)) = c. Notons b = f(a). Alors g(b) = ¢, ce qui prouve que g
est surjective.

DExercice 5.22
Soient E, F deux ensembles non vides et f une application de E dans F. Montrer que
1. VACE, Ac fY(f(A);

2. VB<F, f(f1(B)) = B;
3. festinjectivessi VA< E, f~1(f(A)) = A;
4. f estsurjectivessi VB < F, f(f1(B)) = B.

CORRECTION. Image
1. directe f(A) ={yeF|3dxe D, y= f(x)}, i.e.'ensemble des f(x) € F pour x parcourant A;

2. inverse (réciproque) f~1(B) = {x €2 ¢ | f(x) € B}. Limage réciproque se note | ~1(B) bien que f~! ne soit pas définie
en générale. Cependant, si f est bijective, le symbole f~! a deux sens : il représente d’abord I'image réciproque I de
B par f et aussi I'image directe I’ de B par f~!. Heureusement, I = I'.

Ona

1. Soit xp € A. Alors il existe un et un seul yg € F tel que yy = f(xo) et, par définition de f(A), ce yy € f(A). De plus, il
existe au moins un antécédent de ce y, par f, a savoir xo. Donc xo € f~1(f(A)), ce qui prouve que A< f1(f(A)).

2. xp€ f(f1(B)ssidze f71(B) tel que xo = f(2) et z€ f~1(B) ssi f(2) € B. Ceci prouve que f(f~1(B)) < B.

3. Si f est injective yy a comme unique antécédent xo etona A= f! (fA).

4. festsurjective ssi VB, f(f~1(B)) =B.

* Supposons f surjective. On a toujours f(f~(B)) < B Si B = ¢ alors f(f~!(B)) = @. Soit donc B # @. Pour tout
be B, il existe x € E tel que f(x) = b car f est surjective. Donc f(x) € Balors x€ f~'(B) et b= f(x) € f(f1(B));
onabien f(f~1(B)) = B pour tout B € 2 (F).

* Supposons que pour tout B € Z(F), f(f~1(B)) = B. Pour tout be Fona f(f~1({b})) = {b} donc f(f1({b}) #
ce qui prouve que f est surjective.

©Exercice 5.23
Soit f la fonction de E dans F définie par f(x) = 2+ x°.
1. Supposons que E = F =R.

1.1. Montrer que f est une application.

1.2. Montrer que f n'est pas une application injective.

1.3. Montrer que f n'est pas une application surjective.
2. Supposons que E =] —00,0] et F = [2,400].

2.1. Montrer que f est une application bijective.

2.2. Trouver I'application f~! réciproque (inverse) pour f.

CORRECTION.
1. Supposons que E = F =R.
1.1. Puisque ¢ = E, la fonction [ est une application.

1.2. Une application f: E — F est injective si V (x1, x2) € E2, f(x1) = f(x2) = x1 = Xo. Puisque f(+1) = 3, f n'est pas
une application injective.

1.3. Une application f: E — F est surjectivesi Vy € F 3x € E tel que y = f(x). Puisque 1 € F mais|’équation 1 = f(x)
n'admet pas de solution x € E, f n'est pas une application surjective.

2. Supposons que E =] —o0,0] et F = [2,+00].
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2.1.

2.2,

La restriction de f a ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y € F, il existe un et
unseul xe Etel que y = f(x):
2 2 xXe€E
YyE2+x"ox =y-2 9 x=—/y-2

donc f est bijective.
Etant f une application bijective, I'application f~! réciproque (inverse) pour f est
fLF-E
y—=—Vy-2

®Exercice 5.24
Soit f la fonction de E dans F définie par f(x) = —x?.
1. Supposons que E =F =R.

1.1. Montrer que f est une application.

1.2. Montrer que f n’est pas une application injective.

1.3. Montrer que f n’est pas une application surjective.
2. Supposons que E =] —o0,0] et F =] —00,0].

2.1. Montrer que f est une application bijective.

2.2. Trouver I'application f~! réciproque (inverse) pour f.

CORRECTION.

1. Supposons que E = F =R.

1.1.
1.2.

1.3.

Puisque Y = E, la fonction f est une application.

Une application f: E — F est injective si V(x1,x2) € E2, f(x1) = f(x2) = x1 = X». Puisque f(+1) = -1, f n'est
pas une application injective.

Une application f: E — F estsurjectivesi Vy € F 3x € E tel que y = f(x). Puisque 1 € F mais!’équation 1 = f(x)
n'admet pas de solution x € E, f n’est pas une application surjective.

2. Supposons que E =] —o00,0] et F =] —00,0].

2.1.

2.2.

La restriction de f a ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y € F, il existe un et
unseul xe Etelque y = f(x):

y=-x° (:»xzz—ygx:—ﬂ

donc f est bijective.
Etant f une application bijective, 'application f~! réciproque (inverse) pour f est
flF-E
y—=—v=y.

®Exercice 5.25
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Soit f la fonction de E dans F définie par f(x) =1 - x?.
1. Supposons que E = F =R.

1.1. Montrer que f est une application.

1.2. Montrer que f n’est pas une application injective.

1.3. Montrer que f n’est pas une application surjective.
2. Supposons que E = [0, +oo[ et F =] — o0, 1].

2.1. Montrer que f est une application bijective.

2.2. Trouver 'application f~! réciproque (inverse) pour f.
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CORRECTION.
1. Supposons que E=F =R.
1.1. Puisque ¢ = E, la fonction [ est une application.

1.2. Une application f: E — F est injective si ¥ (x1, X2) € E2, f(x1) = f(x2) = x1 = Xo. Puisque f(+1) =0, f n'est pas
une application injective.

1.3. Une application f: E — F est surjectivesi Vy € F 3x € E tel que y = f(x). Puisque 2 € F mais|’équation 2 = f(x)
n'admet pas de solution x € E, f n'est pas une application surjective.

2. Supposons que E = [0, +ool et F =] —o0,1].
2.1. Larestriction de f a ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y € F, il existe un et

unseul x € Etel que y = f(x) :

2

E
y=1-x @xzzl—yxé x=4/1-y

donc f est bijective.

2.2. Etant f une application bijective, I'application f~! réciproque (inverse) pour f est
fLF-E
y—=+y1=-y.

DExercice 5.26

Apres avoir rappelé la définition d'une application f de E
dans F et la définition d'une application injective f de E
dans F (faire attention a 'utilisation des quantificateurs),
considérons I'application f définie de R dans R par f(x) =
—|x? — 1| dont la représentation graphique est donnée ci-
contre.
1. Soit g I'application définie de ]-1;0] dans [—1;0] par
g = f(x).
g est-elle injective ? g est-elle surjective ?
2. Soit hI'application définie de ]-1;0] dans [—1;0[ par
h(x) = f(x).
Montrer que h est bijective et trouver 'application
h~! réciproque inverse de h.

CORRECTION. f est une application si Vx € E,Vx' € E, x = x' = f(x) = f(x) (ou, de facon équivalente, Vx € E,Vx' €
E, f(x) # f(xX) = x # x'); f est une application injective si Vx € E,Vx' € E, x # X' = f(x) # f(x) (ou, de fagon
équivalente, Vx € E,Vx' €E, f(x) = f(x) = x=x).
x2-1<0
1. g est une application injective car pour x;,x2 € ]-1;0], f(x1) = f(xp) = —[x¥>-1|=-[x(-1] = x}-1=x-1

x;=0 . , L .
= xf = x% = X = Xx2. Elle n'est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent.

2. h est une application bijective car elle est injective (méme démonstration que pour g) et surjective (en effet, pour
tout y € [—1;0[, si on pose x = —/I— y alors x € ]-1;0] et h(x) = y). Pour trouver h~! application réciproque (in-
verse) de h on doit isoler x dans I’expression y = h(x) donc

y:—lxz—ll pour xe]-1;0] et y € [-1;0]
— y:x2—1 — x2=y+1 — x=—\/y+1

donc k™! est'application de [—1;0[ dans |—1;0] définie par h™' (x) = —V/x + 1.

®Exercice 5.27
Apres avoir rappelé la définition d'une application f de E dans F etla définition d'une application injective f de E dans
F (faire attention a I'utilisation des quantificateurs), considérons I'application f définie de R dans R par f(x) = —|x%=1]

dont la représentation graphique est donnée ci-contre.
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1. Soit g l'application définie de [0;1[ dans [-1;0] par
g(x) = f(x). g est-elle injective? g est-elle surjec-
tive ?

2. Soit h I'application définie de [0;1[ dans [-1;0[ par
h(x) = f(x). Montrer que h est bijective et trouver
l'application h~! réciproque inverse de h.

CORRECTION. f est une application si Vx € E,Vx' € E, x =x' = f(x) = f(x) (ou, de fagon équivalente, Vx € E,Vx' €
E, f(x) # f(x') = x # x); f est une application injective si Vx € E,Vx' € E, x # X' = [f(x) # f(x) (ou, de facon
équivalente, Vx € E,Vx' €E, f(x) = f(x) = x=x).

x2-1=0
1. g est une application injective car pour x1,x, €]-1;0], f(x1) = f(x2) = —[xi-1|=-|x5 -1 = xf-1=x5-1
x;=0
= xf = x% = x) = xo. Elle n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent.

2. h est une application bijective car elle est injective (méme démonstration que pour g) et surjective (en effet, pour
tout y € [-1;0[, si on pose x = /1 + y alors x € [0; 1] et h(x) = y). Pour trouver hl application réciproque (inverse)
de h on doit isoler x dans I'expression y = h(x) donc

y:—|x2—1| pour x € [0;1[ et y € [-1;0[
— y:x2—1 — x2:1+y<:> XxX=+y/1+y

donc k™! est'application de [-1;0[ dans [0; 1[] définie par 2~ (x) = +v/1+ x.

®Exercice 5.28
Calculer
2 . 2 1 1 1 . 1
sup (x-1) i (x-1) sup — sup — sup — inf —
x€[0,3/2] x€(0,3/2] x€[1,2] X x€]1,2[ X x>0 X x>0 x
CORRECTION.
2 . 2 1 1 1 . 1
sup (x-1)=1 inf (x-1)“=0 sup —=1 sup —=1 sup — = +oo inf—=0
x€[0,3/2] xe[0,3/2] xe[1,2] X x€]1,2[ X x>0 X x>0 x

LExercice 5.29
Soit .# le sous-ensemble de R défini par

y::]—z,—l[u]o,%[.

Calculer inf et sup de chacun des ensembles suivants en spécifiant s’ils sont respectivement aussi max et min.

o = {logw

%::{Zx/y:x,yEV}, 2:={sin(x+y) : x,ye £},
&:={cos(x+y) : x,ye #}.

3‘:x,y€5ﬁ}, B:={2" : x,ye #},

CORRECTION.
. S . o + 1
infef = —o0, il n'est pas minimum et on l'obtient pour x - 07,y = —
2
1
sup </ = +00, il n'est pas maximum et on I'obtient pour x = E,y -0
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1 1
inf% = X il n’est pas minimum et on I'obtient pour x — -2, y= 3
supB =21=16, il n’est pas maximum et on l'obtient pour x, y — —2*
3
inf€ =0, il n’est pas minimum et on I’obtient pour x = ~5 y—0"
1
sup € = +oo, il n’est pas maximum et on I'obtient pour x = X y—0*
. . .. 1. T 1 1
infg = -1, il est minimum et on |'obtient pour x = 3T y= 1
1
sup 2 =sin(1), il est maximum et on I'obtient pour x = y = 3
b2
inf = -1, il est minimum et on l'obtient pour x =y = — 5
supé =1, il n’est pas maximum et on I'obtient pour x, y — 0*

DExercice 5.30
Soit .# le sous-ensemble de R défini par

7= [-10[u]12[.

Calculer inf , flx,y) et sup f(x,y) de chacune des fonctions suivantes en spécifiant s’ils sont respectivement
(x,y)e (x,y)€52

aussi max et min.

1. f(x,y) = xlog,lyl 3. f(x,y) =cos(xy)
2. f(x,y) =sin(xy) 4. f(x,y)=e "+ (y—3/2)
CORRECTION.

L. f(x,y) = xlog Iyl

1.1. inf , f(x,y) = —o0, il n'est pas minimum et on I'obtient pour x = -1,y — 0~
(x,y)es

1.2. sup f(x,y) =+oo, il nest pas maximum et on I'obtient pour x = %, y—0"
(x,y)eF?

2. f(x,y) =sin(xy)

. s o b -1 y==
2.1. (x,}l;?efyzf(x’y)_ 1, il est minimum et on I'obtient pour x Ly=3

22. sup f(x,y)=1,ilest maximum et onl'obtient pour x =y = \/g
(x,y)e52
3. f(x,y) =cos(xy)

3.1. inf f(x,y)=-1,ilest minimum et on I'obtient pour x = y = /7
(x,y)e5?

3.2. sup f(x,y)=1,iln'est pas maximum et on l'obtient pour x=—-1,y — 0~
(x,y)e?

4. f(x,y)=e “+(y—3/2)

4.1. inf , f(x,y) = e ?, il n’est pas minimum et on I'obtient pour x — 27,y — 0~
(x,y)e

42. sup f(x,y)=e+ %, il est maximum et on I'obtient pour x = y = -1
(x,y)e?

&Exercice 5.31
Pour chacune des parties A; c R ci-dessous, déterminer si A; est majorée, minorée, bornée, si elle admet une borne
supérieure, une borne inférieure, un maximum, un minimum (justifier chaque réponse).

A= 11,2,3,5,12} As= 3+7q : geN} A7= {p/3" : p,neN*}
A= N As= 3-7q : geN} Ag= R
Az=Z As= {p/3" : p,neN} Ag = 15,6]
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CORRECTION.
A= {1,2,3,5,12}

1.1. Vx€ A;, x=1donc 1 est un minorant de A; et A; est minoré
1.2. Vxe A, x <12 donc 12 est un majorant de A; et A; est majoré
1.3. étant minoré et majoré, A; est borné
1.4. 1 estun minorant de A; qui appartienta A; donc 1 est le minimum de A;
1.5. 12 est un majorant de A; qui appartienta A; donc 12 est le maximum de A;
1.6. on en déduit que 1 est la borne inférieure de A;
1.7. on en déduit que 12 est la borne supérieure de A;
Ay =N
2.1. Vx€ Ay, x=0donc 0 est un minorant de A, et A, est minoré
2.2. A; nadmet pas de majorant réel (en effet, si 7 € R est un majorant de Ay, alors E(r)+1 € Az et E(r)+1 > r) donc
Az n'est pas majoré
2.3. n’étant pas majoré, A, n'est pas borné
2.4. 0 estun minorant de A, qui appartient a A, donc 0 estle minimum de A,
2.5. comme A; n'admet pas de majorant, il n'admet pas de maximum
2.6. on en déduit que 0 est la borne inférieure de A,
2.7. on en déduit que A, n’a pas de borne supérieure
A3=Z
3.1. A3 n'admet pas de minorant réel (en effet, si r € R est un minorant de As, alors E(r)—1€ Az et E(r)—1<7)
donc Az n'est pas minoré
3.2. Az n'admet pas de majorant réel (en effet, si 7 € R est un majorant de Az, alors E(r)+1 € Az et E(r)+1 > r) donc
Az n’est pas majoré
3.3. n’étant pas majoré, Az n’est pas borné
3.4. comme A3 n'admet pas de minorant, il n’admet pas de minimum
3.5. comme A3 n'admet pas de majorant, il n’admet pas de maximum
3.6. on en déduit que Az n’a pas de borne inférieure
3.7. onen déduit que A3 n'a pas de borne supérieure
Ag= {3+7q : geN}
4.1. Yx € Ay, x =3 donc 3 est un minorant de A4 et A4 est minoré
4.2. Asn’admet pas de majorant donc A4 n’est pas majoré
4.3. n’étant pas majoré, A4 n'est pas borné
4.4. 3 estun minorant de A4 qui appartient a A, (il suffit de prendre g = 0) donc 3 est le minimum de A4
4.5. comme A4 n"admet pas de majorant, il n'admet pas de maximum
4.6. on en déduit que 3 est la borne inférieure de A4
4.7. onen déduit que A4 n'a pas de borne supérieure

As= {3-7q : geN}

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.
5.7.

As n"admet pas de minorant donc As n’est pas minoré

Vx € As, x <3 donc 3 est un majorant de As et As est majoré

n’étant pas minoré, As n’est pas borné

comme As n'admet pas de minorant, il n'admet pas de minimum

3 est un majorant de A5 qui appartient a As (il suffit de prendre g = 0) donc 3 est le maximum de As
on en déduit que As n’'a pas de borne inférieure

on en déduit que 3 est la borne supérieure de As

Ag= {p/3" : p,neN}

130

6.1.
6.2.
6.3.

Vx € Ag, x =0 donc 0 est un minorant de Ag et Ag est minoré
comme A C Ag, Ag n'est pas majoré

n’étant pas majoré, Ag n’est pas borné
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6.4. 0 est un minorant de Ag qui appartient a Ag (avec p = n =0) donc 0 est le minimum de Ag
6.5. comme Ag n'admet pas de majorant, il n'admet pas de maximum
6.6. on en déduit que 0 est la borne inférieure de Ag
6.7. on en déduit que Ag n’a pas de borne supérieure
A7 = {p/3" : p,neN*}
7.1. Vx€ A7, x =0 donc 0 est un minorant de A; et A7 est minoré
7.2. A; n’admet pas de majorant donc A; n’est pas majoré
7.3. n’étant pas majoré, A; n'est pas borné
7.4. 0estle plus grand des minorants de A7 mais il n’appartient pas a A7 donc A7 n'a pas de minimum
7.5. comme A7 n"admet pas de majorant, il n’admet pas de maximum
7.6. on en déduit que 0 est la borne inférieure de A7
7.7. on en déduit que A; n’a pas de borne supérieure
Ag= R
8.1. iln’est pas minoré
8.2. iln'est pas majoré
8.3. comme il n’est pas minoré, il n’est pas borné
8.4. comme il n'est pas minoré, il n’a pas de minimum
8.5. comme il n'est pas majoré, il n’a pas de maximum
8.6. comme il n'est pas minoré, il n'a pas de borne inférieure
8.7. comme il n’est pas majoré, il n'a pas de borne supérieure
Ag = 15,6]
9.1. Vx€ Ag, x> 5 donc 5 est un minorant de Ag et Ag est minoré
9.2. Vx€ Ag, x <6 donc 6 est un majorant de Ag et Ag est majoré
9.3. étant minoré et majoré, Ag est borné

9.4. 5 est le plus grand des minorants de Ag mais il n’appartient pas a Ag donc Ag n'a pas de minimum (en effet,
Vxe Ay, (5+x)/2€ Aget (5+x)/2<x;deplus,VneN* onab+1/n¢ Agets5<x<5+1/n)

9.5. 6 est un majorants de Ag qui appartient a Ag donc 6 est le maximum de Ag
9.6. on en déduit que 5 est la borne inférieure de Aqg

9.7. on en déduit que 6 est la borne supérieure de Ag

&Exercice 5.32
| Soit f: R} — RI'application définie par f(x) = x + % Trouver f(RY).

CORRECTION. f(R}) = [1;+00l.

®Exercice 5.33
Soit f: R — R 'application définie par f(x) = 2x2 +1. Soit A=[-2,1]. Trouver
1. f(4), 3. sup f (est-il maximum?),
A
n . R 2
2. f(fw), 4. 12ff (est-il minimum ?).
CORRECTION.
1. f(A)=1[19],

\S)

. fY(f(A) = [-2;2] et on remarque que [-2,1] = [-2;2],
3. sup f=9=maxf,
A A

I

. inff=1=minf.
12]‘ m/inf
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®Exercice 5.34
Soit f: R — R 'application définie par f(x) =1- 2x2. Soit A = [-2,1]. Trouver
1. f(A), 3. sup f (est-il maximum ?),
A
-1 . R .
2. fY(fw), 4. ngff (est-il minimum ?).
CORRECTION.
1. f(A) =[-7;1],

2. f71(f(A) =[-2;2] et on remarque que [-2,1] = [-2;2],
3. supf=1=maxf,
A A

4. inff=-7=minf.
1r/}f m/inf

®Exercice 5.35
Soit f: R — R I'application définie par f(x) = 1 — x?. Soit B = [-3,1]. Trouver
1. f74(B), 3. sup f~! (est-il maximum?),
B
-1 4. inf f~! (est-il mini ?).
2. f(f'm), in [ (est-il minimum ?)
CORRECTION.

L (B =1-22],
2. f(f~1(®B)) =[-3;1] et on remarque que [-3,1] = [-3;1],

3. supf'=2=maxf!,
B B

4. inff1=-2=min L.
B f B f

®Exercice 5.36
Soit f: R — RI'application définie par f(x) = (x— 1)2. Soit B = [-1;1[. Trouver
1. f71(B), 3. sup f~! (est-il maximum??),
B
1 . -1 s o s 2
2. f(f (B)), 4, 1%ff (est-il minimum ?).
CORRECTION.
L. f71(B) =10;2],
2. f(f~*(B)) = [0;1[ et on remarque que [0, 1[< [-1; 1], )
3. sup f~! =2 mais ce n’est pas un maximum,
B
4. ilélff’1 =0 mais ce n’est pas un minimum. -2 -1 T 1 2 3 4
-1
®Exercice 5.37
Soit f: R — R I'application définie par f(x) = (x + 1)2. Soit B = [-1;1[. Trouver
1. f74(B), 3. sup f~! (est-il maximum?),
B
-1 4. inf f~! (est-il mini ?).
2. f(f (B)), 111} [~ (est-il minimum ?)
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CORRECTION.
1. f71(B)=1-2;0], 2
2. f(f~*(B)) = [0; 1] et on remarque que [0, 1[< [-1; 1], .
3. sup f~! = 0 mais ce n’est pas un maximum,
B
4. ilgff’1 = —2 mais ce n'est pas un minimum. -4 -3 -2 -1 T L2
=1
®Exercice 5.38
Soit f: R — R 'application définie par
2 . Y
Fo = xX“+4x+5 six<-1,
-x—2 six> -1, 5
et représentée ci-contre. Soit A = [—4, 1]. Trouver
1. f(4),
2. f7(f), 2
3. A, 1
4. ~14).
) -4 | 2 -1 1 X
-1
CORRECTION. \
1. f(A) = [-3;~1[Ul1;5], —2 \
2. fUFA) = [~4-1Ul - 1;1] = A4, —3
3. [ A =1-41],
4. f(f~1(A) =[-3;-1[U[1;5].
®Exercice 5.39

Soient a, b,c,d e Rtelsque a< bet c <d. Soit f: [a; b] — [c; d] la fonction définie par f(x) = x2.
1. Trouver quatre valeurs pour a, b, ¢, d tels que f ne soit ni une application injective ni une application surjective.
2. Trouver quatre valeurs pour a, b, ¢, d tels que f soit une application surjective mais ne soit pas une application
injective.
3. Trouver quatre valeurs pour a, b, c,d tels que f soit une application injective mais ne soit pas une application
surjective.
4. Trouver quatre valeurs pour a, b, ¢, d tels que f soit une application bijective.

5. Calculer I'image directe de [-2;1[ par f: R — R définie par f(x) = x2.

6. Calculer 'image réciproque de [-2;1[ par f: R — R définie par f(x) = x°.

CORRECTION. Remarquons que pour que la fonction soit une application il faut que pour tout x € [a; b] 'on ait f(x) €
[c;d]. Il faut alors choisir ¢ et d tels que ¢ < min f([a; b]) et d > max f([a; b]) ou f([a;b]) est 'image directe de [a; b] par
f: R— R définie par f(x) = x°.

Par exemple, si [a; b] = [-1;3] et [¢;d] = [1;2] alors f est . y S y2
une fonction mais n’est pas une application car f(0) =0 ¢ L 3
[c;d].

1. Si [a;b] = [-2;2] et [c;d] = [—1;4] alors f est une ap- técédents.
plication mais elle n’est pas injective car +1 € [a; b] et

f(=1) = f(1) ni surjective car —1 € [¢;d] n’as pas d’an- Notons que puisque I'énoncé ne demande pas de trou-

ver une application mais juste une fonction qui ne soit ni
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une application injective ni une application surjective, il
aurait suffit de choisir les deux intervalles pour que f soit
une fonction mais ne soit pas une application (comme
dans la remarque ci-dessus).

Si [a; b] = [-2;2] et [¢;d] = [0;4] alors f est une applica-
tion, elle n'est pas injective car +1 € [a; b] et f(—1) = f(1)
mais est surjective car Yy € [c; d], /¥ € [a; b] est un anté-
cédent.

Notons que cette fois-ci I'énoncé demande de trouver
une application!

Si [a; b] = [0;2] et [c;d] = [—1;4] alors f est une applica-
tion, elle est injective car f(x1) = f(x2) = x% = x5 avec
X1,Xx2 € [a,b] = X1 = X mais n'est pas surjective car

—1€[c;d] n’a pas d’antécédents.

Notons que cette fois-ci encore I'énoncé demande de
trouver une application.

Si [a; b] = [0;2] et [c;d] = [0;4] alors f est une applica-
tion, elle est injective car f(x;) = f(x2) = xf = xg avec
X1,%2 € [a,b] = X1 = X, et est surjective car Vy € [c; d],

VY € la; b] est un antécédent.

Bien évidemment il s’agit de trouver une application.

FU=2;10 = [0;4].

6. fL(=21D =1-1;1[.
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Suites numériques et limites

@Définition Suires
| Une suite numérique est une application de N dans R. La notation traditionnelle est (x;) sen.

sfkRemarque
En pratique, on dispose essentiellement de deux méthodes pour définir une suite :
1. on définit (x,) ,en directement en fonction de n, par exemple

1
Vnel\l*,x,,:—z,
n

2. on définit (x5) »en par récurrence, par exemple

up=10 et VneN,xp+1 =

-
Xn+—|.
Xn

N | =

@ Définition Vocabulaire

Une suite (x;) zen est dite

croissante s’il existe 1y € N tel que pour tout n = ng, X, < Xp+1;

décroissante s'il existe ny € N tel que pour tout n = ng, X, = X,+1;

monotone si elle est soit croissante soit décroissante;

majorée s’il existe M € R tel que, pour tout n, x, < M. On dit que M est un majorant de la suite ;
minorée s’il existe m € R tel que, pour tout n, x, = m. On dit que m est un minorant de la suite ;

b o . S .

@Définition Limite d'une suite.
On dit qu'une suite (x;) ,en converge vers x € R (on écrit lim,, x,, = x ou x;,, — x) si

Ve>0 ANeN VneN n>N = |x,—x|<Ee.
On dit qu'une suite (x,) ,en diverge vers plus 'infini (on écrit lim,, x; = +00) si
VMeR INeN VneN n>N = x,>M.
On dit qu'une suite (x,) ,en diverge vers moins I'infini (on écrit lim,, x,;, = —o0)

VmeR IANeN VneN n>N = x,<m.

* bornée si elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire s’il existe M € R tel que |x,| < M pour tout 7.
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#'Théoreme Unicité
| Siune suite converge, sa limite est unique.

sRemarque

1. Une suite peut n’étre ni convergente ni divergente vers —oo ni divergente vers +oo. Par exemple, la suite x,, = (—1)"
est la suite dont les termes d’indice pair valent 1 et ceux d’indice impair —1 : elle ne converge pas et ne diverge
vers moins I'infini ni vers +oo.

2. La suppression d'un nombre fini de termes ne modifie pas la nature de la suite, ni sa limite éventuelle.

@Propriété Opérations

Soient (x,,) nen €t (V) nen deux suites convergent respectivement vers x et y, alors
* lasuite (x, + y,,) neny cONverge vers x+y;

* la suite (x, x y,,) ney CONVErge vers x x y;

* la suite (Ax,) ,en converge vers Ax, (A € R);

*x la suite (1/xp)nen converge vers 1/x (si x #0);

* la suite (x,,/yn)nen converge vers x/y (si y #0).

@®Propriété Limites de la somme de deux suites
On remplace par un point d’interrogation les cas olt on ne peut pas conclure, appelés cas d'indétermination.

| xp—xeR Xp — +00 Xp — —00

In—YER | Xxp+tyn—x+y Xp+tyn—+00 Xp+yy— —00
Yn—+00 | Xp+Yn—t+oo  Xp+yp—t+oo Xp+yp—?
Yn——00 | Xp+¥Yn—-—00 Xp+Yp—? Xp+Yn— —00

®Propriété Limites du produit de deux suites
On remplace par un point d’interrogation les cas ol1 on ne peut pas conclure, appelés cas d'indétermination.

Xp— x>0 Xn—0 Xnp—x<0 Xp — +00 Xp — —00

Yn—=y>0 | Xpyn— Xy XnYn—0  Xpyn— Xy XnYn — t00  Xp)Yp — —00
Vn—y=0 | xpy,—0 XnYn—0 Xxpyn—0 XpnYn —2 XnYn —2

Yn—=¥<0 | Xpyn— Xy XnYn—0 Xpyn—xy XpYn — —00  XpYn — t0O
Yn — +00 XpYn— +00  XpYn—!  XpYn— —00 XpYp— +0O  Xp)Yp — —00
Yn——00 | XpYn——00 Xp¥Yn—?! XpYn— +00 Xp¥Yn— —00 XpYp— +00

{@Définition Suite de Cauchy
On dit que (xy,) nen Vérifie le critére de Cauchy si

Ve>0 3INeN VY(p,@)eN* p,g>N = |x4-xpl<e.

#'Théoreme de complétude
| Une suite est convergente si et seulement si elle vérifie le critere de Cauchy.

#'Théoreme (condition suffisante)
Tout suite convergente est bornée.

Une suite non bornée ne peut donc pas étre convergente.

#'Théoreme de la convergence monotone (conditions suffisantes)
* Une suite (x,) ,en qui est croissante et majorée est convergente et lim, x, = sup,, X,.

* Une suite (x,),en qui est croissante et non majorée diverge vers +oo.
* Une suite (x,),en qui est décroissante et minorée est convergente et lim,, x,, = inf,, x,,.
* Une suite (x,)zen qui est décroissante et non minorée diverge vers —oco.

#'Théoreme d'encadrement (condition suffisante)
Soit (x5) nen une suite. S’il existe deux suites convergentes (1) nen €t (V5) nen ayant une méme limite x € R et satisfaisant

ANeN VneN n>N = u,<x,<vp,,

alors lim,, x;, = x.
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@Définition Suite extraite ou sous-suite
Soit (xn) nen une suite. On appelle suite extraite ou sous-suite de (x;,) nen toute suite (y,)nen de la forme y;, = xpn) Ou
¢@: N — N est une application strictement croissante.

<9 Exemple

| (X21) neN €t (X2,+1) nen sont des sous-suites de la suite (xy) eN-

@ Définition Valeur d'adhérence
On dit que ¢ € R est une valeur d’adhérence de la suite (x,)5en* Si et seulement si il existe une sous-suite extraite qui
converge vers £.

#Théoréeme

Soit (x,) nen Une suite. Si (x;) converge vers £, toute sous-suite converge aussi vers £.

Si une suite extraite de (x,) nen diverge, ou si deux suites extraites de (x,)yen ont des limites différentes, alors (x;,) nen
diverge.

Si deux suites extraites de (x,,) nen convergent vers la méme limite ¢ et si x,, est un terme d’une de ces suites extraites, alors
(x1) nen converge aussi vers €. Par exemple, si (x2,) et (X2,+1) convergent vers ¢, alors (x,) converge vers £.

<9 Exemple

1. Soit x;, = 1/n: la suite (x5) e converge vers 0 donc 0 est 'unique valeur d’adhérence de la suite (x5) enN-

2. Soit x, = (—=1)" : la suite (x5) yen @ deux valeurs d’adhérence, —1 et 1 (elle ne converge pas).

@Définition Suites adjacentes

Les suites (i) nen €t (V) nen sSont adjacentes si
* (uy) est croissante,

* (vy) est décroissante,

* lim,(u, - v,) =0.

#Théoreme

| Si deux suites sont adjacentes, elles convergent et ont la méme limite.

¢ Exemple

On veut montrer que lim,— 1 S = ¢ € R ot la suite (s,) ,en estla somme des inverses des carrés de 1 a n, i.e.
o]
Spn = Z ifz.
i=1

Pour prouver ce résultat on introduit deux suites et on prouve qu’elle sont adjacentes. Considérons la suite (uy),en définie par
up = sy etlasuite (vy) zen définie par vy, = s, + %
1

* Lasuite (uy) est croissante : en effet, uy,+1 = u, + TS > up pour tout n € N.
i 4CTO] . -y, = 1o, 11 .1 1__ 1
* La suite (v,) est décroissante : en effet, v, 41— vy = Up1 + T¥T " Un— 5 = 12 taT T n s PICES <0

* limy (uy — vy) =limy, —% =0.
Par conséquent, les deux suites sont adjacentes et elles convergent vers la méme limite.

NAttention Limites fondamentales

0 sia<b, a
. P Pa . P(n)=po+pin+---+pan”,
hrrln o =g, Sia= b, avec () = b
0o sia>b, Qn)=qo+qin+---+qpn”.
lirrlnnsin(%) =1 (n en radiant) lim n2(1 - cos(%)) =1 (n en radiant)
. n_ : 1)) =
11r11n(1+%) =e% (aeR) 11’1111n(ln(1+ﬁ))—1
li}tnn(al/"—l):lna (a>0) lirgnn((l+%)a—l)=a (@eR)
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s Remarque Limites connues
SoitgeR, k>1,a>0et >0, alors

#Proposition Critére du rapport (ou de D’ ALEMBERT)

Soit (u,) ne N une suite telle que u;,, > 0 pour tout n € N et u[f;l -/,
*x si0</¢<1alors u,; —0,
*x sil< /¥ <+ooalors u; — +oo
* si ¢ =1 onne peut pas conclure.

#Proposition Critére de la racine (ou de CAUCHY)

Soit (u,) ne v une suite telle que u,, >0 pour tout n e Net Ju, — ¢,
*x si0</¢<1alors u,; —0,
*x sil < /¥ <+ooalors u; — +oo
* si ¢ =1 onne peut pas conclure.

{@Définition Suire arithmétique
Une suite (v,,) zen est arithmétique de raison r € R et de premier terme vy si

VnelN, Vpn+l1 =Unp+T.

Onremarque que VrneN, v, = vy + nr.

s Exemple

* Les suites constantes sont des suites arithmétiques de raison 0.

{@Définition Suire géométrique
Une suite (v,,) zen €st géométrique de raison g € R et de premier terme vy si

VneN, Un+l = qUy.

On remarque que YneN, v, = voq".

¢ Exemple

* Les suites constantes sont des suites géométriques de raison 1.

#Proposition

* Si g < -1, lasuite (v,) diverge et ne possede pas de limite;;

* si g =-1,lasuite (v,) diverge et posséde deux valeurs d’adhérence 1 et —1;
* si|qg| <1, lasuite (v,) converge vers 0;

* si g =1, lasuite (v,) est constante et converge vers 1;

* sig>1,lasuite (v,) est divergente mais posséde une limite égale a +oo.

@ Définition Suire arithmético-géométrique
Une suite (v,) zen est arithmético-géométrique de premier terme vy si

VneN, Un+1 =qUn+T

avec ¢, r € R. On remarque que

* sig=1,lasuite (v,) est arithmétique de raison r,

* sir =0, lasuite (v,) est géométrique de raison q.

*x sig#1,VneN vnzvoq”+%r:q”(v0+ﬁ)—

I
q-1-

¢ Exemple

I On considere la suite (v;) ;e définie par: vy =2 et vy = % vp+3.0navy, = —4% + 6 pour tout n € N.

138

0, sig <o,
0, li’11nn‘7: 1, sig=0, lirlln Yn=1.
+00, sig>0;

* Soit (vy) nen la suite arithmétique définie par: vg =0et v;+1 = v, + 1 pour tout n € N. On a vy, = n pour tout n € N.

* Soit (V) nen la suite géométrique définie par : vg =3 et v,,+1 = 2vy, pour tout n € N. On a v, =3 x 2" pour tout n € N.

Soit (V) nen une suite géométrique de raison g € R et de premier terme vy, i.e. v, = Vy—1q9 = voq".
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#Proposition

Soit (V) nen Une suite arithmético-géométrique de premier terme vy, i.e. v, = g" (vo + ﬁ) - ﬁ. Elle converge si et

seulement si |g| < 1 et la limite vaut ﬁ.
@Définition Sommes et Produits

Soient neNet ay, ay, ..., a, des éléments de R. On définit les suites (s,) nen €t (Pr) neny COMme

n n
sn=2ai=a1+a2+~-+an, pnzl_[a,-zalxazx---xan.

i=1 i=1

skRemarque
| Lindice i est muet : Yriai=Yi_acet]l!, ai =TI}, ax.

< Exemple

n n
Y i=1+2+-+n, i=1x2x--xn=n!
i=1 i=1

@®Propriété
SoientneNetay,ay,...,a, et by, by,..., b, des éléments de R, on a les propriétés suivantes :
Linéarité de la somme : soit L €R,

n n n n n
Y (ai+b) =) aj+)_ b Y (Aa) =) a;;
i=1 =1 = i=1 i=1

Relation de Chasles : pour tout entier r telque 1 < r < n,

i=1 i=1 i=r+1
Changement d’indice :
n n-1 n+1
Y oai=) a1 =) ai-i;
i=1 i=0 i=2

Inégalités :

Vie{l,...,n} a; < b; = ZaiSZbi.

9 Exemple Sommes classiques
Somme des entiers de 1 a n :

Somme des termes d’une suite arithmétique : soit (v;) ,en une suite arithmétique de raison r € R et de premier terme vy, on a

2 nn+1)
Vot Vit tup= Y U=+ Dug+r———.

k=0

© G. FACCANONI 139



6 Suites numériques et limites Vendredi 25 juillet 2014

Somme des puissance d’un réel : soitgeR, ona

n+l

n 1+q .
i si 1,
1+q+...+qn:§ ql: 1-q q#
i=1 n+1 sig=1;

Somme des termes d’une suite géométrique : soit (v,;) ,en Une suite géométrique de raison ¢ € R et de premier terme vg, on a

n+l1
n

1-q .
vo——— Si 1
v0+u1+---+vn:ka: 0 T=q a7
k=0 (n+Dvg sig=1

Soit la suite s;; = Z]’Cl:() Uy, alors

si g < —1, la suite (s,) est divergente et ne possede pas de limite;

si g = —1, la suite (sy) est divergente et posseéde deux valeurs d’adhérence 0 et 1;
silql < 1, la suite (sy;) converge vers ﬁ ;

si g =1, la suite (s;) est divergente mais posséde une limite égale a +oo;

* sig>1,lasuite (sy) est divergente mais possede une limite égale a +oco.

R T S

Somme des termes d’une suite arithmético-géométrique : soit (v;) ,en une suite arithmético-géométrique de premier terme vy,

ona
n (UO_L)MJFLH sig#1
V0+U1+...+yn:2yk: 1*61 17q1 17‘7
k=0 (n+1)vo+r% sig=1
Somme des carrés des entiersde 1 a n :
7 nn+1)2n+1
124224 4n?=) %= M;
i-1 6
Somme des cubes des entiersde 1 a n :
3 3 3 n 3 n(n+1) 2 n 2
P42P+4n=) 0 :(7) =Y il .
i=1 2 i=1
{@Définition Suite récurrente linéaire d'ordre 2
Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 s’écrit
Uy = A, (6.1a)
ul = B, (G.Ib)
Up+2 = AUpy1 + buy (6.1c)

avec A, B, a et b fixés, b de préférence non nul.
Supposons a et b positifs. Le terme général de cette suite s’écrit u, = r" avec r**2 —ar™' —br" =0, i.e.r>—ar-b=0.
Le discriminant de ce polynéme en r est a?+4p, positif, donc nos deux racines sont distinctes et réelles :

a-va’+4b a+va®+4b
n=———, o= — .
2 2
On peut remarquer que si deux suites v, et w, vérifient la relation (6.1c), toute combinaisons linéaires Av, + uw,, de
ces deux suites aussi. Donc, une suite correspondant a la relation (6.1c) et de type u, = Ar]' + ur}’. Maintenant, iln'y a
plus qu’a trouver les coefficients A et ¢, que 'on peut trouver quand on connait les deux premiers termes de la suite qui
nous intéresse.
Aa=V a’+4b _B
= A= —F——,
A+p=A — vVa?+4b
Ary+urys =B, _aarVaib_p
K= Va+4ab
En conclusion
n
a—-va*+4b
2

_Vaiib
e
"=
va®+4b

Aa++2+4h—3 a+Va+4ab)"
Va?+4b 2 '

¢ Exemple Suite de FIBONACCI

La suite de FIBONACCI est une suite d’entiers dans laquelle chaque terme est la somme des deux termes qui le précédent. Elle
commence généralement par les termes 0 et 1 (parfois 1 et 1). Elle doit son nom a Leonardo FIBONACCI, un mathématicien italien
du x111¢ siecle qui, dans un probleme récréatif posé dans un de ses ouvrages, le Liber Abaci, décrit la croissance d’'une population de
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lapins :
«Un homme met un couple de lapins dans un lieu isolé de tous les cdtés par un mur. Combien de couples obtient-on
en un an si chaque couple engendre tous les mois un nouveau couple a compter du troisieme mois de son existence ?»
Le probleme de FIBONACCI est a l'origine de la suite dont le n-iéme terme correspond au nombre de paires de lapins au n-éme mois.
Dans cette population (idéale), on suppose que :
* au (début du) premier mois, il y a juste une paire de lapereaux;
* les lapereaux ne procréent qu’a partir du (début du) troisiéeme mois;
* chaque (début de) mois, toute paire susceptible de procréer engendre effectivement une nouvelle paire de lapereaux;
* les lapins ne meurent jamais (donc la suite de FIBONACCI est strictement croissante).
Notons Fy le nombre de couples de lapins au début du mois 7. Jusqu'a la fin du deuxieme mois, la population se limite & un couple
(ce qu'on note F; = F> =1). Dés le début du troisieme mois, le couple de lapins a deux mois et il engendre un autre couple de lapins;
on note alors F3 = 2. Placons-nous maintenant au mois n et cherchons a exprimer ce qu'il en sera deux mois plus tard, soit au mois
n+2: Fy4p désigne la somme des couples de lapins au mois n+ 1 et des couples nouvellement engendrés. Or, n’engendrent au mois
(n+2) que les couples puberes, c’est-a-dire ceux qui existent deux mois auparavant. On a donc, pour tout entier n strictement positif,
Fj 42 = Fy41 + F. On choisit alors de poser Fy = 0, de manieére que cette équation soit encore vérifiée pour n = 0. On obtient ainsi la
forme récurrente de la suite de FIBONACCI : chaque terme de cette suite est la somme des deux termes précédents :

Fo=0,
k=1,
Fny2=Fns1+Fn

On souhaite maintenant établir une expression fonctionnelle de la suite de FIBONACCI, c’est-a-dire une expression telle que le calcul
du nombre de couples pour une valeur de n donnée ne présuppose la connaissance d’aucun nombre de couples pour une quel-
conque autre valeur de n, ce que ne permet pas la formule de récurrence. Comme la suite de FIBONACCI est linéaire d’ordre deux, on

peut écrire son équation caractéristique. On obtient une équation du second degré x> — x — 1 = 0 qui a pour solutions x; = ¢ = #

(lenombred’'or) etxp =1—¢ = %5 Il en résulte que F,, = ap™ + B(1 —¢)" ol a et B sont deux constantes a déterminer a partir de
FoetFj.Onaa+B=0et(a—pB)p+p =1cequidonne a =—p=1/y5.0n trouve alors I'expression générale de la suite de FIBONACCI
(appelée formule de BINET) :
1
Fp=—(p"-U-¢p)").
n=z(0 ")

Si on calcule la limite du rapport de deux nombres consécutifs de la suite de FIBONACCI on trouve le nombre d’or :

1-¢ n+1
Fn+1=<p”“—(1—<p)”“=(p1‘( ¢ ) o
Fp @ —(1-g)" 1_(_1;/:)” n—o0

car1<<p<2etdonc—1<177<p<l.

®Lejeud’échecs

Selon la légende, le jeu d’échecs fut inventé en Inde par un savant. Le roi, séduit par ce nouveau loisir, le convoqua
au palais : “Ton jeu m’a redonné la joie de vivre! Je t'offre ce que tu désires!” lui dit-il. Le sage ne voulait rien et ne
dit mot. Le roi offensé s’énerva : “Parle donc, insolent! Tu as peur que je ne puisse exaucer tes souhaits ?” Le sage fut
blessé par ce ton et décida de se venger : “J’accepte votre présent. Vous ferez déposer un grain de riz sur la premiere
case de I'’échiquier. Vous ferez mettre ensuite 2 grains sur la deuxiéme case, 4 sur la troisiéme et ainsi de suite...” Le roi
s’énerva pour de bon : “Puisque tu honores si mal ma générosité, vas-t-en! Ton sac de riz te sera porté demain et ne me
dérange plus!” Le lendemain matin, le roi fut réveillé par son intendant affolé : ”Sire, c’est une catastrophe! Nous ne
pouvons pas livrer le blé! Nos mathématiciens ont travaillé toute la nuit : il n'y a pas assez de riz dans tout le royaume
pour exaucer le souhait du savant!” Pourquoi une telle affirmation ?

Notons b, le nombre de grains de blé sur la case n, n allant de 0 a 63. La suite (g,) est géométrique de raison 2 car
8n+1 =2gn donc g, =2" gy =2". Ainsi la somme totale des grains de blé sera

63 63 1_264
Y gn=) 2"=—"—=2%_1=18446744073709551615=18-10'%.
n=0 n=0 1-2

Pour des nombres aussi grands, notre intuition nous fait défaut. Essayons de faire ne serait-ce qu'une approximation.
Un grain de riz est, grosso modo, un cylindre de diametre 1 mm et de hauteur 5mm. Ainsi on pourrait faire tenir 200
grains de riz dans un centimétre cube (= 1000mm?3). On peut commencer nos calculs. Si I'on peut faire tenir 200 grains
de riz dans un centimetre cube, alors il nous en faut 200- 100® pour un metre cube et 200-100%-1000% pour un kilométre
cube. Si on divise cette quantité de grains par 2-10'7 on obtient le volume de total de notre montagne riziere : 92 ki-
lomeétres cubes. Ce volume est tout aussi difficile a imaginer. En remarquant que la France a une superficie d’environ
375000km?, on peut se représenter la quantité de rizdemandée par l'inventeur du jeu d’échecs de la maniére suivante :
avec elle on pourrait couvrir toute la France d'une couche de riz de 13 centimeétres de haut (car 13 centimetres corres-
pondent a peu pres a 7.5 milliemes de kilometre et 675000/7500 = 90).
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® Combien de fois peut-on plier une feuille ?
Combien de fois peut-on plier une feuille de papier en son milieu? La plupart de gens surestiment largement la ré-

ponse. Lors du pliage il faut considérer deux aspects du probleme. Primo, I'épaisseur du papier plié croit de maniére
exponentielle, puisqu’elle double a chaque pliage. Aprés sept opérations on a déja atteint 128 fois I'épaisseur stan-
dard de la feuille (environ 0.01 mm). Cela fait déja plus d'un centimetre, et si on faisait cela encore cinq fois, on at-
teindrait une épaisseur de 41 centimetres. Or cela est impossible : quand on superpose plusieurs couches de papier,
d’épaisseur totale d, alors la situation pour la couche supérieure — qui devient inférieure lors du pliage — est diffé-
rente de celle de la couche inférieure. La couche inférieure doit se dilater d'une quantité égale a la longueur d'un
demi-cercle de rayon d. Le périmetre de ce cercle étant 2rd, la feuille doit se dilater d'une longueur égale a 7d. Un
exemple : prenons une liasse d’épaisseur 1cm, plions-la cing fois, lors du sixieme pliage elle devra se dilater d’environ
3.14cm. On voit donc que le processus s’arréte trés vite, pour des raisons d’extensibilité du matériau papier. L'expé-
rience nous dit que le nombre de pliages possibles se situe autour de huit. En revanche, si on utilise du papier toilette. ..
http://www.newscientist.com/blogs/nstv/2012/01/paper-folding-limits-pushed.html

@ Courbe et flocon de vVON KOCH

w5

La courbe de von Koch se construit de manieére itérative : a partir d'un segment donné, on le divise en 3 segments
de méme longueur et on remplace le segment central par les 2 cotés d'un triangle équilatéral construit extérieu-
rement a partir de ce segment central.

1. Prenons un segment initial de longueur ¢ :

2. Apres la premiere itération, la longueur de la courbe est égale a (4/3)¢ :

3. Apres la seconde, la longueur de la courbe est égale a (4/3)%¢ : m

4. Apres la troisieme, la longueur de la courbe est égale a (4/3)3¢,

On continue la construction ainsi de suite jusqu’a l'itération i qui produit une courbe de longueur (4/3)¢y. A
la limite on obtient une courbe de longueur infinie (car lim,,_. 1o, (4/3)" = +00) entierement contenue dans un
espace fini.

Le flocon de von Koch est obtenu en appliquant cet algorithme aux cotés d'un triangle équilatéral. Notons n; le
nombre de co6té de la figure a I'étape i, ¢; la longueur de chaque cotés, p; le périmetre et S; la surface. On a

no = 3, ni= 4in0,
. I
£y donné, li=—,
3!
po = nofo, pi=nil;,
3 il V3 3 1l (4\k) V3 11-(4)
sozﬁzz, si:so+znk£4§:£4§ 1+—Z(—) :ﬁzg 1+= (EZ) :
4 o4 4 35,09 4 3 1-4

A la limite on obtient une figure de périmetre infini (car lim,_ - p, = +o0o0) mais de surface finie (car
5v3 £2)
32 ‘0’

limn_>+oo S}'l =

® Conversion de nombres décimaux périodiques vers des fractions rationnelles

Un nombre périodique est un nombre a décimales ayant une tranche de décimales qui se répétent. Pour matérialiser
sans ambiguité les chiffres qui se répetent, les décimales récurrentes, on les surmonte d'une barre sur le bloc de chiffres
répétés. Par exemple : 78/17 = 4,5882352941176470, 111/90 = 1,23 =1,233333....

* Montrons tous d’abord que 0,9=1.:ona

- ®1 9 &1 9 1
0,9=0.9+0.09+0.009+ -+ =9x ) —=-—x) — =—x
=100 100 =100 100 1- -k

Cette idée se généralise a n'importe quel nombre a écriture décimale infinie périodique.
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* Comme tous les nombres périodiques sont rationnels, on va illustrer une méthode pour convertir un nombre pério-
dique en fraction ordinaire. Soit & la partie entiére du nombre, £ 1a partie décimale sans la période et p le nombre de
chiffres de f, y la période et g le nombre de chiffres de vy, alors on a

s} .
@, fy=a+10"PB+y107P (1079 +10729+107%7+...) =a+10"PB+y107" Y (1079,
i=1

Comme

x : 1 al0P*9 + 109 +y) — (al0P + -
a+107PF+y107" Y (107N =a+107Pp+y107" = ( F M- p) _ apy—ap ;
— 1091 (109 —1)107 9...90...0
a p

pour convertir un nombre périodique x = a, fy en fraction ordinaire y/z on peut utiliser la méthode suivante :
* on prend comme numérateur y la différence entre le nombre constitué par toutes les chiffres de x moins le nombre
constitué par toutes les chiffres qui n’appartiennent pas a la période : y = afy — af
= on prend comme dénominateur z le nombre formé d’autant de 9 que de chiffres de la période et de 0 que de
chiffres entre la virgule et la période: z=19...90...0.
——

q p

Par exemple : 0,512 = 3125

®Spirale
Les points Ag et A; sont fixés. Pour i supérieur ou égal a 2, A; est le milieu du segment d’extrémités A;_» et A;_;. On
construit une spirale avec des demis arcs de cercle de diameétre A; A;;;. Autour de quel point la spirale s’enroule-t-elle ?

(o)

U
Ag A\ Ay \I s 43 A

Les points A; sont alignés, sans perte de généralité on peut supposer qu’ils se trouvent tous sur la droite d’équation

¥ =0. Notons x; 'abscisse du point A; et prenons xo = 0 et x; = £. Alors x; = = 1) xi_l pour tout i <2, ce qui donne
i+1
1 1 k 1 + _l It 2 1 i+1
e )
i\ 2 1-(-3) 3 2

Wit
o

A la limite on trouve x;
i—+00

@ Mise en abime
Un carré unité est colorié comme dans la figure ci-contre.

Sachant qu’il y a une infinité de triangles coloriés, on veut
calculer 'aire de la surface totale qu’ils occupent. Le pre-
mier triangle a pour coté 1, donc son aire est égale a ; Le
deux1eme triangle a pour cote donc son aire est égale
8. Le troisieme triangle a pour coté Z’ donc son aire est
égale a é Ainsi, la surface totale aura une aire égale a

1°z°:1 1 2
— _k:_ 1:—_
2554 -7 3

®Le crible de SIERPINSKY
Un carré unité est divisé en 9 carrés identiques, le carré central étant colorié (Etape 1). Chacun des huit carrés restants
est divisé selon le méme principe, et nous réitérons ce procédé a I'infini. Quelle sera I'aire de la surface coloriée ?
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LILIELEN-

Notons s, I'aire de la surface coloriée a I'étape n, n € N*. Ainsi s; = 3. Pour calculer I'aire du domaine colorié a I'étape
n, il suffit d’ajouter a celle du domaine de I'étape précédente un neuvieme de l'aire de la surface qu’il reste. On obtient
alors la relation suivante :

1-s, 8 1

Sn+1=Snt+ 9 =§Sn+§.

11 s’agit d’'une suite arithmético-géométrique; a la limite I'aire du domaine colorié est donc égal alim,, s,, = 1.

@ Format d’une feuille de papier

Le format d’'une feuille de papier rectangulaire est le couple formé par sa largeur et sa longueur. Ce format varie en
fonction de I'usage de la feuille, de I'époque et de la zone géographique. Pour les usages courants, notamment en bu-
reautique, le format A4 est aujourd’hui tres largement répandu dans le monde, a I'exception de '’Amérique du Nord, ot
le format US Letter reste le plus utilisé. Le format A suivi d'un chiffre est conc¢u pour que les proportions de la feuille
soient conservées lorsqu’on la plie ou coupe en deux dans sa longueur, permettant ainsi le massicotage sans perte, la
confection de livres par pliage, ainsi que 'assemblage, 'agrandissement et la réduction par facteur de deux. Ce chiffre
indique le nombre de fois ot1 le format de base a été divisé en deux : une division en moitiés d'une feuille AO donne deux
feuilles A1, dont la division en deux donne deux fois deux feuilles A2, etc.

Prenons donc une feuille de papier A4, elle mesure 21 cm x 29.7 cm dans le sens normal d’écriture. Si on la retourne dans
le sens de la largeur (format dit a l'italienne) et on en met une autre au-dessus (au-dessus, pas par-dessus) on obtient
du A3 (29.7cm x 42 cm). Si on continue ainsi de suite on construit deux suites L, (longueur) et /,, (largeur) avec deux
caractéristiques amusantes : la longueur d'une feuille devient la largeur de la suivante (L, = [,,—;) et la longueur et la
largeur sont toujours dans le méme rapport L, = v/21,,. Les suites sont définies par leurs conditions initiales : le format
A0 fait 1m?, ce qui donne I'unique solution Lo x Iy = 1 soit I3 x V2 =1, d‘ottl'on tire lp = 84.1cm et Lo = 118.9cm.

52 mm 105 mm
| 210mm 420 mm
[ 841 mm

A8

A6

& Ad
A5

On obtient (au millimetre prés) :
Format AQ : 84.1cm x 118.9cm

Format Al : 84.1/v/2=59.4cm x 84.1cm
Format A2 : 59.4/v/2=42.0cm x 59.4cm
Format A3 : 42.0/v/2=29.7cm x 42.0cm
Format A4 : 29.7/y/2=21.0cm x 29.7cm
Format A5 : 21.0/v2=14.8cm x21.0cm
Format A6 : 14.8/v/2=10.5cm x 14.8cm
Format A7 : 10.5/v/2=7.4cm x 10.5cm
Format A8 : 7.4/v/2=52cmx7.4cm

74 mm

297 mm >l 148 mim /e

A2
A3

/ /;\\ J@

A\

Al

+
1189 mm

594 mm

®La mouche et les trains

Deux villes, disons A et B, sont séparées par un chemin de fer long de 1000km (chemin de fer a une seule voie). A un

moment donné, un train part de A vers B, a une vitesse de 100km - h~!. Au méme moment, un autre train part de B

vers A, a la méme vitesse. Toujours au méme moment, une mouche part a 150km-h~! du premier train et commence

un aller-retour entre les deux trains. Au moment ol les deux trains vont rentrer en collision, quelle distance la mouche
aura-t-elle parcouru?

Raisonnement 1. On calcule la distance parcourue par la mouche pour aller du train 1 au train 2, puis pour le retour,
puis pour le re-retour et ainsi de suite. Au final, le nombre d’aller retour sera infinie, ce qui se traduira
par une somme infinie. En appelant v; la vitesse du premier train, v, la vitesse du deuxieme, v, la
vitesse de la mouche et d la distance séparant les deux villes, la distance parcourue par la mouche
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ressemble a peu prés a

R dv, (v —v)" d
dm = Z el ’
n=o (Um+U1) v+ U2

ce qui vaut exactement, en remplacant par les valeurs de I'énoncé, 750km.

Raisonnement 2. Laseconde solution consiste a voir que les trains vont se rencontrer apres 5 heures de trajets, le temps
pour la mouche de faire 750km, avec autant d’aller-retour que nécessaire.
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VAVVVVVVVDVNDIDVDVDD  Exercices DDV D

‘g'Exercice 6.1 Lecture graphique, suite géométrique y
x Soit (1) la suite représentée sur la figure ci-contre.

8
I 1. Déterminer graphiquement uy, u;, et u,. 7
* . . . 6
% 2. Ensupposant que la nature de la suite est géomé- 5
z trique, en préciser la raison. 431 °
% 3. Exprimer u, en fonction de n. 2 °
* 4 . 1 °
X 4. En déduire la valeur de u;g. hd
X 0 12345678910
* 5. Calculer S19p=ug+us +...+ 9.
CORRECTION.

1. upy=8, u; =4,etup =2.

2. Une suite est géométrique de raison g € R si ”L';—“ = g pour tout n € N. Comme % =4 -1 on en déduit que la suite
n 1 uy 2
est géométrique de raison 1/2, i.e. up+1 = uy/2.
3. up=2"lu,1=2"u o= =2""uy=8x2""=2%"
4. uyp=2%10=1/27=0.0078125.

5. S10= X n=0"u, =8x 12 =0.015625.

‘g'Exercice 6.2 Pression atmosphérique, suite ggométrique
¥ Au niveau de la mer, la pression atmosphérique est de 1013hPa (hectopascals). On admet que la pression atmosphé-
X rique diminue de 1.25% a chaque élévation de 100m. On note pour les besoins de I'exercice P, la pression en hectopas-
cal a 100n metres d’altitude et on considere la suite numérique (Py).

1. Déterminer les pressions Py, P, et P, aux altitudes respectivement 0m, 100m et 200 m.

2. Exprimer la pression P, al’altitude 10072+ 100 metres en fonction de la pression P, a I'altitude 1007 metres. En
déduire la nature de la suite et sa raison.

3. Donner le terme général de la suite (Pp,).
4. Calculer la pression atmosphérique a 3200 m d’altitude.

5. Déterminer a partir de quelle altitude, a 100m pres, la pression atmosphérique devient inférieure a 600 hPa. Jus-
tifier par un encadrement.

D R D D D R D P D P D P P o D

CORRECTION.

1. Pp=1013, Py =(1-1.25%)Py = %PO =1000.3375 et P, =987.83328125.

Puy = %Pn :il s’agit d'une suite géométrique de raison g = 0.9875 = 98.75%.
P, =Pyq" =1013 x (0.9875)".
La pression atmosphérique a 3200m d’altitude correspond a P32 = 1013 x (0.9875)3? = 677.324496629.

Py, < 600 ssi 1013 x (0.9875)" < 600 ssi (0.9875)" < 0% ssi 1 > 10gg gg75(£53) = In($2%)/In(0.9875) = 41. En effet,
P41 = 604.826375239 et P4y = 597.266045549.

o » N

Exercice 6.3 Suite géométrique
Une population microbienne voit son effectif augmenter d’a peu pres 10% toutes les heures. Sachant qu’elle comporte
200 individus au moment ol1 nous I'observons, qu’en sera-t-il au bout de 24 heures ? Au bout de n heures (ou n est un
entier naturel) ?

CORRECTION. Notons g; le nombre d’individu apres i heures. D’aprés nos informations, go = 200 et comme la popu-
lation augmente d’a peu pres 10% toutes les heures g;41 = (1 +10%)g;. La suite (g;) est donc géométrique de raison 1.1.
Donc g, = (1.1)" gy et au but de 24 heures il y aura a peu pres go4 = 1970 individus.

‘g'Exercice 6.4 Suite arithmétique

X Le prix de vente d'une voiture commercialisée initialement en 1995 diminue tous les ans de la méme valeur. En 2002,
% elle est affichée au prix de 13200 €. On reléve en 2006 un prix de vente de 11600 €. On note vy, le prix de vente de ce
% modele I'année (1995 + n) et on considere la suite (v,,).

i 1. Donner la nature de la suite (v;) et en déterminer la raison.
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X 2. Quel était le prix initial de vente en 1995 ?

% 3. A partir de quel année sera-t-il possible d’acquérir la voiture pour moins de 10000 € 2

2 4. De début 1999 a fin 2010, un concessionnaire achéte chaque année dix de ces modeéles. Déterminer la somme
* totale dépensée pour acheter I'ensemble de ces véhicules.

CORRECTION.

1. Comme le prix de vente diminue tous les ans de la méme valeur, la suite (v,) est arithmétique v;+1 = vy +7 = vo+nr.

Ona vy = 11600 et v7 = 13200 donc la raison de la suite est r = 2=z = 11800-13200 — 409,

2. Uy = Ups1 — nr donc vg = 13200 —7 x (—400) = 16000 €

3. v, <10000 ssi v+ (n—1)r < 10000 ssi n > 10009;0106000 = ’_‘?0%0 = 15: a partir de 2010 il sera possible d’acquérir la
voiture pour moins de 10000 €.

4 vgtvs et nis =T ve- X3 v = (5 + Do+ r 208 - (34 vy + r35 ) = 146400 €

®Exercice 6.5
Le nénuphar glouton Un nénuphar vit paisible dans sa mare et double de taille tous les jours. Au 50éme jour de son
existence, il a déja recouvert la moitié de sa mare, combien de temps va-t-il mettre pour recouvrir la totalité de la mare ?

CORRECTION. 51 jour.

®Exercice 6.6
Etudier les limites suivantes :
1, n?-1 . sin(n)+2 . 2n
lim —+n“+1, im R lim ———, im .

n—+oon n—+oco n+ 1 n—+oo n+3 n—+oon3 +1

CORRECTION.
1 n?—1 sin(n) +2
lim —+n®+1=+400, lim = lim (n—-1)=+oc0, lim sin(n) +2 =0%, i = lim =
n—+oon n—+oco p+1 n—+oo n—+oco 1 +3 n—+oopd34+1 n—+oo p2 4 %

‘y*Exercice 6.7
3(( Calculer, si elles existent, les limites suivantes :
*
* 2 2 2
1 a) lim n? (l—cos—), b) lim n? (l—cos—), ¢) lim n(l—cos—),
* n—+oo n n—-+oco Vvn n—+oo n
*
X d) lim n“|{(-1)"-cos—|, e) lim (nsin—|, f) lim [nsin—|,
* n—+oo n n—-+oo n n—+oo Vvn
H 2 (-1)" 2)"
X g) lim (\/ﬁsin—), h) lim (nsin ), i) lim (1+—) ,
1 n—-+oo n n—+oo n n—-+oo n
* n vn n\n
* 2 2 -1
; j) lim 1+—) , k) lim (1+—) , D lim (1+( ) ) ,
X n—+oo Vn n—-+oco n n—+oo n
I 4n 3 3 ( + l)zn
X m) lim 1+—) , n) lim n® (tan——sin—), 0) lim —2—,
i n—+oo n n—-+oo n n n—+oo gn
* _
* n— (_1)n+1 k=n
X n-(=D" .
i 2 nl—l»rPoon+(—1)"+l’ 9 nl—l»rPookX::l 2+ k
*
*
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CORRECTION.

2 n? 2
a) lim nz(l—cos—)z lim 4— (1—005—):2,
n 4 n

n—-+oo n—+o0
2
vn

2 4 2
c) hm n|1-cos=|= lim —n?|1-cos—|=0,
n) n—+oon n

n—+oo

2
b) lim nz(l—cos )z lim (4n)n(1—cos—)=+oo,
n—+oo \/ﬁ

1
d) lim n? ((—1)”—cos—)
n—+oo n

n’existe pas car la suite extraite constituée par les termes d’indices paire converge vers % et la suite extraite constituée par
les termes d’indices impaire diverge vers —oo,

n—+oo

. .2 . n. 2
e) lim [(nsin—|= lim 2(—sin—|=2,
n—-+oo n 2 n

: .2 vn o2
f)ngrilm(n51nﬁ)_nlirllm2\/_( sm—)_+oo,

. .2 n__ 2\
g nlirllm(ﬁ51n ;) T (—sm—) =0,

_1\n
h) lim (nsin( D )
n—+oo n

n’existe pas car la suite extraite constituée par les termes d’indices paire converge vers 1 et la suite extraite constituée par
les termes d’indices impaire converge vers —1,

= lim |[|1+—
n—+oo n

1+
j) lim (1+ 2 ) = lim ((1+%)\/ﬁ)ﬁ=+oo,
|

i) lim
n—+oo

SERS)

n—+oo n—+oo

2 . 2\" ﬁ
1+—| = lim [|1+— =1,
n n—+oo n

) lim (1+(_1) )
n

n—+oo

k) lim

n—+oo

n’existe pas car la suite extraite constituée par les termes d’indices paire converge vers e et la suite extraite constituée par

les termes d'indices impaire converge vers e~ !,

3 4n 1 8 4x3
m) lim (1+—) = lim ((1+—) ) :elz,
n

n—-+oo n—+oo [y
3 3 =, nl 1 27
n) lim ns(tan——sin—)t:/ lim (3t)3(s L —sin ) 27 11m (tsin%)tz(l—cos%) L =271--1==,
n—+00 n n t—+00 cos ¢ cos 2 2
3n 213,
R A (S D
0) lim ———— = lim =e”,
n—+oo qgn n—+oo 32n
_1yn+l
_on-(=pmt 1B
p) lim ————= lim ———— =1,
n—+oop + (—1)7*! n—+oo 1 4 (=1 1)”+
¥
q) lim —=1
n—>+00k 1 n2+k

n k=n 1 n
car =X n2+ks\/27ethmn_,+oo\/7 hmn_,m\/T
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®Exercice 6.8
Calculer, en fonction de a € R, la limite
. n®-2vn
lim .
n—+c0 (y/n—3)(2-3vn)

CORRECTION.
—oco0 sia>1,
I n-2yn i n*-2yn 1 ] )
im = lim ——=<—-2 sia=1,
n—+oo (\/n—3)(2-3yn) n—+o -3n+11y/n-6 7
0 sia<l.

Exercice 6.9 Série harmonique
| Montrer que la suite (x;) zens, OU X, := ZZ:1 %, diverge vers +oo.

derx, =" Loy l(Lyly Lyl 1,1y L1, 1. i ili
C(?RRECTION. Idée: x, = Zk.:l £ = 1+5+ (3 +3)+ (5 +gtat 8) .2 1+5+ 2'+ 2 . +00. S%non, on peut utiliser un
raisonnement par 1’absurde. Si la suite de terme général x,, convergeait vers une limite finie, la suite de terme général x,,,,
en tant que suite extraite, convergerait vers la méme limite, et donc la suite de terme général x,, — x,, convergerait vers 0.

Or, on peut minorer les termes de cette suite :

Ainsi, la suite de terme général x,, ne peut converger vers une limite finie. En tant que suite croissante de réels, elle diverge
donc vers +oo.

®Exercice 6.10

| Montrer que la suite (x;) pen*, OU Xp 1= ZZ:I (% - li—k), est convergente;

CORRECTION. xn=ZZ:1(%—ﬁ)=(%—;{)+({—¥)+---(7£—{—7%)+(7%—%)=1—%*1-

®Exercice 6.11

Etudier la convergence des suites définies ci-dessous par leur terme général u,, :
1. Vn®+3n-n 3 sin®(v/n) 5. (1_E)n
: n2 n
T\ 1-a%\"
2 n—vVn3-3n 4. (1+—) 6. (—1+a2) , a réel quelconque
n
CORRECTION.
) . o nh+3n-n®2
1. imvnr®+3n-n=lim—— =lim — = +oo
n " \nS+3n+n " n®?
2 3 3
n-—(n°-3n -n
2. limn—\/n3—3n:lim¥ =lim—— =-o0
n " op+vVnd—3n 1 ndl?
i 05
sin®(v/n
3. lirlln ;2\/_) =0 (théoreme d’encadrement)
n
TN gyn/m\"
4, lim(1+—) =lim((1+ —) ) =e"
n n n n
e\n —e\—nle\™¢
5. lim(l——) =lim((l+—) ) =e*
n n n n
6. Il s’agit d'une suite géométrique de raison };Zi donc

1—
1+

* U, ne converge pas et possede deux valeurs d’adhérence 1 et —1 si

2 s s .
-7 <—1, c'est-a-dire pour aucun a réel.

L@ _ _1 cest-a-di sel
v —1, cest-a-daire pour aucun a reel.

* U, ne converge pas et ne possede pas de limite si
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* Uy, converge vers 0 si —1 < 2 ~ < 1,¢c est a-dire pour tout a # 0.

=1,c est—a—dlre sia=0.

s 1=
1+

. 0, sia#0,
limu, = )
n A, sia=0.

* Uy

* Up
En résumé :

@Exercice 6.12

Calculer, si elles existent, les limites des suites (14;,) ;en+ Suivantes : Vi € N*
1 1 .
a) u,>Inn b) <u,<-— Ou,,/ etu,<l+= du,=Yn
n+1 n n
Yup=Inn+sin(m)  f) iy =sin = Vg =" L n n
e) uyp=Inn+sin(n Uy =sin — Up=—+— u,=——Inn
" " 3 &) Un e en "+l
2 n
n 2n)! nsin(n) n+(-1)
Du,=— ) Uy = —— k) up=——- Dup=———""—
Jun = D un == un="2 3 ) Un 3n—(-1)"
2 "2
\ n
m) up = +n+ D" U= —— 0) = (-1)"— p)un=V3n+1-v2n+1
nc+1 nc+1
b4 2ny/n+1 in—-1
q) un=sin(ﬂ+—) r) un=2L s) up=(=1" Hu,=V2n+1-v3n+1
n nc+1 2n+3
) ) ( n) ) n+1 ) ( 1)n6n+3
U) Uy =sin|m—— V) Uy = ——— w) u, = (-
" n " 2nyn+1 " 2n-1
CORRECTION.
a) u,— +oocar ln n — +oo (théoreme d’encadrement)
b) u,—1 car — —let L - u, < (théoreme d’encadrement)
¢) u,— ¢ <1car u, est monotone croissante et majorée donc ¢ < lim,, (1 + %) =1
_ _ Inn _
d) up={n=exp(f*) —exp(0) =1
e) u,=In(n)+sin(n) — +oco car (In(n) —1) < u, < (In(n) +1) et (In(n) £ 1) — +oo (théoreme d’'encadrement)
f) u,=sin ? n’existe pas car la suite extraite us, = sin(nr) = 0 et la suite extraite ug,+1 = sin(2nm + 7/3) = V312
g) up— +oo
—_Inn _
h) u,= —1+% +00
2
i) un>0et”;—;=gz+;,$= atl < 1 pour n>2; comme u, \, et u, >0 alors u, — =0
) oup= (2n)(2n—1)~--(2n—n+1) — 400
nsin(n) _ PR ’
k) 1 i S n2 S ett _—2 7 — 0 (théoreme d’encadrement)
1 -1 n+(-1)" n+l : n-1 _1; n+l _ 1
D up— 3 car 5= < -y < gy etlimy, 3555 =limy, 375 = 5
m) On sait que si (i4,,) ne v €5t Une suite positive telle que ”;“ — ¢ >0 alors {/u,, — ¢.On pose u, = n®+n+1; comme
(n+1%+(n+D)+1 _ n?+3n+1 R n/—5 _
P =" —lalors vnf+n+1—1.
n) u;—1
o) Cette suite ne converge pas car la sous-suite 1y, tend vers 1 tandis que la sous-suite uy,+; tend vers —1
. o ST o ) Y +V2ndl _ BntD)-@n+l) _ iy
p) nl_l,IPoo Un = nl_l,IPoo( 3n+ 2n+1) 3n+1+v2n+1 nl_l}}rloo 3n+1+v2n+1 n_>+oo /3n+1 /
. . z)_
q) nqul@51n (m+%)=0
2nyn+l _
r) n1—1>IPoo n?+1 0
s) Cette suite ne converge pas car la sous-suite u, tend vers 2 tandis que la sous-suite 15, tend vers —2
Tl — 2n+1+v3n+1 - @nt)-@n+l) _
0 Hm u,= lUm (vV2n+1-v3n+ D) e s = Im VAT — ni \/ﬁ \/ﬁ
_m) =
w lim sin(r-%)=0
150
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2
. n°+1  _
Jim Inynel - T

w) Cette suite ne converge pas car la sous-suite uy; tend vers 3 tandis que la sous-suite uy,; tend vers —3

V)

®Exercice 6.13

Etudier le comportement des suites

_cos(n)

a = —
" edn 4

et b,= (e_4” + %) (sin(n))

CORRECTION. Soit u, une suite. S'il existe deux suites v, et w, ayant une méme limite ¢ € RU {+oo} et satisfaisant
dMeN telque v, <up<w,VneN, n=M,

alorslimu, =¢.
” ) 1 1 . 1 _ ; -
Etant donné que pour tout n € Nona ——z—7 < ap < 7 etque nLHPoo Zn,7 = 0, on conclut que nlier a, =0.

Etant donné que pour tout n € Nona —(e™*"+ 1) < b, < (e7*" + 1) et que lim +(e™*"+ 1) = 0, on conclut que
n—+oo

i by =0,
‘yExercice 6.14

ISoit (Un)nen une suite a valeurs dans R U {—oo} U {+oo}. Pour chacune des assertions (1) a (4) suivantes, as-
X socier celle des phrases (a) a (d) qui signifie la méme chose (On donnera les correspondances sans justifier).

T VneN,IMeR u, =z M (a) “Lasuite (#y)nen prend (au moins) une fois la valeur +c0.”
2 2 IMeR,VneN,u, =M (b) “Lasuite (1) nen ne prend jamais la valeur —co.”

% (3) AIneN,VMeR, u, =M (c) “La suite (u#,,)nen N'est pas bornée supérieurement”

X 4) VMeR,d3neN,u, =M (d) “La suite (i) nen €st bornée inférieurement par M.”

CORRECTION. (1)-(b), (2)-(d), (3)-(a), (4)-(c).

& Exercice 6.15
Soit (u,) une suite a valeurs dans R U {—oo} U {+o0}. Que signifient les assertions suivantes ?
1. VneN,AMeR, u, <M 3. IneNVMeR, u, <M
2. AIMeR,VneN,u,<M 4, VMeR,AneN,u, <M
CORRECTION.

(a) “Lasuite (u#y)nen ne prend jamais la valeur +00.”
(b) “La suite (u5) nen €St bornée supérieurement par M.”
(c) “La suite (¢5,) nen prend (au moins) une fois la valeur —oo.”

(d) “La suite (i) nen N'est pas bornée inférieurement”

‘y"Exercice 6.16

¥ rai ou aux?

1. Siune suite (Juy|) est majorée, la suite (u,,) est bornée.
. Siune suite (|u,|) converge vers 0, alors la suite (u;) converge vers 0.

. Siune suite (u#,) converge vers ¢ et si elle est a termes strictement positif, alors ¢ > 0.

2
3
4. Siune suite (u,) converge vers 0, alors la suite (1, v,) converge vers 0 quelque soit la suite (v,).
5. Si (lunl) et (lv,]) sont deux suites convergentes, la suite (|u, + v,|) est aussi convergente.

6. Sila suite (|u, + v,|) est convergente alors les deux suites (|u,]) et (|v,]) sont aussi convergentes.
7

. Si (uy,) et (v,) sont deux suites telles qu’'a partir d'un certain rang on ait u, < v,, alors la convergence de (v;)
implique celle de (u,,).

SO 0%
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8. Si (uy) et (v,) sont deux suites telles qu’a partir d'un certain rang on ait u, < v,, alors la convergence de (u,)
implique celle de (v,).

9. Si (uy) et (v,) sont deux suites telles qu’a partir d'un certain rang on ait u, = v,, alors la convergence de (v,)
implique celle de (u,,).

10. Si (uy) et (v,) sont deux suites telles qu’a partir d'un certain rang on ait u, = v,, alors la convergence de (u,)
implique celle de (vy).

11. Siune suite (u,,) converge, alors elle est monotone.
12. Siune suite (¢,) est monotone, alors elle converge.
13. Siune suite (u,) est croissante et majorée, alors elle converge.
14. Siune suite (u,,) est croissante et minorée, alors elle converge.

15. Siune suite (u,) est décroissante et majorée, alors elle converge.

A 0t

16. Siune suite (u;) est décroissante et minorée, alors elle converge.

CORRECTION.

1. Vrai: ¢'il existe un réel positif a tel que |u,| < a alors —a < u, < a donc la suite (u,) est bornée.

2. Vrai (Théoréme des gendarmes).
3. Faux: u, =1/n> 0 pour tout n mais u, — 0.
4. Faux:u,=1/n—0etv, =n.
5. Vrai
6. Faux: u,=netv,=—-n.
7. Faux:u, =-n<0, v, =1/n>0mais u, — —oo bien que v, — 0.
8. Faux:u, =1/n< v, = nmais v,, — +oo bien que u,, — 0.
9. Faux: u, =n> v, =1/n mais u, — +oo bien que v,, — 0.
10. Faux: u, =1/n>0> v, = —n mais u, — 0 bien que v; — —oco.
11. Faux: u, =(-1"/n
12. Faux:u,=n
13. Vrai
14. Faux: u, = n est minorée par 0 et croissante mais elle diverge.
15. Faux: u, = —n majorée par 0 et décroissante mais u, — —oo.
16. Vrai

\

‘g°Exercice 6.17 suite récurrente
1. Soit (u,) nen telle que ug =2 et Uy =2 — uin pour tout n € N.
1.1. Montrer que (1) nen €St une suite bien définie qui satisfait u, > 1 pour tout n e N.
1.2. Montrer que la suite (u,) ,en €St monotone puis en étudier la convergence.
2. Soit () nen une suite telle que ug =1 et VreN ;1 = 2+ uy.
2.1. Montrer que pour toutn €N, -1 <u, <2.
2.2. En supposant que la limite de u,, existe, la calculer.
2.3. Montrer que (u,) zen €St une suite monotone et en étudier sa convergence.
3. Soit (1) nen Une suite telle que uy >2 et VneN w41 = u? + 1.
3.1. Montrer que u, > 2 pour tout n € N.
3.2. Montrer que la suite (u,) est divergente sans étudier sa monotonie.
3.3. Montrer que (u,) est croissante et diverge vers +oo.
4. Soit (uy) nen une suite telle que ug >2 et uy4) = ui —2 pour tout n € N.
4.1. Montrerque VneN u, > 2.
4.2. En supposant que lim,, u, existe, la calculer.
4.3. Montrer que (u,) est croissante et diverge vers +oo.

5. Soit (1) neny une suite telle que ug =1 et Ve N 1y, = 13#

D D D D B B D D D D s
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10.

11.

5.1. Montrer que pour tout n € N, u, > 0.

5.2. En supposant que la limite de u,, existe, la calculer.

5.3. Montrer que (1) ,en €St une suite monotone et en étudier sa convergence.

2
Uy +uy

Soit (¢,) nen une suite telle que ug = % etVneNuup = 25+

6.1. Montrer que pourtoutneN, 0<u, <1.

6.2. En supposant que la limite de u,, existe, la calculer.

6.3. Montrer que (i) zen €St une suite monotone et en étudier sa convergence.

7.1. Montrer que pour tout n € N, u; > 3

Soit (u;) une suite telle que ug > % etVneN u,.q = ufl -3,

4

2

7.2. En supposant que la limite de u,, existe, la calculer.

7.3. Montrer que (u;) est une suite monotone et en étudier sa convergence.

Soit (u;) une suite telle que ug >2etVneN uy; = ufl -1.

8.1. Montrer que pour tout n € N, u, > 2.

8.2. En supposant que la limite de u,, existe, la calculer.

8.3. Montrer que (u;) est une suite monotone et en étudier sa convergence.

9.1. Montrer que pour tout n € N, u, > 3.

Soit (1) une suite telle que ug > % etVneNuy =u;— 32

2_15
1"
15
2

9.2. En supposant que la limite de u,, existe, la calculer.

9.3. Montrer que (u;) est une suite monotone et en étudier sa convergence.

Soit (u;) une suite telle que ug =4 etVvneN uyi; =3

__4
2+4uy

10.1. Montrer que u, = 2 pour tout n € N.

10.2. Montrer que (u,) est une suite monotone.

10.3. En étudier la convergence.

Etudier la suite (u,) telle que ug =2 et 1,1 =5- uin VneN.

. . . 4
Etudier la suite (i) telleque vy =9 et uy41 =5—— VneN.

12.
Up
. . i 4
13. Etudier la suite (u,) telleque 0 < up<1letuyy; =5— . VneN.
n
CORRECTION.
1. 1.1. Parrécurrence :

1.2.

2.1.

2.2.
2.3.

3.1.

3.2.

3.3.

*x Uy=2>1;

* soit u, >1, alors u,;,; =2— ui” >2-1=1.

_ (u11*1)2
Un

monotone décroissante. Etant une suite monotone décroissante vérifiant u, > 1 pour tout n € N, alors elle

converge etlimu, = ¢ = 1. En passant a la limite dans la définition,ona ¢ =2 — % doul=1.

Puisque u;, > 1 pour tout n € N, on a uy41 —u, =2 — ul — U, = < 0, autrement dit la suite u,, est
n

Par récurrence :

* —l<uy=1<2;

*x soit—1<u,<2,alors Uy =vV2+u,<v2+2=2etups1=vV2+u,>v2-1=1>-1.

Soit ¢ =lim u, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition,ona ¢ =v¢+2douf=-1ou ¥ =2.

2
_ Up—Un=2 _ _ (Wp=2)(up+1)
o o . > (0, autrement

dit la suite u,, est monotone croissante. Etant une suite monotone croissante vérifiant —1 < u,, < 2 pour tout n
€ N et puisque les uniques limites réelles possibles sont ¢ = —1 et £ = 2, on conclut que lim u,, = 2.

Puisque -1 < u, <2pourtoutn €N,ona up+1—Uy =vVuy+2—uy =

Par récurrence :

* Ug>2;

* S0it up > 2, alors uy41 = u3 +1>5.

Soit £ =lim u, avec £ € R. Alors, en passant 2 la limite dans la définition, on a £ = £? + 1 qui n’a pas de solution
réelle : 1a suite est alors divergente.

Puisque u, > 2 pour tout 7 € N, 0na 41 — Uy = U5 — Up+1> u? —2u, +1 = (u, —1)*> > 0, autrement dit la suite
u,, est monotone croissante. Etant une suite monotone croissante qui diverge, on conclut que lim u;,, = +oco.
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4. 4.1. Parrécurrence :

10.

154

4.2.

4.3.

5.1.

5.2.

5.3.

6.1.

6.2.
6.3.

7.1.

7.2.

7.3.

8.1.

8.2.

8.3.

9.1.

9.2.

9.3.

10.1.

* Uy>2;
* S0it uy >2,alors Up1 = uZ—2>4-2=2.
Soit ¢ = lim u,, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = £ -1 d’ou1 £ = ‘[ <2ou
= 1+‘[ < 2.Comme uy >2 pour tout n € N, la suite diverge.
Puisque u;, > 2 pour tout n € N, on a uu4+1 — u, = u2 —Uy—1> u —2uy—1=(u, — _zﬁ)(un - %5) >0,

autrement dit la suite u,, est monotone croissante. Etant une suite monotone croissante qui diverge, on conclut
que lim u,, = +oo.

Par récurrence :

* Uy=1>0;
* soit U, >0, alors u,+1 = ”"2 > 0.
+un
Soit ¢ =lim u, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = ng d'ou ¢ =0.
3
. u
Puisque u;, >0 pourtoutn € N,ona u,4+1— U, = u—"z — Uy = 1,
1+uy, 1+u;y,

décroissante. Etant une suite monotone décroissante minorée par 0 pour tout 7 € N et puisque 'unique limite
réelle possible est £ = 0, on conclut que lim u,, = 0.

Par récurrence :
* O<upy=1/2<1;

2 2
. uy+u u,+u
* s0it0 < up <1,alors up) = 25" >0etup = 25—+

2 _
7 <3=1
Soit ¢ =lim u, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = @ doul=00u?=1.

. -1 . .
Puisque 0 < u;, <1 pour tout n € N, on a uy41 — Uy = % < 0, autrement dit la suite u;,, est monotone

décroissante. Etant une suite monotone décroissante minorée par 0 pour tout 7 € N et puisque les uniques
limites réelles possibles sont £ =0 et £ = 1, on conclut que lim u,, = 0.

Par récurrence :
* Uy > 5 3.

2!
3 _ 2 3.9 _3_3
* soitu, >3, alors upy1 =up—5>3-7=5.

NI

Soit £ = lim un avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = ¢% — % doul = —% out =
Puisque u, > 2 pour tout 7 € N, seul £ = 3 3 est une limite finie acceptable

Puisque u,, > 5 pour tout n € N, on a U, — Uy = u,21

croissante. Etant une suite monotone croissante vérifiant u;,, > % pour tout n € N et puisque I'unique limite
réelle possible est £ = %, on conclut que lim u;, = +oo.

— Uy — Z > 0, autrement dit la suite u;, est monotone

Par récurrence :
* Ug>2;
* s0it u, >2,alors up11 = us—1>4-1=3>2,

Soit ¢ = limu, avec ¢ € R. Alors, en passant 2 la limite dans la définition, ona ¢ = £>2 -1 d'o1 £ = _1;‘/5 ou

= # Puisque u, > 2 pour tout n € N, aucune limite finie n’est acceptable.

Puisque u;, > 2 pour tout n € N, on a uu4+1 — U, = u,zl — uy — 1> 0, autrement dit la suite u,, est monotone
croissante. Etant une suite monotone croissante tel que 1, > 2 pour tout 1 € N et puisque il n'y a pas de limite
finie réelle possible, on conclut que lim u,, = +oo.

Par récurrence :

15 .
* Up > 5

* soit u, > 75, alors u,41 = u,zl — 14—5 > 7E > 12—5
Soit £ =lim u, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = 0% - % dou ¥ = —% oul=2

3
Puisque u,, > % pour tout n € N, aucune limite finie n’est acceptable.

Puisque u, > 175 pour tout 7 € N, on a U1 — Uy = U2 — Uy — 14—5 > 0, autrement dit la suite u, est monotone
croissante. Etant une suite monotone croissante tel que u,, > 12—5 pour tout n € N et puisque aucune limite réelle
finie n’est possible, on conclut que lim u,, = +oo.

La propriété se démontre par récurrence. On a bien uy = 4 > 1. Il reste 8 démontrer que, pour tout k € N, si
ur >1alors ugy; >1.0na

Up+2>0
>] <2 &= 2<up+2 <= 0<uy.

Up+2 U +2

Ups1>1 &= 3 -

Comme uy > 1> 0alors ug4q > 1.
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10.2. PourtoutneNona )

—us+u,+2
—un:#zl—ufl<0.
Uy +2 Uy +2

Up+1— Up =3 —

Comme pour tout n €N, u, >1, alors 1 - ui < 0 donc (u;) est une suite monotone décroissante.

10.3. On a montré que la suite () est décroissante et minorée. Elle est donc convergente. Notons ¢ sa limite. La
suite (u,+1) tend vers ¢ et la suite f(u,) tend vers f(¢). La limite vérifie donc

4
(=3-——— = (>~ (-2=0 = ((-2)({+1)=0.
l+2
Comme u, > 1 pour tout n€ N, il faut £ = 1; on adonc ¢ =2.
11. Suite bornée. Par récurrence:onabien 1< uy=2 <4; montrons que si 1 < uy <4 alors 1 < up;1 <4.0na
4 4
I1<Up;1<4 = 1<5-—<4d = 1<—<4 <= l<uyp<4.
Uk Ug
Monotonie. Pour tout n €N on a
—uf+5u, -4 (un—4)(un—1)>

4
un+1—un:5—u——un: » - » 0
n n n

car 1 < uy4+1 <4 pour tout n € N.
Convergence. (u,) est une suite monotone croissante et majorée. Elle est donc convergente.

Limite. Notons ¢ salimite. La suite (u,+1) tend vers ¢ et la suite f(u,) tend vers f(¢). La limite vérifie donc
4
£=5—Z — (-4l -1)=0<= (/-2)(/+1)=0.

Comme u,, <4 pour tout n € N, il faut £ <4; on adonc ¢ =4.

12. Suite bornée. Par récurrence : on a bien uy =9 >4 ; montrons que si uy > 4 alors u;,1 >4.0Ona

4 4
Ups1 >4 = 5—-—>4 — — < 1.

Uj Ug
Comme 1y > 4, alors uik <1, donc up.; > 4.
Monotonie. Pour tout n €N on a
2
—u; +5u, -4 (up—4)(uy—1)
Ups1—Up=5— — — Uy = —2 - 1 <0
Un Un Un

car Up+1 >4 pour tout n € N.
Convergence. (u,) est une suite monotone décroissante et minorée. Elle est donc convergente.

Limite. Notons ¢ sa limite. La suite (u,+1) tend vers ¢ et la suite f(u,) tend vers f(¢). La limite vérifie donc
4
[=5—z — (l(-4H)l-1)=0 <= (¢{-2)(/+1)=0.

Comme u,, >4 pour tout n € N, il faut £ =4; on a donc ¢ = 4.
13. Suite bornée. Par récurrence : on a bien 0 < ug < 1; montrons que si 0 < ug < 1 alors 0 < ug; <1.0na

4 4
0<up;1<1l &= 0<5-—<1 &< -4<—<5.

Ug Ug
Comme0<uk<1alors0<uik<4donc—4<uik<5.
Monotonie. Pourtout ne€ Nona
2
—us+5u,—4 (up - (u,-1)
Upi1 —Up=5———Up=—21 L i <0
Uy Uy Uy,

car 0 < up4+1 <1 pour tout n € N.
Convergence. (u,) est une suite monotone croissante et majorée. Elle est donc convergente.

Limite. Notons ¢ salimite. La suite (u,+1) tend vers ¢ et la suite f(u,) tend vers f(¢). La limite vérifie donc
4
€=5—z — (-4l -1)=0 <= (/-2)(/+1)=0.

Comme u,, <4 pour tout n € N, il faut £ <4; on adonc ¢ =4.
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@Exercice 6.18 Suite récurrente
. . . . . a+1+uy,
Soit a € R, a > 0. Soit (¢,),en la suite récurrente définie par uy = 1 et pour tout n € N u,4; = — . On pose
a
Up = Up+1 — Uy pour tout neNet s, 1= Z',g:g_l vy pour tout n € N.
1. Exprimer v, en fonction de v,_;. En déduire qu'il existe une valeur ay de a (a préciser) pour laquelle (v;,) ,en €st

une suite constante.
2. Montrer que pour tout a # ay, la suite (v,) est une suite géométrique dont on donnera la raison.

3. Calculerlim, s, en fonction des valeurs de a.

4. Montrer que u, =1+ s, Vn eN*. En déduire lim,, u,, en fonction des valeurs de a.

CORRECTION.

1. Pourtout neNona
a+l+u, a+l+uy,—1 U,—Up—1 VUnp-1
Un=1Up+1 —Up= - = = .
a a a a

On trouve la suite

atl+l | _ 2
a T a’

Vo= Uy — U =
1%
Un+1 = -

On en déduit que la suite (v,,) ,eny €St une suite constante égale a 2 lorsque a =1 =: ay.

2. Pour tout a # ay

yn: = :n-:—:za_”

donc la suite (v;) est une suite géométrique de raison 1/a.
3. On sait que si wy+1 = qwy, pour tout g € R*, alors w,, = wyq" et

1- n+1 .
1£1q , sig#1l

won+1) sig=1

Wo

n n
5" wkszzqkz{
k=0 k=0

doncici
n-1 n-1 21-a" . 2 a'-1 .
—k a1saT sia#l =T sia#l,
Sp=) Uk=vo )y, a "= . = .
=0 =0 2n, sia=1 2n, sia=1.

Par conséquent
+oo sia=1,

lims, =< == sia>1,
n a
+oo si0<a<l.

4. Ona
n-1 n—-1
Sn= ). Uk =V Y Ukl — Uk =Ul—Ug+Up— Uy ++ Up— Up_1 = Up— Uy = Up—1
k=0 k=0

donc u, =1+s, YneN*. Alors
+oo sia=1,
limu, =1+lims, =< ¢4 sig>1,
n n a-1

+oo si0<a<l.

®Exercice 6.19
On sait que v/a désigne le nombre positif dont le carré vaut a. Cette écriture n'as de sens que si a est positif. Pourtant
on peut donner un sens au nombre b qui s’écrit

Lequel et que vaut b?
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CORRECTION. Introduisons la suite récurrente de premier terme g > i telle que w41 =/ uUp—

PN

Suite minorée. On montre par récurrence que u, >  pour tout € N : on a bien ug > 1 ; montrons que si uy > 1 alors
Uks1 > 3.0na
1 1 1 1

uk+1>z<:> uk—Z>—Z<:>ukEZ.

Monotonie. Pour tout n €N on a

1 —uy _ —jRuy -1
Up+1 —Up =1\ Un
,/ ——+un \/ ——+un
pour tout n € N.

Convergence. (u,) est une suite monotone décroissante et minorée. Elle est donc convergente et b est sa limite.

Limite. La suite (¢,+1) tend vers b et la suite f(u;) tend vers f(b). La limite vérifie donc

b:\/b—l.
4

Onadoncb:%.

Exercice 6.20 Suites adjacentes
Soient (u,)nen €t (V) nen deux suites adjacentes, c’est a dire telle que (u,) est croissante, (v,) est décroissante et

limn(vn - un) = 0. Montrer que (v, — U,) nen €St décroissante puis que les deux suites convergent vers une méme li-
mite.

CORRECTION. On sait que (u;) est croissante donc u,+1 = u, pour tout n € N; (v,) est décroissante donc v,+1 < v, pour
tout n € N alors vy,41 — Up+1 < Uy — Uy < la suite (v, — Uy) nen est décroissante.
Si 41 =lim, u, et £ =lim, vy, alors lim, (v, — u,) = ¢» — ¢; ; par hypothese lim, (v, — u,) = 0 donc ¢; = £5.

DExercice 6.21 Moyenne arithmético-harmonique
| Soient (@) nen, (D) nen deux suites telles que ap > by >0 et

a,+by, 2a,by,
VneN a = et b =
n+1 2 n+1 an"‘bn

1. Montrer que (ay) nen €t (by) nen sont deux suites bien définies puis que
VneN a,>b,.

2. Vérifier que la suite (a,by,) nen €st stationnaire.

3. En supposant qu’elle existe, calculer la limite commune au deux suites.

4. Montrer que les deux suites (a,) nen €t (by) nen SOt adjacentes.

CORRECTION.

1. On montre par récurrence que pour tout n € Nona a, > b, >0:
* vraie pour n =0 car ay > by >0

an+bn _ 2anpbn _ (an_bn)2 P b _
5 b = 2a by > 0, ainsi a,+1 > by+1 et comme by41 =

* supposons que a, > by, >0, alors a,+1 — b+ =
2a,by,
an+by,

2. Lasuite (a,, by) nen est stationnaire, en effet

alors b, 41 > 0.

an+ by, 2a,b,
aps1bpy1 = —————— =aub,=---=apb
n+1Pn+1 2 an"'bn ntn 00
3. Si @ =lim, a, et f =lim, b,, alors @ = “TJrﬁ donc a = B. De plus, comme la suite (a, by)en €st 1a suite constante
égale a apby et comme lim, (a,b,) = aff on conclut que a = = \/apby.

4. Les deuxsuites (a,) nen €t (by) nen convergent. On peut soit prouver qu’elle sont adjacentes soit prouver directement
la convergence.
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N _
Montrons que a, \: Gy1 — dp = “"zb" —a, = b"Z“" <0,

. _ _ 2anby _ _ (an=bn)by
montrons que b, /" : b,.lﬂ b, = aniby by, = by > 0,
montrons que a, est minorée par by : a, > b, et b, > by car by, /,
montrons que b, est majorée par ag : b, < a, et a, < ap car a, "\,
on conclut que a, converge car décroissante et minorée, b, converge car croissante et majorée. De plus, elle sont

adjacentes.

b S S I

Exercice 6.22 Moyenne géometrico-harmonique
Soient (a;) nen €t (by) nen deux suites telles que ag > by > 0 et

an+b
VneN Ani1 = % et bp+1 =V anby.

Montrer que ces deux suites convergent et ont méme limite (appelée moyenne géométrico-harmonique de ay et by).

CORRECTION.

1. Pour tout n € N, les suites (@) nen €t (D) nen sont bien définies. On montre par récurrence que pour tout n € N on a
an=by:
* vraie pour n =0 car ay > by >0

>0, ainsi a,41 > by41.

an+b
ot = Vanby

_ an—/bn)*
- 2

* supposons que a, > b, >0, alors a,+; — by =
2. Les deux suites (ay) nen €t (by) nen sont adjacentes, en effet :

* @\, Car dy.1 — ap = “";b" —ap= b";“" <0,

* by / car by — by =/ anby— by = (/an—/bp)\/bp >0,

* a, converge car décroissante et minorée par by car a, = b, = by,

* b, converge car croissante et majorée par ag car b, < a, < ay.

3. Sia =1lim, a, et B =lim, b, alors a = aTJrﬁ donc a = .

@ Calcul de logarithmes et moyenne arithmético-géométrique

Lorsque 'on désire calculer un sinus, un logarithme, une exponentielle, etc., avec une précision allant de quelques
dizaines a quelques milliers de chiffres, la solution la plus couramment retenue consiste a approcher la fonction dé-
sirée par un polyndme. Pour obtenir de bien plus grandes précisions a un cofit raisonnable, on utilise la moyenne
arithmético-géométrique de GAUSS-LEGENDRE. Si on part de deux valeurs ay et by, et que I’on construit les suites (a;) ,
et (by)n, les deux suites convergent tres vite (c’est-a-dire s’approchent tres vite). Notons ¢(ay, by) cette limite. La table
ci-dessous donne les premieres étapes du calcul de ¢(1,2) :

i a; b;
0 1 2
1 1.5 1.4142135623730
2 1.4571067811865 1.4564753152197
3 1.4567910481542 1.4567910139395
4 1.4567910310469 1.4567910310469

En utilisant (pour un x grand) la relation

4log(x) -4 36log(x) —42
+ +
x2 x*

T
204 08OF
on se ramene au calcul d'une moyenne arithmético-géométrique bien choisie pour calculer des logarithmes avec une
treés grande précision.

Source : Vincent LEFEVRE et Jean-Michel MULLER, «Erreurs en arithmétique des ordinateurs» — Images des Mathéma-
tiques, CNRS, 2009. En ligne, URL: http://images.math.cnrs.fr/Erreurs-en-arithmetique-des.html

@ Moyennes arithmétique, géométrique et harmonique : interprétation géométrique
Soient a et b les longueurs des deux segments contigus, et considérons le demi-cercle dont le diametre est I'union
de ces deux segments. Construisons la perpendiculaire au point K (ot les deux segments se rencontrent), et soit P le
point d’intersection de cette perpendiculaire avec le demi-cercle. Soit O le centre du demi-cercle et soit Q le pied de la
perpendiculaire au rayon OP passant par K.
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Ona PQ < PK < PO et en utilisant les théorémes sur les triangles rectangles on trouve

2 a+b
3 < vV ab <
a7t D L 2z
Moyenne géométrique

. Moyenne arithmetique
Moyenne harmonique 4 4

‘y"Exercice 6.23
* Donner I'exemple
1. d’une suite non bornée (donc non convergente) ;

d’une suite bornée non convergente;;
de deux suites (u,,) nen €t (Vn) nen telle que (1) converge et (v,,) diverge et (1, v,) diverge;

de deux suites (i) nen €t (V) nen telle que (1) converge et (v,,) diverge et (1, v,) converge;

A

de deux suites bornées (u,)en €t (Vy)nen telle que (u,) ne converge pas, (v,) ne converge pas, mais (u,vy)
converge.

R R R R D R P D P R P D P o

CORRECTION. l.u,=n; 2.u,=(-1"; 3.u,=1lnetv,=n;, 4. u,=1/n*etv,=n; 5.u,=0v,=-D"

®Exercice 6.24
Déterminer I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,,) ,en+ dans les cas suivants
n (-~ . (nm
W wyi=DY @ wpi=—T, () wup=sin(=-).
1+ I 2

CORRECTION.
1) {-L;1}, 2) {-L;1}, 3) {-L;0;1}.

®Exercice 6.25
Considérons un polygone régulier a n cotés inscrit dans un disque de rayon r. Montrer que son périmeétre tend vers la
longueurs du cercle lorsque 7 tend vers +oo.

CORRECTION.

AB=2AH = rsin (g—’;) donc le périmeétre est

pn) = 2nAH = Zrnsin(%).

On a alors
. _sin(%)
nlirflmp(n) =21r nl—l»IPoo % =27r.
®Exercice 6.26

Le segment AB de longueur 1 est subdivisé en n segments égaux et sur chacun d’eux on construit un triangle rectangle
isocele comme en figure. On obtient une ligne de segments de longueur L = 2n¢. Montrer que L ne tend pas vers 1
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lorsque 7 tend vers +co méme si elle tend a se confondre avec le segment AB. Vers quelle valeur tend-elle ?

A B

-1

Tin Alors

CORRECTION. Le segment AB de longueur 1 est subdivisé en n segments égaux de longueur % donc ¢ =
L(n) =2nf(n) = V2 pour tout n et lim,,_. o, L(n) = V2.

®Exercice 6.27
Le segment AB de longueur 1 est subdivisé en n segments égaux et sur chacun d’eux on construit un demi-cercle
comme en figure. On obtient une ligne de longueur L. Montrer que L ne tend pas vers 1 lorsque n tend vers +oco méme
si elle tend a se confondre avec le segment AB. Vers quelle valeur tend-elle ?

C NN YN

A B

CORRECTION. Lesegment AB delongueur 1 est subdivisé en n segments égaux de longueur % donc chaque demi-cercle
arayon r(n) = ﬁ Alors L(n) = nzr(n) = 3 pour tout n et lim,— 100 L(n) = 3.
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Limites et continuité

Soient f, g deux fonctions de R dans R et xp € R.

@Définition Limite en un point (définition intuitive)
On dit que f admet ¢ pour limite en xo si f(x) est aussi proche que I'on veut de ¢ dés que x est suffisamment proche
de xg.
On dit que f admet +oo pour limite en xy si f(x) est de plus en plus grand des que x est suffisamment proche de xp.
On dit que f admet —oco pour limite en xj si f(x) est de plus en plus petit des que x est suffisamment proche de xp.

@Définition Limite en un point (définition rigoureuse)
On dit que la limite de f quand x tend vers xj est égale a £ € R (et on écrit xlm} fx)=20)si
— X0

Ve>0 36>0 Vxe Dy [x—xpl <0 = |f(x)—¥l<e.

Cette limite peut exister méme si f n'est pas définie en xy.
On dit que la limite de f quand x tend vers xj est égale a +oo (et on écrit lim f(x) = +o0) si
X— X0

VMeR 36>0 Vxe Dy [x—xpl <0 = f(x)>M.

On dit que la limite de f quand x tend vers x; est égale a —oo (et on écrit lim f(x) = —oo) si
X— X0

VmeR 36>0 Vxe Dy [x—xpl <0 = f(x)<m.

skRemarque
Dans la définition précédente, il est important de noter que pour calculer la limite de f on ne considere que les valeurs

de f(x) pour x proche de xy et différent de x,. Par exemple, si on considére la fonction

fiR—=R

1 six#0,
X — .
2 six=0,

alors lin}) f(x) =1 mais f(0) =2. On verra plus loin que les fonctions qui satisfont a la condition xllH} f(x) = f(xp) sont
X— —Xo

appelées fonction continue en xy.

@Définition Limite en plus Uinfini (définition intuitive)
On dit que f admet ¢ pour limite en +oo si f(x) est aussi proche que I'on veut de ¢ dés que x est de plus en plus grand.
On dit que f admet +oco pour limite en +oo si f(x) est de plus en plus grand des que x est de plus en plus grand.
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| On dit que f admet —co pour limite en +oo si f(x) est de plus en plus petit des que x est de plus en plus grand.

{@Définition Limite en plus Uinfini (définition rigoureuse)
On dit que la limite de f quand x tend vers +oo est égale a £ € R (et on écrit thP fx)=20)si
—+00

Ve>0 3I6€R Vxe Dy x>0 = |f(x)—{l|<e.
On dit que la limite de f quand x tend vers +oo est égale a +oo (et on écrit xlier f(x) = +00) si
VMeR 35€eR Vxe Dy x>6 = f(x)> M.
On dit que la limite de f quand x tend vers +oo est égale a —oo (et on écrit xl—i>rPoo f(x) =—00) si

VmeR 3J6€R Vxe Dy x>0 = f(x)<m.

{@Définition Limite en moins Uinfini (définition rigoureuse)
| Les définitions sont du méme type que ci-dessus. Il faut simplement remplacer x > § par x < §.

#'Théoreme Unicité
| Siune fonction admet une limite £ en xg, cette limite est unique.

#'Théoreme d'encadrement (ou des gendarmes ou sandwich ou de l'étau,)
Soit f, g et h trois fonctions définies au voisinage de xy et vérifiant f < g < h au voisinage de xp. Si f et & ont la méme

limite ¢ (finie ou infinie) en x; alors g a pour limite £ en x.

®Propriété Limitesen xo e R=RU{+oo} delasommede f etg
On remplace par un point d’interrogation les cas ol1 on ne peut pas conclure, appelés cas d'indétermination.

Jim f()=01€R Jim f(0)=+0c0 Jim f(x)=~o00

Jim g=L2eR | lim (f+@0)=l1+L,  lim (f+g)()=+c0  lim (f+g)(x)=-0c0

lim g(x)=+o0 lim (f + g)(x) =400 lim (f+g)(x)=4+0c0 lim (f + g)(x)=2?
X— Xo X— Xp X—Xp X—XQ
lim g=-c0 | lim (f+g=-c0  lm(f+(0=t  lim(f+g)x)=-oo

@ Propriété Limites en xo e R=RU {+oo} du produitde f et g
On remplace par un point d’interrogation les cas o1 on ne peut pas conclure, appelés cas d’'indétermination.

xliﬁr&l()f()d =l eR} xh_)r&lo f(x)=0 )CILIEO fx)=¢0, R Jclilr)clof(x) =400 )Cli_glof(x) =—00
)Clingog(x) =l eR} )}Lngo(fg) (x)=014 )}Ln)go(fg) (x)=0 xh—%(fg) (xX)=0,14, )CILHJ}O(fg) (x)=+o0 )}Ln)}o(fg) (x)=-o00
Jim g(x)=0 Jim (fg)(x)=0 Jim (f@)(0)=0  lim (fg)(x)=0 lim (fg)(x) =2 lim (fg)(x)=2
Jim gl =02 €RZ| lim (Fe)()=010,  lim (f)0=0  lim (fg)()=(1f2  lim (f@)(x)=—c0  lim (fg)(x)=+0c0
Jim g(x)=00 Jim (fg)(x)=+co  lim (fe)(x)=2  lim (fg)(x)=—co  lim (fg)(x)=+co lim (fg)(x)=—oo
Jim g(x)=-co | lim (fg)(x)=—co  lim (fg)x)=*  lim (fg)(x)=+co  lim (fg)(x)=—co lim (fg)(x)=+oco

@ Propriété Limitesen xo e R=RU{+oo} du quotientde f et g
On remplace par un point d’interrogation les cas olt on ne peut pas conclure, appelés cas d’indétermination.
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Jclin)}o fo=¢1eR )}Ln)gof(x)=0 )}Lngo f=0€R: )Can)go f(x)=+o00 )Clingo fx)=-o0
limg@=feR: Jim (Po=r  Jlim (eo=0 Jim (=g lim (=reo Jim (§)9=—0o
)}Lrgclog(x)=0etg>0xli_»rg{lo(g)(x)=+oo xli_»t&lg(’é)(x)£ )}L@J’é)(xh—oo xli_%(g)(x):"'oo xli_»ralo(/?;)(x):—oo
lim gw=0etg <0 lim (J@=-co  lim (D= lim(L)w=t+c0  lim (H)w=-c0 lim (5)w=+00
lim g@=toeRt lim (=g lim (=0 Jim(gw=g  Jim(Peo=—eo  lim (g)n=so0
limgW=too  [Jim (=0 Jim (=0 Jim (=0 Jim (P Jim(gw =

X—t00

lim x
X— o0

lim

X—+00

4 Exemple

m ——- =
x—=xo0 Q(x)

. (1)
xliglmxSIH(}) =1
lim xz(l—cos(i )z%

lim (1+
X—too

(ln(1+

X— o0

lim x((l +1)% - 1) =a

On veut montrer que lin})
X—

tan(x) f------°

sin(x)

D Attention Limites fondamentales
Soit deux polyndémes P(x) = pg+ p1x+---

0
P(x) _ ) pa
qb

=IR

)
yees
)=

x(a'/” - 1) =Ilna

==

sin(x) _
—_ = 1.

y

+pax®et Q) =qo+ qr1x+---+gpxP. Alors

sia<hb,
sia=b,

sia>b,

© G. FACCANONI

Px) _ po

1m = .
x—0= Q(X)  qo

lim
x—0%
lim

1-cos(x) —
x—0% :

X

lim (1+ ax)'/‘ =e

sin(x) -1

(x en radiant)

(x en radiant)

x—0%
lim In(1+x) -1
x—0t ¥
. x_
lim “=! =Ina
x—0%
lim (1+x)“—1 —
x—0* x

(@ eR)

(a>0)

(x eR)

A A
Lobservation des aires des triangles OAP, OAT et du secteur
OAP lorsque 0 < x < & conduit aux inégalités

A A
Aire OAP < Aire secteur OAP < Aire OAT.

A
Soit |OA| = 1, alors 'aire du triangle OAP est sin(x)/2, 'aire du

A
secteur OAP est égale a x/2 et 'aire du triangle OAT est tan(x)/2,

donc

sin(x) x
<

2 2 2

tan(x)

Lorsque 0 < x < % on peut multiplier par 2/sin(x) en conservant

le sens des inégalités

soit encore

1

<
sin(x)

sin(x)
>
X

<
cos(x)

> cos(x).

Les fonctions sin(x)/x et cos(x) étant paires, les mémes inégali-
tés restent satisfaites lorsque —% < x < 0. En prenant la limite de

ces inégalités lorsque x — 0 on conclut que lirrb
X—

sin(x) _
— = 1.
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{@Définition Equivalence
Soit f et g deux applications de & vers R et soit xo € RU { £oo}. On dit que f est équivalente a g au voisinage de x; s'il
existe un voisinage 7 de x et une fonction ¢: 7 — R vérifiant

VxeVng, f(x)=gxI[1+¢@x)], et lim ¢(x) =0.

X— X0
On note alors f ~ g.
xo

Si g ne s’annule pas dans un voisinage de xy, cette définition est équivalente a

lim & =1
x—xo g(x)

‘p Exemple
* Soit P(x) = ag + a1 x + asx% + -+ anx™, (an # 0) une fonction polynomiale, alors
P(x) ~ apx", P(x) ~ apx", P(x) ~ ag si ag #0.
+00 > 0
2

ag+ayx+axxc+---+apx"

* Soit F(x) =
bo + b1 x+byx? +---+ bpxP

, (anp Z0et bp #0) une fonction rationnelle, alors

Foy ~ 90X Flo ~ 9% F(x) ~ 2 s ag, by #0
X) ~ , X) ~ , X) ~ — si ap, .
+00 bpxP —00 by xP 0by
* Fonctions trigonométriques :
2
sin(x) ~ x, tan(x) ~ x, 1-cos(x) ~—.
0 0 0 2
* Fonctions logarithmes, exponentielles, puissance :
ln(1+x)~6x, ex—lax, ax—laxln(a)(a>0), (1+x)“—160cx(a€|R).

#Théoreme
Soit f et g deux applications de 2 vers R et soit xp € RU{+oco}. Si xhn; fx)=leRu{too}etsif ~8& alors xhn)rcl gx)="¢.
—X0 0 —X0

Ce résultat est fondamentale car il permet de remplacer une limite par une limite plus simple.

AAttention

Si deux fonctions ont méme limite, elles ne sont pas nécessairement équivalentes. Par exemple, limy_ oo x =
limy_. ;o0 x> mais x — x et x — x? ne sont pas équivalentes en +oo.

* f~fietg~g = fg~fg
*x f~fi = % ~ %1 si f et f1 ne s'annulent pas au voisinage de xo

*x f~fietg~g = ]Ec ~ g si g et g1 ne s’annulent pas au voisinage de xp

* f~fi = f"~f1”,n€N
* f~fi = f*~f%, acRsi f et fi sont strictement positives au voisinage de xg

AAttention

* f~fietg~g1# f+g~fH+g
* f~f1¢>ef~ef1

* f~ fi# In(f) ~In(f)

{@Définition Continuité en un point
| On dit que f est continue en x si xo € Dy et lim f(x) = f(xo).
X—Xo

{@Définition Continuiré
| On dit que f est continue si elle est continue dans tout point de son ensemble de définition.
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Par conséquent la fonction f(x) = % est continue car Py = R* et [ est continue dans tout point de son ensemble de
définition.
@ Définition Prolongement par continuité
Soit f une fonction définie sur I et xp ¢ I. Si )}m}} f(x) = ¢, 1a fonction f définie sur I U {xo} par f(xp) =€ et f(x) = f(x)
— X0

pour x € [ estla seule fonction continue en xy dont la restriction a I soit f. On 'appelle le prolongement par continuité
de f a xo.

1

X

#'Théoreme Fonctions composées
| Si (xg, f(x)) € Dy x Dg et f est continue en xj et g est continue en f(x), alors xg € Dgoretgo f est continue en x.

Par conséquent la fonction f(x) = < nest pas prolongeable par continuité en x =0 carlimy_g % = 00.

#'Théoreme de Bolzano ou des Valeurs intermédiaires
Formulation 1 Limage d'un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de R.

Formulation 2 Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et soient a, b € I avec f(a) < f(b). Alors [ atteint
toutes les valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b). Autrement dit :

Vd e [f(a), f(b)], Ic compris entre a et b tel que f(c) =d.

On ra pas forcement f([a, b)) = [f(a), f(D)] ou f(la,b]) = [f(b), f(a)] :

y
o f\ fffff
d /[

fla) / E\/
e

b X

s Exemple
Ce théoreme permet d’affirmer par exemple que si un marcheur parcourt 12km en une heure alors il existe un intervalle d’'une
demi-heure pendant lequel il parcourt exactement 6km. En effet, soit f: [0;1] — [0;12] I'application telle que f(¢) soit le nombre
de kilometres parcourus par le marcheur en ¢ heures (on suppose que f est continue). On se demande s'il existe T € [0;0.5] tel que
f(T +0.5) - f(T) = 6. Posons alors g: [0;0.5] — [0;12] I'application définie par g(¢) = f(¢+0.5) — f(t) Comme 6 € [0;12] et g est
continue, alors il existe au moins un 7T € [0;0.5] tel que g(T) =6 : pendant la demi-heure [T, T + 6] le marcheur a parcourus 6km.

Ce théoreme donne alors le corollaire immeédiat suivant.

# Corollaire des zéros d’une fonction continue
| Soit une fonction continue f: [a,b] — R. Si f(a) f(b) <0, alors il existe (au moins un) « €]a, bl tel que f(a) =0.

Ce théoréme garantit juste I'existence d'un zéro. Pour 'unicité on a besoin d’autre hypothéses, comme par exemple la
bijectivité.
#'Théoreme de la bijection
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de R, alors f induit une bijection de I dans
f (). De plus, sa bijection réciproque est continue sur I, monotone sur I et de méme sens de variation que f.

#'Théoreme de Weierstrass ou des Valeurs extrémes
| Soit une fonction continue f: [a, b] — R. Alors elle admet un maximum et un minimum (appelés «valeurs extrémes») .

@ Définition Asymptrotes

Si xlirP f(x) =72 (resp. xlim f(x) = 0),ladroite d’équation y = ¢ est une asymptote horizontale de la courbe représen-
—+00 ——00

tative de f.

Si xhn)} f(x) = 400 (resp. xlu&l f(x) = —o0), la droite d’équation x = xj est une asymptote verticale de la courbe représen-
—X0 —X0

tative de f.

Si xliIP (f(x) = (ax + b)) = 0 (resp. xlir_n f)(f(x) - (ax+ b)) = 0), la droite d’équation y = ax + b est une asymptote

oblique de la courbe représentative de f.
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@ Méthodes numériques de recherche de zéros - partie @ : méthode de bissection

Un des problemes classiques en mathématiques appliquées est celui de la recherche des valeurs pour lesquelles une
fonction donnée s’annule. Dans certains cas bien particuliers, comme pour les fonctions x — x+ 1, x — cos(2x) ou
x+— x?>—2x+1, le probleme est simple car il existe pour ces fonctions des formules qui donnent les zéros explicitement.
Toutefois, pour la plupart des fonctions il n'est pas possible de résoudre I'équation f(x) = 0 explicitement et il faut
recourir a des méthodes numériques. Ainsi par exemple une bréve étude de la fonction f(x) = cos(x) —x montre qu’elle
posséde un zéro a proximité de 0.7 mais ce zéro ne s’exprime pas au moyen de fonctions usuelles et pour en obtenir
une valeur approchée il faut recourir a des méthodes numériques.

Plusieurs méthodes existent et elles différent pas leur vitesse de convergence et par leur robustesse. Lorsqu'il s’agit de
calculer les zéros d'une seule fonction, la vitesse de la méthode utilisée n’est souvent pas cruciale. Cependant, dans
certains applications il est nécessaire de calculer les zéros de plusieurs milliers de fonctions et la vitesse devient alors
un élément stratégique. Par exemple, si on veut représenter graphiquement I'’ensemble de points (x, y) du plan pour
lequel x?sin(y) + e**Y —7 = 0, on peut procéder comme suit : pour une valeur donnée de x, on cherche 'ensemble des
valeurs de y pour lesquelles x*sin(y) +e**¥ -7 = 0, i.e. 'ensemble des zéros de la fonction f(y) = x*sin(y) +e**V -7 =0,
et on représente tous les couples obtenus. On choisit une nouvelle valeur pour x et on répete I'opération. Pour obtenir
une courbe suffisamment précise, il faut procéder a la recherche des zéros d'un treés grand nombre de fonction et il est
alors préférable de disposer d'une méthode rapide.

Nous allons voir deux méthodes de recherche de zéros d'une fonction : la méthode de la bissection (décrite ci-dessous)
etla méthode de NEWTON (décrite au prochain chapitre a la page 188).

La méthode de la bissection est la méthode la plus ancienne, la plus simple et la plus naturelle. La méthode ne s’ap-
plique que lorsque la fonction dont on cherche les zéros est continue. Supposons que la fonction f: [a;b] — R est
continue, monotone et que f(a)--- f(b) < 0. Par les théoremes de BOLZANO et de la bijection, la fonction possede alors
exactement un zéro quelque part dans l'intervalle ]a; b[. Pour approcher ce zéro nous allons construire une suite d’in-
tervalles emboités de plus en plus petits dans lesquels ce zéro s’enferme. Lintervalle initiale [a; b] est divisé en deux
sous-intervalles d’égales longueurs au moyen du point milieu (a+ b)/2. On détermine ensuite, au moyen du signe de la
fonction f évaluée au point milieu, lequel de ces deux sous-intervalles contient le zéro. La méthode se poursuit jusqu’a
ce qu'une précision suffisante ait été atteinte.

Require: a et b > ales bornes de l'intervalle, ¢ la précision souhaitée, f: [a, b] — R la fonction dont on cherche le zéro

b
le point milieu de I'intervalle [a; b]

X «—
while b—a > ¢ do
if f(a) f(x) <0 (i.e. sile zéro est contenu dans le sous-intervalle de gauche) then
b—x
else
a—x
end if

a—+
X —

le point milieu de I'intervalle [a; b]
end while

Lavantage majeur de la méthode est qu’elle fonctionne toujours. De plus, on peut connaitre des le départ le nombre
d’itérations nécessaires pour atteindre une précision donnée puisque le sous-intervalle obtenu apres 7 itérations est
de taille (b—a)/2".

Un désavantage de cette méthode est qu’il faut disposer d'un intervalle [a; b] pour lequel les signes de f(a) et f(b) sont
différents. Or, de tels intervalles ne sont pas toujours disponibles (par exemple, on ne peut pas utiliser la méthode de la
bissection pour calculer le zéro de la fonction f(x) = x* —2x +1).

s Exemple Calcul approché de v/2

On veut calculer le zéro de la fonction

fo)=x>-2
dans I'intervalle [0;2].
k a X by signede f(a;) signede f(x;) signede f(by)  |xp— V2|
0 | 0.00000 | 1.00000 | 2.00000 - - + 0.41421
1 | 1.00000 | 1.50000 | 2.00000 - + + 0.08578
2 | 1.00000 | 1.25000 | 1.50000 - - + 0.01642
3 | 1.25000 | 1.37500 | 1.50000 - - + 0.03921
4 | 1.37500 | 1.43750 | 1.50000 - + + 0.02328
5 | 1.37500 | 1.40625 | 1.43750 - - + 0.00796
6 | 1.40625 | 1.42188 | 1.43750 - + + 0.00766
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VIV DVD  Exercices DIV D™ID
‘¢Exercice 7.1

% Lorsqu'un objet de température initiale Ty est plongé dans un milieu de température constante Tp,, 'évolution de sa
X % température est donnée par T'(f) = Ty, + (To—Tin)e” k? oi1 k est une constante positive qui dépend de I'objet et du milieu
3‘( dans lequel il est plongé. Qu’elle est la limite de cette fonction lorsque ¢ tend vers I'infini ?

CORRECTION. lim; ., T(t) =T,

‘y"Exercice 7.2

% En 'absence de frottement, une masse soumise a la pesanteur posséde une accélération constante de g m-s2. Sa
X vitesse v(f) évolue suivant v(t) = vp + gt. En présence d'un frottement, la masse subit une résistance a sa progression
X dans I'air qui est d’autant plus élevée que sa vitesse est élevée. Dans le modele d'un fluide trés visqueux (par exemple le
¥ miel), la force de frottement est directement proportionnelle a la vitesse de la masse. Dans ce cas, la vitesse est donnée

*

% par

* -L, mg —Ey
* v(h)=vge m" + —(1—e m"),
X K

X

* Quelle est la limite de cette fonction pour t — +o00?

CORRECTION. lim;_. o v(f) = %.

®Exercice 7.3
La force d’attraction entre deux masses est donnée par la loi de NEWTON F(r) = ou F est la force d’attraction
(en newtons), G = 6.67 x 1071 N - m?2 -kg‘2 est une constante universelle, r est la dlstance (en metres) entre les masses
et my et , sont les masses. Soit la masse de la Terre 6 x 10> kg et celle, approximative, d’'un satellite 10*kg. A partir de
quelle distance la force exercée par la Terre sur le satellite est-elle inférieure a 10N ? Et inférieure a € > 0N ? Que vaut la
limite lim, _ .o, F(£) 2

Gm1 my

CORRECTION. A partirde r = % metres la force exercée par la Terre sur le satellite est inférieure a 10N. A partir de

r=4/ m 2“0 ==-m la force exercée par la Terre sur le satellite est inférieure a e > 0N. On a hm F(r) =

‘yExercice 7.4
* Dans le modele de croissance de population de VERHULST la taille de la population est donnée par

*

*

}: P =P rPpyt
H=Py——

X MK + e Pmt

*

*

*

ou K, r et Py, désignent des constantes positives. Trouver la limite de P(¢) pour t — +oo.

CORRECTION. lim;_ oo P(£) =lim;— 100 P K;H =Py,
ePmt
®Exercice 7.5
Calculer lorsqu’elle existent les limites suivantes (n € N) :
L i V1i+x+x2-1 4 lim x* -4 7. lim Vx+5-vx-3,
g X ’ ' x~2x2 3x+2’ e
X% +2)x . sin?(x) V1t
2. lim>———" 5. lim ————, 8. lim ———,
-0 x| x—7 1+ cos(x) x—0 x2
2 M+ x 2
X +2|x l+x-v1+x x—1
3. lim ¥ 6. im ——, 9. lim ,
X——00 X x—0 X x—1x"-1
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CORRECTION.
Ll Vitx+x2-1 i \/1+x+x2—1 Vitx+x2+1 i Q+x+x3)—-1 i 1+x 1
. lim =lim =lim -,
x=0 x x=0 x VitxrZ+1 SOx(VI+tx+x2+1) O VI+x+x2+1 2
o XP+20x] x2 +2|x]
2. Lalimite lim ———— n’existe pascarona lim ——— =+2,
x—0 X x—0% X
. x2+2|x| i X2 —2x X
3. lim —— = lim = lim x—-2=-o0,
X——00 X X——00 X X——00
2
x“—4 x—2)(x+2
4 lim 2 iy TP
x—2x2-3x4+2 x—2(x-2)(x—1)
. sin?(x)  1-cos?(x) .. (1-cos(x))(1+cos(x)) .
5. lim = lim = lim =1lim1-cos(x) =2,
x—n1+cos(x) x—nm 1+cos(x) x—=n 1+ cos(x) X—7
VIt x-Vi+a? Vitx=vV1i+x2 Vi+x+V1i+x2 | (1+x)-1+%%) 1-x
6. lim = lim . = lim = lim
x=0 X =0 x T+x+V1+x2 *“0x(V1+x+vV1+x?) *0yI+x+V1+x?
1
5&
7. Lalimite lim VvV x+5—+vx—3n’existe pas car I'existence des racines impose x = 3,
6. lim YT Lan _1
x—0 x2 x—»OS /(1+x2)2 3’
9. lim —

=lim T 5 =
x=1x"—=1 x=1x"" +x""%+---+x+1

®Exercice 7.6
Etudier les limites quand x tend vers +oo des fonctions suivantes

f)=vx+vVx—vx et gx:=\x+\/x+Vx-Vx

CORRECTION.

I e Fe v
)

1
T VErVEVE W z \/WH 1+_+1x~+°° 2

x+\/}—\/}=( x+m_ﬁ)\/x+\/x+ﬁ+\/¥: x+Vx+v/x—x
VX+Vx+Vx+Vx X+Vx+Vx+yVx

Vit vx VX 1+— ,/1+\/L}

gx) =

1
= =
Y/ NETE 1, o L., 7
X+Vx+Vx+x \/}( 1+ x; x+1) T+ 1+m+1

®Exercice 7.7
Calculer les limites suivantes :

168 © G. FACCANONI

1 1 1 1
lim xsin (—) , lim — sin(x), lim —sin(x), lim x sin (—) ,
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CORRECTION.

lim xsin
X—too

-

1
lim—sin(x) =1
x—0Xx

1
lim —sin(x) =

X—xo0 X
. (1
limxsin|{—]=0
x—0 X
. 1
lim xcos|—|=+o0
X—*oo X

1
lim — cos(x)
x—0Xx

1
lim —cos(x) =

X—+00 X
. 1

limxcos{—|=0
X

x—0

®Exercice 7.8

. 1
n'existe pas car lim — cos(x) =
x—0%f X

(théoreme d’encadrement, —1 <sin(x) <1)

(théoreme d’encadrement, —1 <sin(x) <1)

+0oo

(théoreme d’encadrement, —1 < cos(x) < 1)

(théoreme d’encadrement, —1 < cos(x) < 1)

Calculer les limites suivantes :
im (Vxrl— . 2*—cos(x) x*>—4x+3
1. xEer( x+1-+/x), 3. lim ———, 5. lim —————
x—0* X x—3 4x-12
VX +sin(x) x*In(1+2x)
2. i _— 4, lim — s
x—+oo  In(x) x—02sin(x)(cos(3x)—1)
CORRECTION.
Vx+1+y/x 1
1. hm (\/x+ VX)) = hm (\/x+ -VX)—————= lim —— =0%;
Vi+1+yx =10 /x+1+/x
ﬁ+ sin(x) ﬁ sin(x) sin(x) +
2. X—+00 ln(x) - xil_}_]oo(ln(x) + ln(x) ) = t+oo car ln(x) = In(x) — ln(x) et xl_l,IPoom 0
2% —cos(x 2 —1+1-cos(x 2% -1 1-cos(x

3. lim ( ):lim ( ):lim( +Xx 2( )):ln(2)+0-%:ln(2),
x—0% X x—0* X x—0*" pY X

4. En se rappelant que ln(”x) 1, Sir;(x) 1 et 1=cost) 3 on conclut que

x—0 x—0 x —0
2 2
. x“In(1+2x) . In(1+2x) X Bx) 1 1 2
im - = - —|=1x1%x(-2)x —=——;
x—02sin(x)(cos(3x)—1) x—0 2x sin(x) cos(3x)— 9 9 9
x*—4x+3 (x-D(x-3) x-1 o o x?—4x+3 3-1 1
5. Comme = = alors lim = =—.
4x—12 4(x—3) 4 x—3 4x-12 4 2

‘yExercice 7.9
* Auniveau 1 de Super Mario World, Mario court et saute

¥ vers la droite. Notons x sa position horizontale. Sa hauteur
¥ h est décrite en fonction de x par la fonction définie par
¥ morceaux suivante :

xX+3, si0<=x<3,
9—1x, si3<x<4,
h(x) = 2 .
—4x“4+39x—-87, si4<x<6,
-x>+16x-57, si6<x<9.

Montrer que le parcours de Mario est continu sur l'inter-
valle [0;9]. Autrement dit, vérifier que la fonction h est

OO0

continueenx=3,x=4etx=6.
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CORRECTION.
lim h(x) = lim x+3 =6, lim h(x) =
x—3~ x—3" x—3*
lim A(x)= lim 9—x =5, lim h(x) =
x—4- x—4- x—4+
lim h(x) = lim —4x*+39x-87=3, lim h(x) =
xX—6~ x—6~ x—6+

Exercice 7.10 Discontinuité de premiére espéce

Soit f une application de R\ {0} dans R satisfaisant
x
VxeR\{0} fx):= 5

Montrer que f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

lim 9—x=6;

x—3%

lim —4x®+39x—87 = 5;
x—4+

lim —x%®+16x—57 =3.
x—6%

CORRECTION. On ne peut pas définir une application g: R — R continue telle que g(x) = f(x) pour tout x € R\ {0} car

lim f(x)=-1, lim f(x)=+1.
x—0~ x—0*

Exercice 7.11 Discontinuité de seconde espéce
Soit f une application de R\ {0} dans R satisfaisant

VxeR\ {0} fx):= sin(i).

Montrer que f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

CORRECTION. Lalimite de f(x) pour x qui tend vers 0 n’existe pas.

Exercice 7.12 Fonction prolongeable par continuité
Soit f 'application de R\ {0} dans R définie par

VxeR\{0} fx):= xsin(i).

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

CORRECTION. Comme lim,_¢ f(x) = 1, on peut définir la fonction

R—R
fx) six#0,
X —
1 six=0,
qui est continue.
®Exercice 7.13
Etudier, en fonction des deux entiers positif 7 et m, si f est prolongeable en 0
V1+xM—y1-x™
fx) = - .
X
170
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CORRECTION. En faisant intervenir I'expression conjuguée on réécrit la fonction sous la forme
) VI4xM=yV1-x" V1+x"=V1-x" V1+x"+V1-x™ 2x™m "
X) = = = .
x" X" VI+tx"+/1—xm  1+x"+/1-xM
L'étude de la limite en 0 est alors le méme que celle de la fonction x — x"~ " ;
0 sim>n, 0 sim>n,
_ 1 sim=n, . _ 1 sim=n,
lim x™" = ) ) lim x™" = ) )
x—0* +oo sim<netm—nestpair, x—0~ +oo sim<netm—nestpair,
+00 sim< netm-—nestimpair, —o00 sim< netm—nestimpair.
®Exercice 7.14

nue.

CORRECTION.

et est continue. De plus on a

VyeF

La réciproque n’est pas continue car

y

®Exercice 7.15

Ftudier la continuité en 0 de la fonction

CORRECTION. sin(x)

© G. FACCANONI

VxeE

Soient E := [-2,-1[U{0}U] + 1,+2] et F:=[-1,+1]. Soit f 'application de E dans F définie par

x+1
fx):=40
x—1 sixe]l+1,+2].

sixe[-2,—-1],
six=0,

f est clairement bijective car pour tout x € E il existe un et un seul y € F tel que f(x) =y

y
—2/41 ] 2 X
y—-1 siye[-1,0],
f_l(y) =<0 siy=0,
y+1 siye€]0,+1].
X
-1 1Y

111101+ oy =+1#f o) =0.

sin(x)

f(x)‘:{ < six#0,

1 six=0.

Elle est continue car == est continue pour x # 0 etlim_ % =1=f(0).

Montrer que f est bijective et continue en tout point de E mais qu'il existe un point de F en lequel f~! n’est pas conti-
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®Exercice 7.16
Etudier la continuité en 0 de la fonction

x? sin(%) si x>0,

fx):=<0 six=0,

xcos(1) six<o.

CORRECTION. Elle est continue car x?sin [%) est continue pour x > 0, xcos (%) est continue pour x <0 et
lim f(x)= lim xzsin(l) =0=f(0)
x—0* X0t x) '
1
1' = l. — | = 0 = 0 .
Jig £ = i scos( ) <00
®Exercice 7.17

1. Soit f I'application définie par

x— f(x)= x

ftR—R x?cos(L) six#0,
0 six=0.

Etablir si f est continue.

2. Soit f I'application définie par

—

f: E:?(x):{xzsin(;) six#0,

0 six=0.

Etablir si f est continue.

3. Soit f I'application définie par

x— flx)=

fiR—-R —xsin(1) six#0,
0 six=0.

Etablir si f est continue.
4. Soit f I'application définie par
f:R* >R
X — f(x) =

X
1+e’
4.1. Montrer que f est continue.
4.2. f est-elle prolongeable par continuité en 0?
4.3. Calculer limy_._o f(x) et limy_ o0 f(X).
5. Soit f I'application définie par
f:R* >R

x— f(x)=x-1-In|x|.

5.1. Calculer les limites de f en 0, en —oo et en +oco.

5.2. FEtablirsi f est prolongeable par continuité en 0.

CORRECTION.

1

1. Apartir des inégalités —x* < x* cos (1

) < x* eten utilisant le théoréme de I'encadrement on déduit que lir% x% cos [%) =
X

f(0) =0 donc f est continue en 0.

2 2

2. Apartir des inégalités —x* < x?sin (1) < x? eten utilisant le théoréme del'encadrement on déduit que lin% x?sin(1) =
X—

f(0) =0 donc f est continue en 0.
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1

3. A partir des inégalités —x < xsin (;

f(0) =0 donc f est continue en 0.

) < x et en utilisant le théoreme de I'encadrement on déduit que liI% —xsin (
prae

-

4. 4.1. Lafonction 1/x est définie et continue sur R*. En composant par la fonction exponentielle qui est définie et

continue sur R, on en déduit que e/~

et continue sur R* et la fonction f, qui est le quotient de x et 1 + e!/*

est définie et continue sur R*. De méme, la fonction 1 + e
, est définie et continue sur R* sauf en

est définie

les points oi1 le dénominateur s’annule. Comme 1+ e'/* > 0 pour tout x € R*, on conclut que f est définie et

continue sur R*.
4.2. Comme lim,_.¢ f(x) =0, on peut prolonger par continuité f en 0 en posant f(0) = 0.

4.3. limy__ f(x) = —oc0 et limy— 40 f(x) = +00.

5. 5.1. limy_. o f(x) =limy_._o(x—1-In(-x)) = limxa,oox(l -1- MT_")) = —00,
limy— oo f(X) = liMy oo (x — 1 = 1In(x)) = limy— 100 X (1 - % - ln)(cX)) = 400,
limy_¢ f(x) = +oco0.

5.2. f n'est pas prolongeable par continuité en 0.
®Exercice 7.18
1. Etablir sila fonction
f:R* >R
{xsin(%), six>0,
X sin(x) :
= six <0,
est prolongeable par continuité en 0.
2. Ftablir sila fonction
f:R* >R

X

xsin(l), six <0,

PLZS(X’I)’ Six>0,
X —
X

est prolongeable par continuité en 0.

3. Etablir sila fonction

f:R* >R
xcos(1), six>0,
X
—I'Cx"zs(") , six<O,
est prolongeable par continuité en 0.
CORRECTION.
1. Etant donné que lim,_ ¢+ f(x) #limy_o- f(x) car
lim f(x) = lim xsin|—|=0, (on a utilisé le théoreme d’encadrement)
x—0* x—0* X
. . sin(x) e ..
llIBl fx) = 11n01 =1, (on a utilisé une limite connue)
x—0~ x—=0" X

la fonction n’est pas prolongeable par continuité en x = 0.

y

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 X
-1
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2. Etant donné que lim,_o+ f(x) # lim,_o- f(x) car

1-cos(x) 1

lim f(x) = lim — =7 (on a utilisé une limite connue)
x—0" x—0* X 2
1
lir{)l fx) = lirgl xsin (—) =0, (on a utilisé le théoreme d’encadrement)
x—0" x—0~ X

la fonction n’est pas prolongeable par continuité en x = 0.

y

—_—1

5 4 -3 -2 -g50 1 2 3 4 5 X

-1
3. Etant donné que lim,_ o+ f(x) #limy_o- f(x) car
. . 1 K P 2z ~ y

lim f(x) = lim xcos (—) =0, (on a utilisé le théoreme d’encadrement)
x—0F x—0F X

1—-cos(x 1
lim f(x)= lim % =—, (on a utilisé une limite connue)
x—0~ x—0~ X 2

la fonction n’est pas prolongeable par continuité en x = 0.

3 4 5 X
®Exercice 7.19
| Soit f 'application définie par
[ R—R Al g x g 0,1,
x— fx)=<1 six=1,
0 six=0.
Est-elle continue ?

CORRECTION. En utilisant les propriétés générales sur les ensembles de définition de la somme, du produit, du quotient
M est définie et continue sur R\ {0,1},

et de la composition de fonctions, on obtient aisément que la fonction x —
xm‘x' =lim;_o(t+ 1)lnll+t| 1:la

donc f est définie sur R. De plus lim_o f(x) = lim,_o =25~ xm"" =0etlimy,_ f(x) = hmxﬂl
fonction f est donc continue.

®Exercice 7.20

1. Diresil’application f: R\ {+1} — R définie par f(x) = ﬁlx -7 _zxz se prolonge par continuité en —1 et en 1. Donner
le prolongement par continuité le cas échéant.

2. Diresil’application f: R\ {+1} — R définie par f(x) = 1Tlx - 1_27 se prolonge par continuité en —1 et en 1. Donner

le prolongement par continuité le cas échéant.

CORRECTION.
1. Ona f(x) = 1+x ; sz = ﬁ donc lim,_._; f(x) = —1/2 etlim,_ 1+ f(x) = +oo. La fonction f n’est donc pas prolon-

geable par continuité en 1 mais elle est prolongeable par continuité en —1 et ce prolongement vaut —1/2.

2. Ona f(x) = ﬁ - 1—2x2 = 1+x donc limy_1 f(x) = =1/2 et lim,_._y+ f(x) = Foo. La fonction f n’est donc pas

prolongeable par continuité en —1 mais elle est prolongeable par continuité en 1 et ce prolongement vaut —1/2.
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‘g'Exercice 7.21 Application du théoréme de la bijection
x Soit f I'application de R} dans R définie par f(x) = x—2 +In(x).

¥ 1. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique qu’on notera a.

* . e . L. - . . P, L

¥ 2. Soitg la bijection réciproque de f. Etudier monotonie et continuité de g en précisant son comportement aux
bt bornes de I’ensemble de définition.

* .

% 3. Calculer lim %

* x—+oo X

CORRECTION.

1. f est continue et dérivable sur R} et f'(x) =1+ % > 0 donc f est monotone croissante sur R}. Par conséquent f
réalise une bijection de R dans f(R}) =]lim—_¢ f(x);limy— +c0 f(x)[= R. Comme 0 = inf(R}) on déduit qu’il existe
un et un seul a € R} tel que f(a) = 0. On peut donc conclure que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique.

2. Comme f réalise une bijection de R dans R, la bijection réciproque g réalise une bijection deR dans R} . Sachant
que f est continue et monotone croissante sur R}, on peut en déduire que g est continue et monotone croissante
sur R} etquel'onalimy_._ g(x) =0 etlimy_. o g(x) = +o0.

f) _ 2, In
3. T—l—;'f'Tml
®Exercice 7.22

Soit f et g deux fonctions continues de [a, b] dans R telles que f(a) < g(a) et f(b) > g(b). Prouver qu'il existe xg €]a, b[
tel que f(xp) = g(xo).

CORRECTION. On considere la fonction

h:la, bl — R
x— f(x)—-gkx)

On remarque que h(a) <0 et h(b) > 0. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe x € [a, b] tel que h(xp) = 0.
Comme h(a) <0 et h(b) > 0, alors xg €]a, b[. Comme h(xp) =0 alors f(xg) = g(xo)-

®Exercice 7.23

| Soit f une fonction continue et injective de [a, b] dans R. Prouver que f est strictement monotone.

CORRECTION. On considére trois points x; tels que a < x; < x» < x3 < b. Supposons par absurde que f(x1) > f(x2) <
f(x3). D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, si on considere l'intervalle I = [f(x2), min f(x1), f (x3)], pour tout
ue Iil existe s €]xy, x2[ et £ €]xy, x3[ tels que f(s) = u = f(¢). Puisque f est injective, s = ¢, en contradiction avec le fait que
X1 <§<Xxp<t<X3.

®Exercice 7.24
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1]. Montrer qu’il existe « € [0,1] tel que f(a) = a (un tel point est appelé
point fixe de f).

CORRECTION. Si f(0) =0 alors @ = 0 est solution du probleme. Si f(1) =1 alors a = 1 est solution du probleme. Suppo-
sons f(0) #0et f(1) # 1. Soit g la fonction de [0, 1] dans R telle que g(x) = f(x) —x. Comme f(0) > 0 alors g(0) > 0. Comme
f(1) <1alors g(1) <0. Or g est continue sur [0, 1] donc il existe a € [0, 1] tel que g(a) =0, ce qui implique f(a) = a.

®Exercice 7.25

| Considérons I'équation x(1 + e*) = e*. Montrer qu’elle admet une unique solution réelle ¢ dans [0;1].

CORRECTION. Soit f: R — R définie par f(x) = x(1 + e*) —e*. f(x) = 0 si et seulement si x est solution de I'équation
donnée. f est de classe €*°(R), f(0) = -1 <0 et f(1) =1 > 0 donc, d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaire, la
fonction f admet au moins une racine sur [0;1]. De plus, f est monotone sur [0;1] (car f'(x) = 1+ xe* > 0 pour tout
X € [0;1]), donc cette racine est unique.

© G. FACCANONI 175



7 Limites et continuité Vendredi 25 juillet 2014

®Exercice 7.26

Montrer que la fonction f: R — R définie par f(x) = (x> —3x+2)e* admet deux racines réelles ¢; < ¢, de f etles calculer.

CORRECTION. f(x) = (x—1)(x—2)e* donc f admet deux uniques racines réelles 1 =1 et £, =2.

®Exercice 7.27

Considérons la fonction f: [-7; 7] — R définie par

&

f=2-sin@+% -2
X—z S X 6 2

Montrer qu'’il existe deux solutions £~ <0 et #* > 0 de '’équation f(x) =0 pour x € [— %; 7).

CORRECTION.
* festclasse €°([-5;7]);

* f(-T)=1-%3 - T~ 0.12785<0, f(0) = £ — 2 ~ ~0.34244 <0, f(m) = & — Y2 =~ 1.2284 > 0;
* f'(x) = 3 —cos(x);

* f estcroissante sur [-5; -] U[5;7], décroissante sur [-%; 51;

* x=—% estun maximum local et f(-%) =0; x = § est un minimum local et f(5) <0;

* f(x) =sin(x);

* [ est concave sur [—%;0], convexe sur [0; 7].

y
fx)
T A T
"2 73 3 /Y
" \\/ ' )
Par conséquence ¢~ = —% est 'unique solution de I'équation f(x) =0 pour x € [—%;0] etil existe un et un seul ¢* solution

de I’équation f(x) = 0 pour x € [0; 7]. On peut méme améliorer I'encadrement et conclure que ¢* € [Z; 7].

®Exercice 7.28
Soit la fonction fy(x) = cosh(x) + cos(x) —y. Pour y = 1,2,3 trouver (graphiquement) un intervalle qui contient le zéro
de fy.

CORRECTION. On se rappelle que cosh(x) = £~ et sinh(x) = <5~ donc
* limy— +o0 fy (X) = +00
* f)ﬂ(x) = sinh(x) —sin(x) et f];(x) = 0 si et seulement si x = 0 (comparer les graphes de sinh et sin et se rappeler que
pour x > 0 on a sinh(x) > x > sin(x) et pour x <0 on a sinh(x) < x < sin(x))
* 7ﬁ’(x) = cosh(x) — cos(x) > 0 pour tout x # 0.
Par conséquence,
* pour y = 1, la fonction n’a pas de zéro réel,
* pour y =2 il n'y a que le zéro X = 0 et il est de multiplicité quatre (c’est-a-dire f>(%) = fya(%) = f,/(X) = f;"(X) =0 et
£V® #0),

* pour y =3, f3 admet deux zéros distincts, un dans I'intervalle | — 3, —1[ et 'autre dans |1, 3[.

Yy

\ JY= hx)

\\\ / g =
\\ / g =B
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‘y'Exercice 7.29 Application du théoréme des valeurs intermédiaires
* Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair posseéde au moins un zéro réel.

CORRECTION. Soit le polynéme P(x) = ?:0 a;x! avec n impair. Si a; > 0 alors limy_._o, P(x) = —oco et limy_. ;oo P(X) =
+00; P étant une fonction continue de R dans R, il existe a € R tel que P(a) = 0. De méme, si a,, < 0 alors limy_._, P(x) =

+00 et limy_. 100 P(x) = —00; P étant une fonction continue de R dans R, il existe a € R tel que P(a) =0.

‘g'Exercice 7.30 Application du théoréme des valeurs intermédiaires

% Soit f: R — R définie par f(x) = x> + x — 10735, Montrer qu'il existe x € R satisfaisanta f(x) =0 et 0 < x < 75.

CORRECTION. Puisque f(0) = -107%% < 0, f(lO‘l) =107 +101-1035=10"1 >0, d’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires il existe (au moins un) x € [0;107!] tel que f(x) =0.

‘yExercice 7.31

+ En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, déduire le nombre de solutions de I’équation f(x) = 0 sur l'inter-
1 valle I dans les cas suivants (sans résoudre I'équation) :

1. f(x)=x?-16,I=]0,+oo0,

2. f(x)=x%-160, I =] —00,0],
3. f(x)=x*-V2,1=]-00,0],
4. f(x)=x3- 7@, 1=)0,+c0l.

R R R D R o o s

CORRECTION. Les énoncés du théoreme des valeurs intermédiaires suivants sont équivalents :
* Si f est définie et continue en tout point d'un intervalle I alors pour tout sous-intervalle J de I, I'image f(J) est un
intervalle.
* Limage d'un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de R.
* Soient f une fonction continue sur un intervalle I/ de Ret a, b € I avec f(a) < f(b). Alors f atteint toutes les valeurs
intermédiaires entre f(a) et f(b); plus précisément :

Vde[f(a), f(b)] dccomprisentre aetb tel que f(c) =d.

1. On considére la fonction f: x — x? — 16. f est une fonction définie et continue sur R. Etant une parabole convexe
de sommet (0,—16), la fonction f est strictement croissante sur ]0; +oo[. De plus f(0) = —16 et lirP f(x) = +oo0. Par
X—+00

conséquent, la fonction f, strictement croissante sur ]0; +co[, est négative en x = 0 et positive pour x — +oo, donc
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation associée a la fonction f admet une unique solution sur
I'intervalle ]0, +ool.

2. On considere la fonction f: x — x?> — 16. f est une fonction définie et continue sur R. Etant une parabole convexe
de sommet (0, —16), la fonction f est strictement décroissante sur | —oo;0[. De plus f(0) = —16 et xlir}lm f(x) = +o0o.
Par conséquent, la fonction f, strictement décroissante sur ] —oo;0[, est négative en x = 0 et positive pour x — —oo,
donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation associée a la fonction f admet une unique solution
sur 'intervalle | — oo;0[.

3. On considere la fonction f: x — x> — /2. f est une fonction définie et continue sur R. Etant une parabole convexe
de sommet (0, —v/2), la fonction f est strictement décroissante sur ] —oco,0[. De plus f(0) = —v/2 et xlimm f(x) = —o0.
Par conséquent, la fonction f, strictement décroissante sur ] —oo,0[, est négative en x = 0 et positive pour x — —oo,

donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation associée a la fonction f admet une unique solution
sur 'intervalle | — oo, 0[.

4. Soit f:10,+0o[— R définie par f(x) = x> — /7 = 0. f est définie et continue sur ] 0, +oo[. Elle est strictement crois-

sante, lim,_g+ f(x) = —v/7 < 0 et limy_ 1o f(X) = +oo > 0. Par conséquent, d’apres le théoréme des valeurs inter-
médiaires, il existe un et un seul c €]0,+oo[ tel que f(c) = 0 et ce c est 'unique solution de I'équation f(x) = 0 sur
10,+00].

®Exercice 7.32

Montrer qu'’il existe x €]0, 1] tel que arctan(x) = 7/8, puis qu’il est unique. Déterminer x par dichotomie avec une préci-
sionde 1/8.
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CORRECTION. Rappelons le théoréme des valeurs intermédiaires : soit f une fonction continue sur un intervalle [a, D].
Alors pour toute valeur y comprise entre f(a) et f(b), il existe un c € [a, b] tel que f(c) = y. Comme la fonction arctan
est définie et continue de R dans | — /2, 7/2[, elle est donc continue sur I'intervalle [0; 1]. Puisque 7/8 est compris entre
arctan(0) = 0 et arctan(1l) = /4, alors il existe un c € [0, 1] tel que arctan(c) = 7/8. De plus, la fonction arctan est monotone
croissante donc ce ¢ est unique.

UE]

___---- f(x) =arctan(x)

| xR~

N

i
ol

Dichotomie :
k ar by xx erreurg <
1 0 1 1/2 1
2 0 1/2 1/4 1/2
3 1/4 1/2 3/8 1/4
4 3/8 1/2 7/16 1/8
y
b4
7 |
|
|
l
s ‘ |
8 | | |
| | | |
| | | |
| | I | I
1 o 1
| | | | 1
1 3c7 1 1 X
1 8 16 2
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Dérivabilité

Soient f, g deux fonctions de R dans R et xp € R.
{@Définition Dérivabilité en un point
On dit que f est dérivable en xy si f est définie en tout point d'un intervalle ouvert contenant x; et si

lim fx) = f(xo) _ lim fxo+h) = f(xo)
X=X  X—Xp h—0 h

existe dans R. Lorsque cette limite existe, elle est notée f’(xo) et appelée dérivée de f en xg.

F(0—f(x0) P . iy .
Le rapport —5—== est appelé quotient différentiel.

#Proposition Opérations algébriques sur les fonctions dérivées
Soient A un réel, f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I. Alors les fonctions f + g, A f et fg sont dérivables
sur I etona

f+g)=r"+¢, AN =Af, (f)'=f'g+rg"
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que g ne s’annule pas sur I. Alors ]T; est dérivable sur [

etona , , ,
4255

#'Théoréme Fonctions composées
Soient f: ¢ — Ret g: Py — R deux fonctions dérivables telles que f(Pr) « Dg. Alors go f est dérivable sur Z¢ et on a

(gof)'=f'xgof

c’est-a-dire
(goN' ) =f)xg(flx) Vxey.

s Exemple

On consideére la fonction h: x — /1 — x définie sur ] — oo, 1[. On sait que :
* lafonction f: x — 1 — x est dérivable sur R donc sur | — oo, 1|,

* lafonction g: x— /x est dérivable sur R},

* f(l—o0,1)) =]1,+oo[c RY.

Ainsi la fonction h est dérivable sur | —oo,1[ et on a

1 1
h(x)=(-1 =- .
() =(-1)x s s
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#Théoreme Fonctions réciproques

Si f est continue strictement monotone sur un intervalle I, dérivable en x € I et f’(xp) # 0 alors la réciproque f~! est
dérivable en f(xp) et
1
—1y/ _
(f7)(f (x0)) PG
D Attention Tubleaux des dérivées fondamentales et composition
(x™' = nx"! (LFN™) = nlf 1" (%) pour 1 # —1
(eX)/ — ex (ef(x)) — ef(x)fl(x)
(a®) = a*In(a) (af(’”) =a/®In(a) f'(x) pour a >0
(In(x)' = 1 (In(f) =L
(sin(x))" = cos(x) (sin(f(x)))' = f'(x) cos(f(x))
(cos(x)) = —sin(x) [cos(f(x))) = —f'(x) sin(f(x))
(tan(x))' = b = 1+ tan(x) (tan(f () = =i =1 +tan?(f ()
; r_ 1 ')
(arcsin(x))’ = = (arcsin(f (x))) TGor
r_ 1 __f'®
(arccos(x))’ = - == (arccos(f(x))) = ToGor
(arctan(x))' = (arctan(f (x)))' = 1+{ f((xx)))z
(sinh(x))" = cosh(x) (smh(f(x))) = f'(x) cosh(f(x))
(cosh(x))’ = sinh(x) (cosh(f(x)))' = f(x)sinh(f (x))

#Théoreme
| Si f est dérivable en xq alors [ est continue en xg.

AAttention
La réciproque est fausse : par exemple, les fonctions f(x) = |x| et g(x) = V/x — 1 sont continues en 0 mais non dérivables
en 0.

#'Théoréme de LAGRANGE ou de la Valeur moyenne ou des Accroissements finis

Si f est continue en tout point d'un intervalle [a, b] (avec a < b) et dérivable en tout point de ]a, b[ alors il existe au
moins un point c €]a, b tel que

f®-f@

fo= b-a

11 est simple de donner une interprétation géométrique y

de ce théoréme : le rapport ——— [B-/@ (b) f @ estla pente de la droite
qui relie le point (a, f(a)) au pomt (b, f(b) et f'(c) est la

pente de la droite tangente au graphe de f au point (c, f(c)). f E b} -
Le théoréme affirme donc qu'’il existe au moins un point ¢ fla - } l
tel que la droite tangente au graphe de f en ce point est pa- ! l |
rallele a la droite quirelie le point (a, f(a)) au point (b, f(b)). a c h X
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FIGURE 8.1: L'égalité des accroissements finis, écrite sur un pont de Pékin.

#Théoreme de ROLLE
1. Si f est continue sur [a, b] (avec a < b), dérivable sur ]a, b et si elle vérifie f(a) = f(b) alors il existe au moins un

point c €]a, bl tel que f'(c) =0.

2. Si f est continue sur [a, +ool, dérivable sur ]a, +oo[ et si elle vérifie limy_. o, = f(a) alors il existe au moins un
point ¢ €]a, +oo[ tel que f’'(c) =0.

3. Si f est continue sur ] — oo, b], dérivable sur ] — oo, b| et si elle vérifie lim,_._o, = f(b) alors il existe au moins un
point ¢ €]a, +oo tel que f'(¢) = 0.

4. Si f est continue et dérivable sur ] — oo, +oo[ et si elle vérifie lim,_._o, = limy_ + alors il existe au moins un point
c €] — oo, +oo| tel que f(c) =0.

Le premier point de ce théoreme est un cas particulier du y
théoréme des accroissements finis, i.e. le cas ot f(b) = f(a)
etdonc f(b) - f(a) =0.
flay=f)}-- F——~

@Définition Dérivées successives
Soit f dérivable sur E. Pour n € N on définit par récurrence la dérivée n-iéme, ou dérivée d’ordre n, de f en posant
fO = fpuis £ = (V) lorsque "~V est dérivable sur E.
On dit que f est de classe € sur E, et on écrit f € €"*(E), lorsque f est n fois dérivable sur E et " est continue sur E.

8.1 Localisation et nature des extrema

@ Définition
Soit f: [a, b] — R une fonction. On dit que
* [ estbornée dans [a, b] s'il existe un nombre réel M = 0 tel que
pour tout x € [a, b, |f(X)| < M;
* [ admet un maximum (resp. minimum) global (ou absolu) en c € [a, b] si

pour tout x € [a, b], f(x) < f(c) (resp. f(x) = f(c));

* f admet un maximum (resp. minimum) local (ou relatif) en c € [a, b] sil existe un intervalle € > 0 telle que

pour tout x € [a, bl N [c—¢,c+¢€], f(x) < f(c)
(resp. f(x) = f(c)).
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9 Exemple

Minima locaux: x=1,x€(2,3], x=4,x=7,x=11;

Maxima locaux: x € [2,3], x=5, x =10;

Minima globaux: x =1, x =4;

Maxima globaux : x = 10.

On sait par le théoreme des valeurs intermédiaires qu'une fonction continue sur un intervalle fermé y admet un maxi-
mum global et un minimum global. La dérivée de la fonction est d'une aide précieuse pour en localiser les minima et les
maxima locaux.

{@Définition Poins stationnaire (ou critique)
| Soit f: la, bl — R une fonction dérivable en c €]a, bl. Si f'(c) =0, on dit que ¢ est un point stationnaire (ou critique.)

#Proposition
| Soit f: [a, bl — R une fonction dérivable en c €]a, b[. Si f admet un extremum local en c, alors ¢ est un point station-
naire.

MDAttention
La réciproque de cette proposition n’est pas vraie : une fonction dérivable peut posséder une dérivée nulle en un point

sans pour autant y admettre un extremum. C’est le cas de la fonction f: x — x> pour laquelle f'(0) = 0 et pour laquelle
'origine n’est pas un extrémum (il s’agit d’'un point d’inflexion a tangente horizontale).

st Remarque
On déduit de cette proposition que si ¢ est un extremum de f: [a, b] — R alors

* soit f est dérivable en c et f'(c) =0,
* soit f n'est pas dérivable en c,
* soit ¢ est un point frontiere de l'intervalle, c’est-a-dire c = a ou c = b.

{@Définition Tungente
f dérivable en xj signifie que le graphe de f admet au point d’abscisse xy une tangente de pente f’(xp). Son équation
est y = f'(x0) (x — xo) + f (x0).

#Proposition Sens de variation : dérivée premiére
Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I.
1. Sivxe, f'(x) =0alors f est croissante sur I ;

2. siVxel, f'(x) <0alors f est décroissante sur I ;
3. siVxe I, f'(x) =0alors f est constante sur I.

4. Sivxel, f'(x) >0, alors f est strictement croissante sur I ;

5. siVxel, f'(x) <0, alors f est strictement décroissante sur I.

La dérivée premiere d'une fonction f donne le taux instantané de variation de la variable y par rapport a la variable
x lorsque y = f(x). La dérivée seconde de f donne le taux instantané de variation par rapport a x du taux instantané
de variation de y par rapport x. Donc, si la dérivée seconde d'une fonction est positive, c’est que le taux instantané de
variation de la pente de la tangente est positif et donc la pente de la tangente augmente (la fonction est convexe). Si la
dérivée seconde est négative, la pente de la tangente diminue (la fonction est concave). Enfin, il se peut que la dérivée de
f soit nulle en un point c. Dans ce cas, si la dérivée seconde change de signe au point ¢, nous disons que ¢ est un point
d’inflexion de f. La dérivée seconde d'une fonction permet alors de déterminer la nature de ses points stationnaires.
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#Proposition Classification des extrema : dérivée seconde
Soient f: [a, b] — R une fonction deux fois dérivable en un point stationnaire c €]a, b[. Alors
1. si f"(¢) <0, la fonction admet un maximum local en c,

2. si f"(¢) >0, la fonction admet un minimum local en c.

sk Remarque

Le théoreéme ne dit rien du cas f”(¢) = 0. Un tel point peut étre un point de maximum, comme dans le cas de I'origine
pour la fonction x — —x*, un point de minimum, comme dans le cas de I'origine pour la fonction x — x*, ou encore un
point d’inflexion, comme dans le cas de I'origine pour la fonction x — x°.

8.2 Approximations : polynémes de Taylor
11 est souvent plus avantageux de remplacer des fonctions compliquées par des fonctions plus simples qui les ap-
prochent.

@ Définition Linéarisation
Si on approche une fonction f au voisinage d'un point xy au moyen d’une fonction affine L(x) = g + mx, il est naturel
de choisir la fonction L dont le graphe est tangent au graphe de la fonction f en xp :

L(x) = f(x0) + f (x0) (x — Xo).

C’est ce qu'on appelle la linéarisation de f en x(. Dans certains cas on mentionne explicitement le point auquel la
linéarisation est obtenue et on note la linéarisation de f en xo par Ly,.

MAAttention y Lo
La linéarisation d'une fonction dépend du point auquel

on linéarise la fonction. Par exemple, la linéarisation de
la fonction f(x) = v'1+ x en 0 donne Ly(x) = 1+ x/2 (car f
fl(x)=1/2V1+x) et Lo(x) = f(0)+ f'(0)x =1+ x/2) tan-

dis que la linéarisation en 3 donne L3(x) = (5+ x)/4. La
linéarisation Ly fournit une meilleure approximation de /
f tant que x < 1, la linéarisation L3 devient meilleure Ls

lorsque x > 1. En x = 1, les deux linéarisations fournissent

la méme valeur. -2 -1 0

@ Définition Notation
Lorsqu’elle est évaluée en xy, la linéarisation de la fonction f en x coincide avec la fonction f. Lorsque x reste proche
de xy, lalinéarisation de Ly, fournit une approximation de f. On note

fx)=L(x) lorsque x = xp.
Le signe = signifie “est approximativement égal a” sans que I'on attache ici de sens plus précis a cette notation.
<p Exemple

La dérivée de f(x) = (1+ x)" est égale a f/(x) =n(l+ x)”’]. La linéarisation de f al'origine est donc égale a Lo(x) = f(0) + f’(O)x =
l+nxestona

(1+x)*~1+nx lorsque x=0.
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Cette formule particulierement simple a retenir est valable pour des valeurs quelconques de n. Elle permet de calculer rapidement
des approximations de racines et de puissances de nombres proches de l'unité. Ainsi, par exemple

0.2 _
V12=1+02%3 =1+ ~ =1.06.

2100

La méme formule permet d’évaluer immédiatement 1.00. a 1.2 (lavaleur exacte est 1.221...).

s Exemple

La linéarisation de la fonction sin a 'origine est Ly (x) = x, donc

sin(x) =~ x lorsque x = 0. f

C’est la linéarisation que I'on effectue pour résoudre I'équation
du pendule en physique. X0 X
La qualité de cette approximation peut étre également appréciée
au moyen de quelques valeurs :

X -0.2 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.2
f(x)=sin(x) | —0.1986 —0.0998 —0.0499 0 0.0499 0.0998 0.1986
Lo(x)=x -0.2 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.2

La linéarisation d'une fonction f en un point xy est un polynéme de degré inférieur ou égal a 1 tel que

L(xo) = f(x0),
L'(x0) = f'(x0).

Les polynémes de TAYLOR généralisent cette construction pour des polyndmes de degrés quelconques.

{@Définition Polynome de TAYLOR
Le polynome de TAYLOR d’ordre n généré par f au point xg est le (seul) polyndme P,, de degré inférieur ou égal a n qui
satisfait les conditions

P,(lk) (x0) = f(k) (x0) pour k=0,1,...,n,

i.e.le polyndme

n (k)
P(x) = Z f (x0)

(x — x0)*.
= K

Le graphe du polynéme de TAYLOR d'une fonction f en xj est une courbe polynomiale tangente au graphe de f en xp.

sfsRemarque

Soit la fonction f(x) = x>+ 1.Ona f'(x) = 2x, f"(x) = 2 et fX(x) = 0 lorsque k = 3. Les polynémes de TAYLOR d’ordre 0,
1 et 2 générés par f alorigine s’obtiennent par Py(x) = P1(x) =1 et Po(x) = Pi(x) = f(x) lorsque k = 3 : les polynomes
de TAYLOR d’ordre > 2 sont tous égaux a 1 + x2. C’est la raison pour laquelle on définit un polynéme de TAYLOR d’ordre n
et non pas de degré n : le degré d'un polynéme de TAYLOR peut étre inférieur a son ordre.

#Proposition
Le polynome de TAYLOR d’ordre n généré au point x par un polynéme f de degré m < n coincide avec f quel que
soit xg.

pExemple , o J Py p
Le polyndme de TAYLOR d’ordre n généré au point 0 par la fonc- f Vs
tion f(x) = e¥ est //

///
x2 i3 x" 74
Ppx)=1+x+—+—+...—. ’
2 6 n! P
0
// Xo
~
/
X
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49 Exemple y f
Le polynéme de TAYLOR d’ordre 4 généré au point 0 par le fonc-
tion f(x) = sin(x) est P3

3 X0 X
X
Pn(x) =X E

La qualité de I'approximation des fonctions circulaires par leurs
polynémes de TAYLOR est excellente.

s Exemple
Le polyndome de TAYLOR d’ordre n généré au point 0 par le fonction f(x) = (1 - x)™, m > n est
n ¢k (0)
Ppx) =) 70 o x¥,
k=0 :
Comme
!
(k) () — D= (k=1 -k = g gmk [ g - Mk
fP@=mim-1---(m-(k-1)1-x) (m—k)!( x) k (1-x)
on trouve

n
Pax)=Y (':)xk.

k=0

®Propriété
Soit f et g deux fonctions n fois dérivables en un point xg et Py et Pg leurs polynomes de TAYLOR d’ordre n en xg. Alors
1. le polynome de TAYLOR d’ordre n généré par la somme f + g au point xp est le polynéme Py + Pg ;
2. le polynéme de TAYLOR d’ordre n généré par le produit f g au point xj estla somme des termes de degré inférieur
ou égaux a n du polynéme PPy ;
3. le polynome de TAYLOR d’ordre nk généré par f(x¥) au point x, est le polynome Py (xky;
4. le polyndéme de TAYLOR d’ordre n — 1 généré par f’ au point xg est le polyndéme P}.
«p Exemple Somme
Sachant que le polyndme de TAYLOR d’ordre 3 généré par sin(x) a I'origine est égal a x — x3/6, on peut conclure que le polynoéme de
TAYLOR d’ordre 3 généré par 4x + 3x2 — sin(x) a 'origine est égal 2 4x +3x% — (x — x3/6), i.e. P3(x) = 3x+3x% + x3/6.

s Exemple Produit

Sachant que le polynome de TAYLOR d’ordre 3 généré par e* a I'origine est égal 2 1+ x+ x%/2 + x3/6, on peut conclure que le
polyndme de TAYLOR d’ordre 3 généré par (x + 2x2—x%)e*a l'origine est donné par le polynéme obtenu par la somme des termes de
degré inférieur ou égaux a 3 du produit (x +2x% — x3)(1 + x + x%/2 + x3/6), i.e. P3(x) = x +3x% +3x%/2.

s Exemple Composition

Sachant que le polynome de TAYLOR d’ordre n généré par 1/(1—x) = (1 — x)~! a I'origine est égal a 1+ x + x>

+---+x", on peut
conclure que le polynéme de Taylor d’ordre 12 généré par 1/(1—(—x)) = (1—-(—x))~! al’origine est égal 2 1+ (= x) + (= x)%+---+(-x)", L.e.
1-x+x%+---+(=1)"x" et que le polynome de Taylor d’ordre n généré par 1/(1+x2) al'origine est égal a 1+ (= x2) +(-x%)%+---+(-x2)",
ie.1—x?+xt 4+ 4+ (-1 X%,

@ Exemple Gravitation et approximation
AValtitude z, lanorme du champ de gravitation de la Terre est la fonction

8: R+—>[R+
GM
Z— —
(R+2)?

ol G est la constante de gravitation, M la masse de la Terre et R le rayon de la Terre.
Posons u = z/R.Ona g(u) = (1+u)"2GM/R?. Si z < R alors u = 0. Le polynome de TAYLOR de g & I'ordre 2 au voisinage de 0 est

gu) = %4 (1 —2u+3ul+ o(uz)].
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Une expression approchée de g pour z < R est alors

GM
§@=—7 (R2 —22R+32%+ o(zz)) .

s Exemple
On veut déterminer la limite de visibilité depuis un point d’altitude H au-dessus du niveau de la mer. Du point A on voit jusqu’au
point B.

Lona
OB R 1

9= == -
s = AT RvH 1+

Pour une altitude «raisonnable», % est petit et 9 également (R =
6371km). On utilise les deux équivalences

2 1 -1 H

H
N=1-—,
cos(9) 5

1+ —

H

qui conduisent a 9 = \/27%. On conclut que la distance CB a
la surface de la Terre, c’est-a-dire la longueur de 'arc de cercle,
est { = RY = V2RH. Par exemple, du sommet de la tour Eiffel
(H =324 m) on peut voir a une distance de 66 kilometres.

Lutilisation d'un polyndme de Taylor d’ordre n d'une fonction f en xy pour approcher f a proximité de xp induit une
erreur qui est d’autant plus élevée que le graphe de la fonction s’écarte du graphe de f. Lerreur commise n'est nulle
partout que lorsque la fonction f est un polynéme de degré inférieur ou égal a n. Lorsqu’on dispose d'une borne sur la
dérivée (n+1)-eme de f, il est possible de borner I'erreur. De plus, lorsque I'on utilise un polynéme de Taylor d’ordre de
plus en plus grand pour approcher f, on s’attend a ce que 'approximation s’améliore.

#'Théoreme Erreur d'approximation
Soit f: [a; b] — R une fonction n + 1 fois dérivable et soit P, le polyndme de Taylor d’ordre n généré par f en xp. Si
If(”“) (x)] = M pour tous les x dans [a; b], alors

(b_a)n+l

|f(x)=Pyr(x)| = i

pour tous les x dans [a; b].

¢ Exemple
La linéarisation de f(x) = sin(x) en x = 0 donne sin(x) = x. Quelle est la précision de cette approximation lorsque |x| < 0.5? Comme

I nllax If”(x)l = |1{121)( |—sin(x)| = sin(0.5), une application directe du théoreme permet d’écrire
x|<0.5 x|<0.5

2

[sin(x) — x| < sin(0.5) < 0.06

pour tous les x dans [—0.5;0.5].

“p Exemple

Le polyndme d’ordre 2 généré par la fonction f(x) = 1/(1 — x) al’origine est donné par

Pr(x)=1 +x+x2.
Considérons ces fonctions sur lintervalle [0;0.1]. La fonction f”' est dérivable sur cet intervalle et maxye[o:0.1jlf" (X)| =
maxye(0;0.1]16/(1 - x4 =6/(1-0.1)* = M. Par conséquent

0.1-0)%*1 4
If(x) = Pa(x)| < W6/(1 -0.1)* <0.00152

pour tous les x dans [0;0.1].
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< Exemple
Considérons un secteur circulaire de rayon r et angle 2a, avec a petit.On veut approcher x
par un polynéme en « et r. Pour cela, on exprime x en fonction de cos(a) et on calcule le
polyndme de TAYLOR en 0 a I'ordre 3 de cos(a) : )
r—x=rcos(a). =
I
Lorsquea=0ona |
|
cos(0 —sin(0 —cos(0 sin(0 1 w
cos(a) = 25O (g g0 ZIO (g1, 7SO () g2 O g3y Lg2 !
0! 1! 2! 3! 2 !
| |
donc ~| N
ra? L a
X —m lorsque a = 0.
En approchant la Terre par une sphere de rayon r = 6360km, on peut par exemple estimer
de combien un arc de ¢ = 100km s’écarte de sa corde (i.e. estimer x) : @ = 5 = 613080 = m =0
- 6360x100% _ 125
donc x = 2%63602 = 159 ~0.79km.

#Théoréme de 'HOPITAL — EL [ 3] ou [2]
Soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle ]a; b[, avec a, b € Ret g'(x) #0 pour tout x €] a; bl. Si
1. il existe £ € R tel que lim,_. 4+ & =/,

g'(x)
2. limy_ g4+ f(x) =limy_ 4+ g(x) =0 oulimy_, 4+ f(x) =lim,_ ,+ g(x) =
alors
im _f(x) =
x—at g(x)

Le résultat est valable en remplacant a™ par b~ ou xg €]a; b|.

AAttention
Lexistence de la limite du rapport des dérivées est une condition suffisante mais non nécessaire pour I'existence de la

limite du rapport des deux fonctions. Considérons par exemple les deux fonctions f(x) = x s1n( )Jetg(x) =e*—1.0n
a

f( %) im x?sin (1) - xsin (1) ~

x~0 gx) x—0 e*-1 T x=0 €= B
x

Cependant
! 2xsin (1) —cos (4
9 iy (3)—cos(3)
x—»O g'(x) x—0 e

qui n’existe pas.

sk Remarque EI [0 oco]
Lorsqu’on doit calculer limy_., f(x) - g(x) avec lim,_., f(x) = co et lim,_, g(x) = 0 il suffit de réécrire le produit comme

Jx)-g(0) = f(x) ou f(x)-g(x)=$
g(x) §ic3)

et on pourra essayer d’appliquer le théoreme de ' HOPITAL.

skRemarque EI. (oo - oo
Lorsqu’on doit calculer lim,_., f(x) —g(x) aveclimy_, f(x) =lim,_, g(x) = +oo il suffit de réécrire la différence comme

1 1
f - gl = £2 12
fx)-gx)

et on pourra essayer d’appliquer le théoreme de 'HOPITAL.

s Exemple

1. Calculons la limite limy_.g S|

F69) avec f(x)=e*—letg(x) =

On applique le théoréeme de I'HOPITAL aux fonctions f et g définies et dérivables sur R. On a g’(x) = 1 # 0 pour tout x € R,
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!
limy_q f(x) =limy_qg(x) =0 etlimy_q ]g% =limy_g % =1.Donclimy_.q % =1.
2. Calculons la limite limy_.» % avec f(x) = x® —4x+4et g(x) = x> —4.
On applique le théoreme de 'HOPITAL aux fonctions f et g définies et dérivables sur R. On a g’(x) = 2x # 0 pour tout x € 2 =
10; +o0ol, limy_.2 f(x) =limy_ g(x) =0 etlimy_.» % =limy_2 232‘;4 qui est encore une forme indéterminée.
On applique le théoréme de 'HOPITAL aux deux nouvelles fonctions f” et g’ définies et dérivables sur 2.Ona g’ (x) =2 #0
1"
pour tout x € Z, limy—_y f'(x) =limy_, g’'(x) =0 et limy_» % =limy_» % =1.Donclimy_q % =1.
3. Calculons la limite lin}) %. On peut utiliser la regle de 'HOPITAL car
X—
n(x)=e*—e ¥ -2x, lim n(x) = 0;
x—0
d(x) = x—sin(x), lin}) d(x)=0.
X—
Ona
n(x)=e‘+e* -2, lim n'(x) = 0;
x—0
d'(x) =1-cos(x), lim d' (x)=0;
X—
n"(x)=e*—e”¥, lim '’ (x) = 0;
x—0
d" (x) = sin(x), lim d"(x)=0;
X—
n"x)=e*+e %, lim n'(x) = 2;
x—0
d"" (x) = cos(x), lim d”(x) = 1;
x—0
donc
lim ef—e¥-2x  n(x)
x—0 x—sin(x) x—0d"(x)

@Méthodes numériques de recherche de zéros - partie @ : méthode de NEWTON
On a déja vu au chapitre précédent (voir a la page 166) la méthode de la bissection pour le calcul approché des zéros

d’une fonction continue. La méthode de la bissection est une méthode qui fonctionne toujours mais qui n’est pas tres
rapide. On va voir maintenant une méthode beaucoup plus rapide, la méthode de NEwWTON. C’est probablement la
méthode la plus utilisée pour le calcul approché des zéros d'une fonction et on voit bien que la recherche des zéro est
une souci bien plus ancien que 'avenement des ordinateurs.

Le principe est le suivant : soit f: R — R une fonction
continiment dérivable et soit X un zéro simple de f, c’est- y
a-dire f(X) =0 et f'(X) # 0. Supposons que I'on connaisse

une valeur x; proche de X. Pour calculer x;;; on prend
I'intersection de I'axe des abscisses avec la droite tangente

au graphe de f passant par le point (xg, f(xx)), i.e. on
cherche x solution du systéme linéaire

y=f(x) (x = xp) + f(xp),
y=0.

On obtient
fxr)

)

On définit ainsi la suite récurrente

{xo donné, \

X =X

(xg)
Xk+1 = Xk — }]:/(XI;C) .

¥ = f(x0)(x — x0) + f (x0)

Comme critere d’arrét on peut choisir de s’'arréter lorsque les itérées sont proches les unes des autres ou lorsque la
valeur prise par la fonction est suffisamment proche de zéro.

Require: x, une estimation du zéro, € une seuil de tolérance, f: [a, b] — R la fonction dont on cherche le zéro
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k<0
X1 — Xo +2¢€
while |x;.1 —xi| > e or |f(x)] > € do
£ Ge)
Xk+1 — Xk — TR
k—k+1
end while

s Exemple Calcul approché de /2
On veut calculer le zéro de la fonction

f(x) =x*-2

dans l'intervalle [0;2] avec une précision de 107°. On construit la suite récurrente

L'avantage essentiel de cette méthode réside dans sa rapidité. La ot1 la méthode de bissection prend plusieurs centaines
d’itérations, la méthode de NEWTON n’en prend souvent que quelques-unes. Il y a toutefois un prix a payer : d’abord la
méthode exige que I'on dispose de la dérivée de la fonction, ensuite il existe une série de situations pour lesquelles la
méthode ne converge pas vers le zéro de la fonction (par exemple si a une itération on tombe sur un point pour lequel
la dérivée de f s’annule). En conclusion, la méthode est trés rapide mais doit étre mise en ceuvre avec précaution.

Xo donné,
x2-2

e =X~ F = 3 (xe+ &),
k X [f ()l lxe — V2l
0 1.000000 |-1.000000|>0.00001 |0.414214|>0.00001
1 1.500000 | 0.250000|>0.00001 |0.085786|>0.00001
2 1.416667 | 0.006945|>0.00001 |0.002453|>0.00001
3 1.414216 | 0.000007|<0.00001 |0.000002|<0.00001
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VVVVDVDVDIDIDIDIDDIDD  Exercices DDIDIDNDVDVDDIDIDDIDND™D

‘¢'Exercice 8.1
X Pour les fonctions représentées en figure, trouver les appariements entre les fonction 1, 2, 3, 4 et les dérivées a, b, ¢, d

R TRV
R

CORRECTION. (1)-(c), (2)-(b), (3)-(d), (4)-(a).

***X’******X’****X’****X’*X’

‘9"Exercice 8.2
* Pour chacune des fonctions représentées, tracer une esquisse du graphe de leur dérivée.

I
X y
* 6 6
I
i 5 5
; 4 4
b 3 3
b
I 2 2
* 1 1
*
X
* 01 2 3 45 6 X 5-4-3-2-1012 3 45 X
CORRECTION.
y
1 ,,,,,,,,,,,,,, J—
y /
-5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 5 X
4 1
3 -2
2 ¢—0 3
I -4
(r 1 2 3 4 5 6 X -5
-1 OO
f@’ Exercice 8.3
x * Calculer les dérivées des fonctions :
*
*
oL gw= 1 3. H(z) =sin(z) cos(z) 5. g(t) = t3sin(z) 7. G(v) =507
X ’ vx3 2
I 3 4 ]f(x)—x—_|-3 2 8 R((u):L(a))
% 2. f(=4r+2t-1 . = B 131-7 6. T(r)=r"tan(r) : 1—sin(w)
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CORRECTION.

1.

g/(x) — (x*3/2)/ — _§x75/2 —

3
2 2/ x5

2. fl( =122 +2

3. H'(z) = cos?(z) —sin®(z) = 2cos?(z) — 1

4. fl(x)=

2x(x® +3x—-7) - (x* +3)(3x*+3)  x*+6x°+14x+9
(x3 +3x-7)? (3 43x-7)2

5. g'(t) = t3(3sin(r) + tcos (1))

6. T'(r) = 2rtan(r) + r?(1 +tan?(r))

7. G'(v)=10v

8. Rl(w)= ———

1 —sin(w)
‘y*Exercice 8.4
x Calculer les dérivées des fonctions :
*
*
% 1. sin(x) cos(x) 5. 3 9. sin2x+1) 13. B3x+2)°
*
2 2. cos(-2x+1) 6. s 10. xcos(5x) 14. sin (%)
7

% 3. sz)c) 7. 2xeos®) 1. (1- %) 15. m
¥ 4 In(x*+1) 8. vcos(x) +2 12. sin(x?) 16. sin(2x) cos(7x)
*
CORRECTION.

1. cos?(x) —sin?(x) = 2 cos?(x) — 6. %ﬁéfmm 12. 2xcos(x?)

2. —2sin(-2x+1) 7. 2(1 - xsin(x))e®s® 13. 27(3x+2)8

sin(2x)—2xcos(2x) 8. _—sin(x)
3. — osnlew 2y/cos(x)+2 14. [x+3)2 Cos (i_é)
4 2y 9. 2cos(2x+1) .
T P2 10. cos(5x) —5xsin(5x) 15. -8/(2x+1)

5. 2xex 3 11. —(1-x/7)8 16. 2cos(2x) cos(7x)—7sin(2x) sin(7x)

®Exercice 8.5

| Calculer la dérivée 100-eme de la fonction f(x) = (x% —x) L.

CORRECTION. Ona
*x f(x)= x(x 5= A+ LossiA=-letB=1

*

* d”

" 1 _ n
dx"_ (-D"n n+1

n
dx"xl_( 1) W

donc (x* —x)71 = (x—= )71 = x~1 donc f199 (x) = 100!((x — 1) 710 — x~101) et plus généralement

1.

SO0t '@‘

n

o/ =(=D"n! - (=1D"n! =(=D"n((x-1D" - x")

(x_ 1)n+1

xn+l

‘¢ Exercice 8.6 Tangentes

Calculer la pente de la tangente au graphe de la fonction définie par f(x) = x> +1 en 1. Trouver I'équation de cette
tangente.

Calculer la pente de la tangente au graphe de la fonction définie par f(x) =
tangente.

—X_ en 0. Trouver I'équation de cette
X +1

Calculer la pente de la tangente au graphe de la fonction définie par f(x) =
tangente.

équation de cette

Le graphe de la fonction définie par f(x) = ax® + bx + 3 passe par le point (2,0). La tangente au graphe de f en ce
point est paralléle a la droite d’équation y = 3x + 2. Trouver a et b.
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¥ 5. Le graphe de f passe par le point (2,3) et la pente de la tangente au graphe de f en x est égale a 2x. Passe-t-il par
% le point (3,9) ?

¥ 6. Lapente de la tangente au graphe de f en x = 1 est égale a 3. La pente de la tangente au graphe de g en x = 1 est
X égale a 7. Calculer la pente de la tangente au graphe de f + g en x = 1. Que peut-on dire de la pente de la tangente
X au graphe de fg en x = 1? Que peut-on dire de la pente de la tangente au graphe de fgen x =1si f(1) =3 et
X g =22

CORRECTION.

1. Pente: f'(1) = 2. Equation: y =2(x—1) + f(1) = 2x.
Pente : f/(0) = 4. Equation ty=4x+ f(0) =4x.
Pente : f/(1) = 0. Equation: y = f(1) = 2.
f'2)=3et f(2)=0donca=9/4et b=—6.

f'(a) = 2a pour tout a € R donc f(x) = x*> +, k € R. Comme f(2) =3, k = —1 et f(x) = x> — 1. Puisque f(3) =8, le
graphe de f ne passe pas par le point (3,9).

o w D

6. f'(1) =3 et g'(1) =7, alors (f + g)’'(1) = 10 (pente de la tangente au graphe de f + g en x = 1). Comme (fg)'(1) =
f'(g)+ f(1)g’'(1) on ne peut rien dire sans connaitre f(1) et g(1). Si f(1) =3 et g(1) =2 alors (fg)'(1) = 23 (pente
de la tangente au graphe de fgen x =1).

®Exercice 8.7
On considére une fonction exponentielle f: x — c¢*. Soit P le point d’intersection du graphe de f avec la tangente a
ce graphe passant par l'origine du plan cartésien. Montrer que 'ordonnée de P ne dépend pas du choix de la base de
I'exponentielle, i.e. qu'importe la valeur choisie pour c.

CORRECTION. Notons (xp, yp) les coordonnées de P.
* P appartient au graphe de la courbe, donc yp = ¢**.
* P appartient a la tangente au graphe de f passant par 'origine. Cette droite a pour équation y = f'(xp)x et 'on a
f'(x) =In(c)c* donc on a aussi yp = In(c)c*? xp.
xp est alors solution de 1'équation ¢*? = In(c)c*? xp, ce qui équivaut a xp = ﬁ =log.(e). Alors yp = c*? = e quelque soit
la base c choisie.

‘9"Exercice 8.8
% Le volume V et la pression P d'un gaz maintenu a une température constante sont liés par la loi de VAN DER WAALS qui

;‘; s'écrit P(V) = nRT/(V — nb) — an®/V? ot a et b sont des constantes propres au gaz, n désigne le nombre de moles, T
Yestla température et R est une constante. Calculer P’.

nRT

! = —
CORRECTION. P(V) =~ = o

2
an
+W.

®Exercice 8.9
Trouver la vitesse au temps ¢t = 2 d’'une masse attachée a un ressort et dont la position au temps t est donnée par
x(t) = Acos(2nwt). Que se passe-t-il avec la vitesse si on double 'amplitude A?

CORRECTION. x/'(f) = —2nwAsin(2nwt). Lorsque I'amplitude double, la vitesse double.

®Exercice 8.10
Un ballon s'éléve verticalement a la vitesse de 10m-s~!. S'il se trouve initialement au sol a une distance de 200m d’'un
observateur, quel est le taux de variation 9’ () de son angle d’élévation par rapport a 'observateur lorsque I'angle d’élé-
vation est égal a m/4?

20
400+2 "

CORRECTION. h(f) = 107 et 28 = tan(9(r)) donc 9(¢) = arctan% et d'(1) = Si 7 est I'instant tel que 9(f) = n/4,

200

alors £ =20tan(/4) =20 et 9'(f) = ﬁ = ﬁ radians par second.
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®Exercice 8.11

Un ballon s’éléve verticalement a la vitesse de 10m-s~!. S'il se trouve initialement au sol 4 une distance de 100m d’un
observateur, quel est le taux de variation 9’ () de son angle d’élévation par rapport a 'observateur apres 10s?

CORRECTION. h(t)=10tet % =tan(9(¢)) donc 9(t) = arctan ﬁ) etd (1) = 1032# et 9'(10) = % radians par second.

®Exercice 8.12
| Une masse tombe avec une accélération constante a. Comment évolue sa vitesse ?

CORRECTION. v(t) =at+ v(0).

®Exercice 8.13

Quelle accélération constante (en m- s72) un véhicule doit-il avoir pour passer d'une vitesse de 0km - h~! 2 une vitesse
de 100km-h! en 10s?

CORRECTION. 100km-h~!=100000/3600m-s~! =1000/36m-s~! donc a = (1000/36 —0)/10m-s~2 = 100/36m-s 2.

&Exercice 8.14
Une ligne de téléphone relie deux pylones distants de 14m. Les sommets des pylones se trouvent aux points (—7,0) et
(7,0). La ligne décrit une courbe d’équation y = 8(cosh(x/7) — cosh(1). Trouver I'angle entre le pylone et la tangente a la
ligne au point d’attache.

CORRECTION. J' = % sinh(x/7). Langle entre le pylone et la tangente a la ligne au point d’attache est égal a % sinh(-1) =
—1.3431 radians.

®Exercice 8.15 Théoreme de 'HOPITAL - EI [ 8]

Calculer les limites suivantes :
. X2—4x+4 . x3-8 . x2 -1 . xcos(x)—sin(x)
1. lim — 12. lim ——— 23. lim 34. lim ——=
¥—2  x2-4 ¥—2 x3—3x2+4 x—1 In(x) x—0 x
2 2 X —si
x“—1 X< —4 ef—e . x-—sin(x)
2. lim 13. li 24, 1i 35. lim ———
x—-1x2+x it} (x—2)2 it In(x) x—=0 x‘2
2x% +x x* -4 sin?(x) im 2SN
3. lim ; : 36. lim
=0 x2-x 14. )lcl—»n% x2—4x 25. ;lclg(l) X =0 a3
2 _ . i kx)
. X“—-b5x+6 (x—2)2 sin(x) . osin(
4, lim — ; ; 37. lim
=3 x2—6x+9 15. lim 2 —7x 26. lim 12 x—0 xk
2 .
. x*+10x+21 e*—1 sin(x) . tan(kx)
5. lim ——— i 27. 1 38. lim
o g 16. }le(l] p b S =0 x
) .
. X" +3x—4 eX—1 . 1—cos(x) . sin(ax)
6. lim —— i 28. lim ——— 39. lim —
lim 7 x 17. )lgr(l) Tx e P x—0 sin(bx)
3., ,2
x°+x“—5x+3 e*—1 . 1l+cos(x) . tan(ax)
im-— - - ; 29. im — 40. lim ———
7 ,ICIE} x—1 18. }Cll% X2 Pk’ X—7 x—0 tan(bx)
3., .2 X _ . 1-cos(x) sin(x + a) — sin(a
8. lim X +x2 El>x+3 19. lim e3 21 30. )lcm(l) —— AL lin(l) ( ) (a)
x—1 Xc — x—0 3Xx - X— X
3, .2 X _ . 1—cos(x) cos(x+ a) —cos(a
0. lim ZFE TS 50 i 3e4 3 L. lim ——> 42. lim (r+a) - cos(
x—1 x° -1 x—0 X x— x— X
) x—2 2-2e* . 1—cos—(x) sin(x) — sin(a
10. lim —— 21. lim € 32, lim ———— 43. lim sin(x) - sin(a)
x—2 X3 —3x2 +4 =0 x x—0 x3 x—0 X—a
2 .2
x-—4 In(x sin“(x cos(x) —cos(a
11. lim =T 22. lim L 33. lim (x) 44. lim M
x—2 x3—3x2+4 x—1x—1 i—0 x3 x—0 xX—a
CORRECTION.
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1.0 12. oo 23. 2 34. -1
2.2 13. oo 24. e 35. 0
3. -1 14. 2 25. 0 36. &
4. oo 15. 0 26. oo 37. k
5 -% 16. 1 27. o0 38. k
1
6. 5 17. 3 28. 0 39. ¢
7. 0 18. oo 29. 0 40. %
8.0 19. co 30. 0 41. cos(a)
9.0 20. 3 31. 3 42. —sin(a)
10. oo 21. -2 32. oo 43. cos(a)
11. oo 22. 1 33. o 44. —sin(a)
LExercice 8.16 Théoreme de 'HOPITAL - EI [2]
Calculer les limites suivantes :
x+1 2 e* In(x
1 lim = 7. lim —— 12. lim — 17. lim 2%
x—o0 x4+ 3 x—oo x4 +2x2 +1 X—+o0 x3 x—+oo x2
x*+3 2 1
2. lim Xt 2x%+1 o x%+2x 18. lim n(x)
x—o00 x+1 8. lim ———— 13. lim e
4x+3 x—00 x2 x—+oo  eX X
3. lim
x—002x+1 . oxt+2x?+l e . In(x)
3x% - 2 9. Mim —— 14. lm 19 e
4 xlim 5x—3 In(x)
T0 oX— X e*+x i
Ax 10. lim & 15. lim 20. m —
5. lim x—+o0 X x—+oo  x2 x
x—00 3x3 + x2 x
6x e’ In(x . e
6. lim 11. lim — 16. lim Intx) 21. lim 5
x—o002x+3 X—+00 xz X—+00 X X—+0o0o ln(x )
CORRECTION.
1. 0 4. oo 7. 0 10. +oco 13. 0 16. 0 19. 0
2. 00 5.0 8. oo 11. +o0 14. 400 17. 0 20. 0
3. 2 6. 3 9.1 12. +oo 15. +oco 18. 0 21. +oo
DExercice 8.17 Théoreme de 'HOPITAL
Calculer les limites suivantes. Pourquoi ne peut-on pas utiliser le théoreme de 'HOPITAL pour les calculer ?
. 2 i (1
sin(x cos(x e* x“sin( <
1. lim ( ), 2. lim () 3. lim — . im_—(x)
x—+00 X x—0 X x—0 X x—0 sin(x)
X x+sin(x X+ cos(x
5. lim —— 6. lim XS 7. Jim Zreosta)
x—0 In(x) X—+00 X x—+00 2x — Ccos(x)
CORRECTION.
. sin(x) . . s R S .
1. lim = 0 mais on ne peut pas utiliser le théoreme de 'HOPITAL car lim sin(x) n’existe pas.
X—+o0o X X—+00
. cos(x)) . - P B , oo -
2. llrr(l) = oo mais on ne peut pas utiliser le théoreme de 'HOPITAL car ce n’est pas une forme indéterminée :
x— b

lim cos(x) = 1.
x—0

X

3. lin(l) — = oo mais on ne peut pas utiliser le théoreme de 'HOPITAL car ce n’est pas une forme indéterminée : lin% e’ =
x—0 X X—
xPsin(y) . xsin(g) . " - - WY (1
4. lim — =lim — = 0 mais on ne peut pas utiliser le théoréeme de 'HOPITAL car lim (xsin(+)) = limsin(<)-
x—0 sin(x) x—0  Sin(x) x—0 X x—0 X

X
cos (1) qui nexiste pas.
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5. lim = 0 mais on ne peut pas utiliser le théoreme de ' HOPITAL car lim x # lim In(x)
x—01n(x) x—0 x—0
. Xx+sin(x) . sin(x) . . L , . (x+sin(x)
6. lim ———— =1+ lim =1 mais on ne peut pas utiliser le théoreme de 'HOPITAL car lim ——— =
X—+00 X X—+oo X x—0 (x)!
liné 1+ cos(x) qui n'existe pas.
X—
. x+cos(x) I+ —Coi(x) .

im ————— = lim ——=— = 7 mais on ne peut pas utiliser le théoreme de ' HOPITAL car lim sin(x) n’existe
x—+00 2X —C0S(Xx) x—+oo 9 _ COS(x) x—0
X

pas.

DOExercice 8.18 Théoreme de 'HOPITAL - EL [0 - oo]

| Calculer les limites suivantes :

1. lim xIn(x) 3. lim xe* 5. lim xel/* 7. lim (x - §)tan(x)

x—0* X——00 x—0* x—»%
. 2

2. lim x®In(x) 4. lim xe* 6. lim xel/* 8. lim (x~ )" tan(x)

x—0% X—+00 x—0t X=3
CORRECTION.
1. 0 2.0 3.0 4. 0 5. +o0 6. 0 7. -1 8. 0

DExercice 8.19 Théoreme de 'HOPITAL - EI [co — oo

| Calculer les limites suivantes :
. 1 1 . 1 1 . 1 X
1. lim|— - — 3. lim|— - 5. lim -
—0\x sin(x) —0\lx e¥-1 -1+ \In(x) 2In(x)
1 1 . 1 1 1
2 (L T [— o (1)
x—»l(ln(x) x—l) x—Z \cos(x) —1\In(x) (x-1)2
CORRECTION.
1. 0 2. 3 3. 3 4.0 5. 00 6. 00
‘g'Exercice 8.20
* Calculer les limites suivantes.
*
* sin(zx 2In(x eX -1
X i ( ), lim ( ), lim , lim xIn(x),
* x—1 In(x) x—1 x—1 =0 X x—0*
* .
i . sin(mx) . 1 . X . 1
X lim R lim | — - , lim ———, lim | — -—,
i x—2 x—2 x—0\sin(x) tan(x) =01 —-+1-x x—0\sin(x) x
) 3
I . 1 cos(ax) . sin(x)—x+
X lim - > , hm—s.
* x—0\ X X x—0 X
*
*
CORRECTION.

* Soient f(x) = sin(rx) et g(x) =In(x); alors f(x) = wcos(rx), g'(x) = L et

: !
im M = 9, lim N =lim(rx)cos(mx) = -7
x—1 In(x) 0 x—1g'(x) x—1
donc
sin(wx) B

1im
x—1 In(x)
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* Soient f(x) =2In(x) et g(x) = x—1; alors f'(x) = 2, g'(x) = L et

196

21 ! 2
limn—(x)zg, f() =lim—-=2
-1 x-1 0 x~1 g'x) x—1x
donc
. 2In(x)
lim =
x—1 x—1
Soient f(x) = e*—1et g(x) = x; alors f'(x) = e*, g'(x) =1 et
~1 0 '
lime =—, limwzlimele
x—0 X 0 x—0g'(x) x—0
donc
.oe¥ -1
lim =1.
x—0 X
Soient f(x) =In(x) et g(x) = 1 ; alors f'(x) = 1, g'(x) = —% et
l _ /
lim xIn(x) = lim n® = ;oo, lim ™ = lim x=0
x—0* x—0* 1/x  +oo x—0+ g'(x)  x—0*
donc
lim xIn(x) =
x—0+

Soient f(x) = sin(x) et g(x) = x—2; alors f'(x) = mcos(nx), g'(x) =1 et

. 0 ,
lim —sm(nx) =-, f (x) =limmcos(mx) =
=2 x—2 0 XHZ g'(x) x-2
donc
. sin(mx)
lim =7
x—2 X—2
Sinl(x) — tanl(x) = l;cno(i()x) Soient f(x) = 1—cos(x) et g(x) = sin(x) ; alors f'(x) = sin(x), g’(x) = cos(x) et
1-cos(x) O . i) . sin(x)
im———=—, =lim =
x—0 sin(x) 0 x—0 g'(x) x—0cos(x)
donc

lim( - - ! ) =0.
x—0\sin(x) tan(x)
Soient f(x) =xet g(x) =1-+v1-x;alors f'(x) =1, g'(x) =

Fet

0 f'x)
lim =2, lm —lim-2VI—x=-2
01— \/1 T 0 g it

donc

lim =-2.
x—>01 V1i—-x

. Soient f(x) = x —sin(x) et g(x) = xsin(x); alors f'(x) = 1 —cos(x), g'(x) = sin(x) + xcos(x),

( 1 1) _ x-sin(x)

sin(x) x xsin(x)

f"(x) =sin(x), g"(x) = 2cos(x) — xsin(x) et

x—sin(x) 0 f’ ) l-cos(x) 0 o . sin(x)

T i ) ) m — = im =lim ————— =
xHO xsin(x) "0 xHO g'(x) xHO sin(x)+xcos(x) O x—0 g"(x) x—02cos(x)— xsin(x)

donc

lim( - —l): .
x—0\sin(x) x

Soient f(x) = 1—cos(ax) et g(x) = x*; alors f'(x) = asin(ax), g'(x) = 2x, f"(x) = a® cos(ax), g" (x) = x et

| 1-cos(ax) 0 lim f'(x) im asin(ax) 0 . f'(x) . d*cos(ax) a*
=0  x2 0  x0g(x) x=0 2x 0  x=0g"(x) x—0 2 2
donc
. l-cos(ax) a®
lim ——=—.
x—0 x2 2
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* Soient f(x) =sin(x) — x + %3 et g(x) = x°; alors f'(x) = cos(x) — 1+ %2, g'(x) =5x*, f"(x) = —sin(x) + x, g" (x) = 20x3,
f"(x) = —cos(x) + 1, g"(x) = 60x2, fU) (x) =sin(x), gV (x) = 120x et

im 7O i £® oy 9 S0 _ f% . sinx) 1

o) a0g(x) am0gl(x) x0gh(x) 0 @ x-0glh(x) xo0120x 120

donc )
lim _f(x) =—.
x—0g(x) 120

Exercice 8.21 Application du théoréme des accroissements finis
Un automobiliste entre sur une autoroute ol la vitesse est limitée a2 130km -h~!. Quand il ressort, deux heures plus tard
et a2 305km de son point d’entrée, des gendarmes lui dressent un PV pour excés de vitesse, bien que sa vitesse n’ait été
jamais matériellement controlée. Ont-ils raison ?

CORRECTION. Soit s(#) sa position (mesurée en kilometres) au temps ¢ (mesuré en heures). On a s(0) = 0 et s(2) = 305. Si
la position est une fonction dérivable du temps, alors le théoreme des accroissement finis permet de conclure qu'il existe
un instant T avec 0 < 7 < 2 pour lequel §'(r) = % =152.5. En d’autre termes, la voiture doit, a un instant donné, avoir
une vitesse de 152.5km -h~!.

DExercice 8.22
2

b On note ¥ la courbe représentative

Soit a et b deux réels et f la fonction définie sur R\ {—-b} telle que f(x) = ax
de f.
1. Pour tout a € R, f est prolongeable par continuité en x = —b.

D 2. Sib=-2/y/aet a>0alors f est prolongeable par continuité en x = —b.

D 3. Sib=2/\/aeta>0alors f est prolongeable par continuité en x = —b.

D 4. ¢ admet une asymptote verticale pour tout a et b.

D 5. Il existe au moins une valeur de a telle que ¢ admet une asymptote horizontale.
D 6. Il existe au moins une valeur de a # 0 telle que ¢ admet une asymptote oblique.

D 7. Soit a= b =1, alors ¢ est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.

D 8. Soita=—1et b=1, alors ¢ est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.

CORRECTION.
O1. Faux:sia=0, f(x) = #A‘b etlim,__j,+ f(x) = Foo

o : (=) e+ F2) . AP
W 2. Vrai:sia> 0, on peut écrire f(x) = a~—2"—* doncsi b=-2/\/aalors f(x)= a(x+ %) etlim,__j f(x) =4va

x+b

2

. i (=&l 72) . 2) eqli
W 3. Vrai:sia> 0, on peut écrire f(x) = a—="— doncsib=2/y/aalors f(x) = a(x— %) etlim,_._p, f(x)=—-4va

x+b

04. Faux:sib=+2/\/aeta>0, f(x)=a (x F %) donc ¢ n"admet d’asymptote verticale

5. Vrai:sia=0alors f(x) = 7 etlimy .. f(x) =0 donc y = 0 est asymptote horizontale de 4.
W 6. Vrai : pour tout a # 0, la droite d’équation y = ax — ab est asymptote oblique de ¥ car limy_.., f(x)/x = a et
limy—100 f(x) —ax =—ab.

O7. Faux:sia=b =1, alors f(x) = % =x—-1- % et son asymptote oblique est y = x — 1 donc f(x) < x—1 pour

X — +00: ¥ est en-dessous de son asymptote au voisinage de +oo.

08. Faux:sia=-1etb=1,alors f(x) = ’jﬁ:‘ =—x+1- % et son asymptote oblique est y=—x+1donc f(x) < —x+1

pour x — +00 : ¢ est en-dessous de son asymptote au voisinage de +oo.

bt =)
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*
*
*
z S'oit f l'application définie sur R dont le tableau de varia- Alors 'expression de f peut étre...
ztlonsest Dl' o0 =lx+1
X —00 0 +00
% DZ. fx)=e*—x
* +00 +00 _ x4
ol w T~ [Js. o=
% 1 D4. flx)=vxt+1
% DS. flx) = In(x%+1)

CORRECTION.
W 1. Vrai: f(0) =1, limy_. f(x) = +00, f est paire et f'(x) >0 pour x >0
W2, Vrai: f(0)=1,limy_400 f(x) =400, fl(x) =e*—1lete*=1ssix=0,e*>1six>0,e <1six<0

Pl o K2+2x—1 _ (x=(=1-v2))(x=(=1+v2)) ;
2 six=0 7 = > six=0 .
03. Faux: f(x) = £t ={ Gl donc f'(x) ={ ) (1) ainsi
[x[+1 1 —2x-1 _ _ (x=(1=V2)(x=(1+V2))
L1 six<0 A =T six<0
x | —oo 1-v2 0 —-1+V2 +00
+00 1 +00
2-v2)v2 2-v2)v2
W 4. Vrai: f(0) =1, limy_1 f(x) = +00, f est paire et f'(x) >0 pour x >0
O05. Faux: f(0)=In(1)=0#1
®Exercice 8.24
Soit fi: R — R une application définie par
x%cos(L), six#0,
Ja(x) = (x) .
0, six=0.
Pour a =0, 1,2,3, répondre aux questions suivantes :
* fq est-elle continueen x=07?
* fy est-elle dérivableen x =07
* fy est-elle de classe €' (R) ?
CORRECTION.
1 .
cos(=), six#0,
Cas a=0: fy(x)= (%) . 7
0, six=0.
* fy nest pas continue en 0 car lim,_g fy(x) = lim,_q cos (1) n'existe pas.
* fo n'est pas dérivable en 0 car elle n’est pas continue en 0.
* fo n'est pas de classe €1 (R) car elle n’est pas continue en 0.
1 .
xcos(<), six#0,
Casa=1: fix)= (%) ) ?
0, six=0.
* f1 est continue en 0 car lim,_ fi (x) = 0 = f1(0) (il suffit d’'observer que —x < xcos (%) < X).
* f] n'est pas dérivable en 0 car lim_.¢ W =limy_¢cos (J—IC) n’existe pas.
* fi n'est pas de classe € (R) car elle n’est pas dérivable en 0.
2 1 ;
x“cos(=), six#0,
Casa=2: fo(x)= (%) . 7
0, six=0.
* f> est continue en 0 car limy_ f>(x) = 0= f3(0) (il suffit d'observer que —x* < x cos (1) < x?).
* f> est dérivable en 0 car lim_.q % =lim,_gxcos (%) = 0 (il suffit d’observer que —x < xcos (%) <x).
* fo n'est pas de classe ¢ (R) car
, 2xcos(L)+sin(L), six#0,
L) = * * .
0, six=0,

etlim,_g f, (x) n'existe pas (car limy_qsin (1) n'existe pas).
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Cas a=3: filv)= {xscos(%‘)’ A0
0, six=0.
* f3 est continue en 0 car lim,_.q f3(x) = 0 = f3(0) (il suffit d’observer que —x3<i8 cos( ) < x%). De plus, elle est
continue dans tout R.
* f3 estdérivable en 0 car lim,_.q

* f3 estde classe €1 (R) car

w limy_o x*cos (1) = 0 (il suffit d'observer que —x* < x cos (1) = x?).

g(x):{sﬂcos(i)msm@), x40,
Oy Slx:()’

etlim,_g f3(x) =0 = f5(0).

Doncona
a | fest-elle continueen x=0? | f est-elle dérivableen x=02? | f est-elle de classe €' (R)?
0 Non Non Non
1 Oui Non Non
2 Oui Oui Non
3 Oui Oui Oui

DExercice 8.25
| Soit f: R — R une application définie par

Etablir si f est continue en x = 0.

Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = %
Etablir si f est dérivable en x = 0.

Etablir si f est f est de classe €' (R).

=L e

CORRECTION.

1. Lafonction est clairement continue pour x # 0. Pour x =0 on a
. . 3 1
lim f(x)= lim x"cos|{—|=0,
x—0* x—0* X
. . 3. (1
lim f(x)= lim x’sin|—|=0,
x—0" x—0~ X

donc lirr(l) f(x) = f(0) : f est continue en 0.
xa

2. Pour x # 0 la fonction est clairement dérivable et on a

, 3x?cos (L) +xsin(L), six>0,
F® 3x%sin(1) - xcos(i), six<0
X x/)’ :

La droite tangente a f en x = xg a équation y = f'(xo)x + (f (x¢) — f'(x0) xo) donc pour xg = % onay= —%x+ %
3. Lafonction est dérivable en x = 0 ssi la limite lim,_.¢ f0-1@ (X) f O existe et est finie.
Ona
3 1
— f(0 x°cos(=)—0
lim f-1O = lim —(x) =0,
x—07* x—-0 x—07* x-0
3 in (1
x)— f(0 x°sin(=) -0
lm—f( )= JO) _ lim —(x) =0,
x—0"  x-0 x—0" x-0
donc hrr(l) [0-7O f(0) =0: f estdérivableen 0 eton a

3x2 cos( )+xsm(1), six>0,
flx)=X0o, six=0,
3x?sin(L1)-xcos(L), six<o.
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4. f'est clairement continue pour x # 0. Pour x =0 on a
. / . 2 1 (1
lim f'(x) = lim |3x“cos|—|+xsin|[—|| =0,
x—0% x—0% X X
. / : 2 . 1 1
lim f'(x) = lim |3x“sin|—|—-xcos|[—|| =0,
x—0~ x—0" X X
donc f' est continue en 0. Par conséquent f est de classe €' (R).

@Exercice 8.26
Soit f: R — R une application définie par

¥*In(x), six>0,
fx)=<0, six=0,
x?sin(1), six<o.

f est-elle continueen x =0?

Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = 1.
f est-elle dérivableen x =07

f est-elle de classe €¢LR)?

L

CORRECTION.

1. lirr(l)f(x) = lin?) x%In(x) =0, llrn f(x) = hmx sm( ) 0, donc hm f(x) f(0) : f est continue en 0.
X— X—

x>0 x>0 x<0 x<0
x2In(x) +1), six>0,
2. f'(x) = . 1 1 .
2xsin(y)—cos(3), six<O0.
La droite tangente a f en x = xg a équation y = f'(x0)x + (f (x0) — f'(x0)Xo) donc pour xo =1lonay=x—1.
Jfx)-f0) f(O)

3. Lafonction est dérivable en x = 0 ssi la limite hn}) existe et est finie .

f)- f (0)

x%sin(1/x)—0

Onalim = lr%x ln(’” 90—, lmf ) f © = lim =525 = 0, donc lim [0/ X f O —0=f'(0): f estdérivable
0 x>0 x>0 x<0 J)CCZO
en 0.

4. lirr(l)f’(x) = lin?] x2In(x)+1) =0, llmf (x) = hm 2xsm( L) —cos( 1) n’existe pas, donc f’ n’est pas continue en 0. Par
))66:0 ))Cc:O x<0 x<0
conséquent f n'est pas de classe €' (R).

DExercice 8.27
Soit f: R — R une application définie par

xzcos[l), si x>0,
fx)=40, six=0,

x*sin(1), six<O.

f est-elle continueen x =0?
Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = %
f est-elle dérivableen x =07

f est-elle de classe €' (R) ?

L

CORRECTION.

. ERT 2 1)_ . _ 20in (1) . _ . .
1. )lclil(l)f(x)—)lcli%x cos(1) O,il_%f(x) ,lcll%x sin () O,donc)lclg(l)f(x) f(0) : f est continue en 0.

x>0 x>0 x<0 x<0
2xcos (L) +sin(L), six>0,
2. [0 = (1) (1) :
2xs1n(x)—cos(x), six<0.

2

1
ﬂx+

La droite tangente a f en x = xg a équation y = f'(x0)x + (f (x0) — f'(x0) x0) donc pour xg = % onay= p

200 © G. FACCANONI



Vendredi 25 juillet 2014 8 Dérivabilité

3. Lafonction est dérivable en x = 0 ssi il existe fini la limite lim_.¢ A (x; Of ©
2 1 2 1
On a lim ~5=5= f(X) f(o) lim% 0, lim f(X) f(o) = lim = sfig) =0, donc lim fm f(o) =0=f'(0) : f est déri-
—0 x—0 x—0
x>0 x>0 x<0 x<0
vable en 0.

4. lim f’(x) = lim (2xcos( ) +sin (L)) n'existe pas, donc f’ n'est pas continue en 0. Par conséquent f n'est pas de
x>0 x>0

classe € (R).

©Exercice 8.28
| Soit f: R — R une application définie par

X sm(l), six>0,

I
L

six=0,

fx)

x3sin(1), six<o.

. f est-elle continueen x =0?

. Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = %

1
2
3. f est-elle dérivableen x =0?
4. f est-elle de classe €' (R)?

CORRECTION.

1. lirr(l)f(x) = liII(l) x?sin(1) =0, hm f(x) = hrr(l)x sin(1) =0, donc hm f(x) f(0) : f est continue en 0.
X— X—

x>0 x>0 x<0 x<0
, 2xsin(%)—cos(%), six>0,
2. fly=4"" " L
3x*sin(1) - xcos(3) six<0.
La droite tangente a f en x = xy a équation y = f”(xp)x + (f(x0) — f'(x0)Xo) donc pour xg = % onay=x-— #

3. Lafonction est dérivable en x = 0 ssi il existe fini la limite lim,_ ¢ ———— I (XJ f N

On a lim “5=5= [-/O) f(o) =i O%&’;)O 0, lim f(x) f(o) = lim Ox Sl;lfa') =) =0, donc lim f(X) f(o) =0=f(0) : f est déri-
bl x>0 ))CC:O x<0 x<0
vable en 0.

4. lirr(l)f’(x) = lim (2xsin (1) —cos (1)) nexiste pas, donc f’ n'est pas continue en 0. Par conséquent f n'est pas de
X— X—

x>0 x>0

classe € (R).

DExercice 8.29

Soit f: R — R une application définie par f(x) = x?cos (iz) pour x #0 et f(0) =
1. f est-elle continueen x=07?

2. Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = 1.
3. f est-elle dérivable en x = 0? Calculer I'équation de la droite tangente a f en x = 0 le cas échéant.
4. f est-elle de classe €' (R)?

CORRECTION.
1. Comme limy_¢ f(x) = 0= f(0) (théoreme d’encadrement), la fonction est continue en 0.
2. Pour x #0, f/(x) = 2xcos (%) +2 sm( ) L'équation de la droite tangente a f en x = 1 estdonc y = f'(1)(x— 1) +
f(1) =2(cos(1) +sin(1))(x — 1) + cos(1).
? cos(15)-0
3. festdérivableen x=0etona f'(0) =limy_o——— f(X) f(O) =limy_o %
tion de la droite tangente a f en x =0 estdonc y = f’(O)x + f(0) =

= 0 (théoreme d’encadrement). L'équa-

4. f n'est pasde classe €' (R) car lim,_q f'(x) n'existe pas.
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®Exercice 8.30
Soit f: R — R une application définie par f(x) = x*sin (é) pour x #0 et £(0) =0.
1. f est-elle continueenx=0?
2. Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = 1.
3. f est-elle dérivable en x = 0?2 Calculer I'équation de la droite tangente a f en x = 0 le cas échéant.
4. f est-elle de classe €LR)?

CORRECTION.
1. Comme limy_.o f(x) = 0= f(0) (théoreme d’encadrement), la fonction est continue en 0.
2. Pour x # 0, f'(x) = 2xsin(§) - %cos (%) L'équation de la droite tangente a f en x =1 estdonc y = f'(1)(x—1) +
f(1) =2(sin(1) — cos(1)) (x — 1) +sin(1).

_ x%sin(4)-0
3. f estdérivable en x =0 carona f'(0) = lim,_ % =limy,_g 22

tion de la droite tangente a f en x =0 est donc y = f'(0)x+ f(O) =0.

=0 (théoréeme d’encadrement). L'équa-
4. f n'estpas de classe ¢ (R) car lim,_ f'(x) nexiste pas.

®Exercice 8.31
Dans chaque question, on définira une fonction f: R — R dont le domaine de définition est R et qui satisfait aux pro-
priétés spécifiées :
1. f estinjective et non surjective,
f estsurjective et non injective,
f est bijective et non continue au point 1,
f estinjective, continue dans R et bornée,
f est continue dans R et non dérivable au point 1,

f est dérivable dans R et f’ est non continue au point 0,

N o oo Db

f estbornée et lim,_. f(x) n'existe pas.

CORRECTION.
1. f(x)=e"%,
2. f(x)=x(x-D(x+1),
1

3. f(x): 1 S%X#l;
0 six=1,

4. f(x)=arctan(x),

5 f)=Ix-1|,
xcos(L) six#0,
6. = *
f@ {O six=0,

7 0= {cos(}) six#0,

0 six=0.

®Exercice 8.32
| Soit h: [-1;1] — R la fonction définie par h(x) =1- V/x2. Peut-on appliquer a & le théoreme de Rolle ?

CORRECTION. Théoréme de ROLLE Soit f une fonction continue sur l'intervalle fermé [a; b], dérivable sur l'intervalle
ouvert|a; bl, telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € 1a; b| tel que f'(c) =0.

h est continue sur 'intervalle fermé [—1;1]. On a bien h(1) = h(-1) avec i/ (x) = — si x # 0 mais &' (0) n’existe pas car

2

3V/x
: h(x)=h0) _ —

thﬁi —~= — = Foo.

®Exercice 8.33

| Soit h: [-1;1] — R 1a fonction définie par h(x) =1— Vx2. Peut-on appliquer a h le théoréme des accroissements finis ?
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CORRECTION. Théoréme des accroissements finis Soit f une fonction continue sur l'intervalle fermé [a; D] et dérivable
sur l'intervalle ouverta; bl. Alors il existe ¢ € 1a; bl tel que f(b) — f(a) = (b—a) f'(c).
h est continue sur [-1,1] et W/ (x) = —ﬁ} si x # 0 mais k' (0) n’existe pas car l)icm w = Foo.

DExercice 8.34
Soit g: 10; Z[—]0, 1[ une application telle que g(x) = sin(x).
1. Montrer que g est strictement croissante sur ]0; % [.

En utilisant le théoreme de la bijection démontrer que I'équation g(x) = % admet une unique solution.

2.
3. Déterminer la fonction inverse g~!. Que sait-on de la continuité de g1 2
4.

Calculer la dérivée de g‘1 sur ]0; 1.

CORRECTION.
1. g(x) =sin(x), g'(x) = cos(x), g’'(x) > 0 pour tout x € ]0; Z[ donc g est strictement croissante sur ]0; 5 [.

2. Théoreme de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1. Alors [ induit
une bijection de I dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f (I), est monotone sur f (I) et a le méme
sens de variation que f.

g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur ]0; Z[, ce qui prouve que g réalise une bijection de ]0; Z[
dans
g(10;51) =] lim g(x); lim g(x)[=10; 1.

x—z

Comme % € g(10; 7D, on en déduit qu'il existe un unique réel a € 10; 7 [ tel que g(a) = %

3. g‘1 :10;1[—]0; % [avec g‘1 (y) = arcsin(x). Comme g réalise une bijection de ]0; % [ dans ]0; 1], la bijection réciproque
g~ ! est une bijection de ]0;1[ dans ]0; Z[. Sachant que g est continue sur ]0; 5[, on peut en déduire que g !est
continue sur ]0; 1[.

4. Ladérivée de g~! sur]0;1[ est %
-y

‘¢Exercice 8.35
* Soit g: ] — oo, 0[— R une application telle que g(x) = e* — 1.

¥ 1. Montrer que g est strictement croissante sur R*.
* - P e . ) 2 . . .
¥ 2. En utilisant le théoréme de la bijection démontrer que I'équation g(x) = —% admet une unique solution.
* . . L _ . N _
x 3 Déterminer la fonction inverse g~!. Que sait-on de la continuité de g ! ?
% 4. Calculerla dérivée de g~! sur] - 1;01.
CORRECTION.
1. gx)=e*-1, g'(x) =e*, g'(x) > 0 pour tout x € R* donc g est strictement croissante sur R*.
2. Théoreme de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit
une bijection de I dans f (I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f (I), est monotone sur f(I) et a le méme
sens de variation que f.
g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur R*, ce qui prouve que g réalise une bijection de R*
dans
*y 1 -3 —1_1-
g(R_)—]xlglpwg(x),}clilg)g(X)[—] L;0[.
Comme —% € g(R*), on en déduit qu’il existe un unique réel @ € R* tel que g(a) = —%.
3. g’1 :1-1;0[— R* avec g’1 (») =In(y +1). Comme g réalise une bijection de R* dans ] —1;0[, la bijection réciproque
g~ ! estune bijection de ] —1;0[ dans R* . Sachant que g est continue sur R*, on peut en déduire que g~ ! est continue
sur ] —1;0[.
P -1 1
4. Ladérivéede g~ sur]—1,0[ est iy
®Exercice 8.36

Soit g: 1 —1,0[— R une application telle que g(x) =In(1 + x).
1. Montrer que g est strictement croissante sur ] —1,0][.

2. En utilisant le théoréme de la bijection démontrer que I'équation g(x) = —2 admet une unique solution.
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3. Déterminer la fonction inverse g~!. Que sait-on de la continuité de g~* 2

4. Calculer la dérivée de g‘1 sur | —oo;0[.

CORRECTION.

1
1+x

2. Théoreme de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1. Alors f induit
une bijection de I dans f (I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f (I), est monotone sur f(I) et a le méme
sens de variation que f.

1. g =In(1+x), g'(x) = , &' (x) >0 pour tout x € ] — 1;0[ donc g est strictement croissante sur ] — 1;0].

g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur | — 1;0[, ce qui prouve que g réalise une bijection de
]1—1;0[ dans
g(-10) =] lim g(x);lim g(x)[=] —o0;0L[.
x—-1 x—0
Comme -2 € g(] — 1;00), on en déduit qu’il existe un unique réel a € | — 1;0[ tel que g(a) = 2.

3. g‘l: R* —]-1;0[ avec g‘l(y) = eY — 1. Comme g réalise une bijection de | — 1;0[ dans R, la bijection réciproque
g~! est une bijection de R* dans ] — 1;0[. Sachant que g est continue sur ] — 1;0[, on peut en déduire que g~' est
continue sur R*.

4. Ladérivée de g~ ! sur] —o0,0[ est e.

®Exercice 8.37
| Trouver le point de la courbe d’équation y = \/x plus proche au point (4,0).

CORRECTION. Soit (x,/x) un point quelconque de la courbe d’équation y = /x. Il s’agit de trouver le minimum de la
distance entre ce point et le point (4,0) :

min \/(x—4)2 +(v/x-0)? =min V' x> - 7x+16.
xeR* XERT N ———

d(x)
Sa dérivée vaut
, 2x-7
dx) = ——
2VX2—-7x+16
etona
*x d'(x)=0 << x=1,
* d'(X)>0 < x>1,
* d'(x)<0 < x<Z
par conséquent le point cherché est (%, %)
y
2
1 =

®Exercice 8.38
Un terrain rectangulaire d’aire A se trouve le long de la
rive (rectiligne) d'une riviere. Quelle est la longueur mini-
male de la cloture nécessaire pour cloturer les trois autres
cOtés du terrain ?

aAATATAY

CORRECTION. Aire : A = bh. Longueur cloture : £(b) = 2b+ h(b) = 2b + %. Recherche du minimum : ¢'(b) = 2 — b—ﬁ et
0'(b)=0ssib= \/g. Comme ¢"(b) = i—‘;‘ > 0 pour tout b > 0, il s’agit bien d’'un minimum.
Remarque : si on cloture tous les quatre cotés on a £(b) =2b+2h(b) etdonc h=b = VA.
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‘¢Exercice 8.39 y
* On considere le quart de circonférence d’équation y =
rV1- x2 pour 0 < x < 1. Soit P = (xp, yp) un point du quart
¥ de circonférence. On note par Ale point d’'intersection de

¥ la tangente en P avec I'axe x. Exprimer la surface du tri- 1 p
X angle OAP en fonction de xp. yp|----
|
I
0 xp AN X

CORRECTION. Soit f(x) = V1 — x2. Léquation de la droite tangente en x = xp s’écrit

y=f%mﬁu—xw+jlw):—:fﬂzu—xm+,n—x§

l—xP

A= (x4,0) est le point d’'intersection de cette droite avec la droite d’équation y =0, donc on a

—Xp 5 1
—(xA—xP)+\/l—xP:O - Xpa=—
2 Xp

1-x2

1-x3
et la surface du triangle OAP en fonction de xp est x"zi = z.

2xp

& Exercice 8.40 y
On consideére le quart de circonférence d’équation y =
V1—x% pour 0 < x < 1. Soit P = (xp, yp) un point du quart
de circonférence. On note par B le point d’'intersection de
la tangente en P avec 'axe y. Exprimer la surface du tri- P
angle OBP en fonction de xp. Iy

0 Xp X

CORRECTION. Soit f(x) = V1 — x2. Léquation de la droite tangente en x = xp s’écrit

y:f,(xP)(x_xP)"‘f(xP):LPZ(X—XP)-F\/I—X%

1-x2

B = (0, yp) estle point d’intersection de cette droite avec la droite d’équation x = 0, donc on a

- 2 _
Vp=——=+\/1-xp=

>+
2,/1—xP

et la surface du triangle OBP en fonction de xp est 5% = —£—

‘g'Exercice 8.41 Dérivée d’'une fonction composée

x Un glacon sphérique fond en conservant sa forme. Le taux de variation de son volume avec le temps est proportionnel a
% sasurface. Il faut une heure pour qu'un glagon de un centimetre de rayon fonde totalement. Aprés combien de temps le
¥ glacon a-t-il diminué de moitié en volume ? Rappel : 1a surface et le volume dune sphére de rayon r sont respectivement

I S=4nr’etV= %nrg.

CORRECTION. Le rayon est fonction du temps donc V'(z) = 47n[r(£)]?r' (). Comme le taux de variation de son volume
avec le temps est proportionnel a sa surface, il existe k € R tel que V'(f) = k4n[r(£)]2. Donc 47[r(0)]1%r'(t) = kdn[r(1)]?,
autrement dit k = /() ce qui implique que () = at + b. Comme il faut une heure pour qu'un glacon de un centimetre
de rayon fonde totalement, on a r(0) = 1 et r(1) = 0 et on obtient la relation r(¢) = 1 — £. On cherche alors f tel que V(i) =
V(0)/2, c’est-a-dire %ﬂ(l -3 = %7‘[% :1e glagon a diminué de moitié en volume aprés =1 —271/3 = 0.20 h = 12 minutes.
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Exercice 8.42 Dérivée d'une fonction composée
Un glacon cubique fond en conservant sa forme. Le taux de variation de son volume avec le temps est proportionnel a
sa surface. Il faut une heure pour qu'un glagon de un centimeétre de coté fonde totalement. Aprés combien de temps le
glacon a-t-il diminué de moitié en volume ?

CORRECTION. La surface et le volume d’un cube de coté ¢ sont respectivement S = 6/2 et V = £3. Le coté est fonction du
temps donc V'(£) = [£(1)]?¢'(t). Comme le taux de variation de son volume avec le temps est proportionnel 2 sa surface,
il existe k € R tel que V'(£) = k6[£(£)]2. Donc [£(1)]1?¢(t) = k6[£(1)]?, autrement dit 6k = ¢'(f) ce qui implique que £(t) =
at+ b. Comme il faut une heure pour qu'un glacon de un centimetre de coté fonde totalement, ona #(0) =1 et /(1) =0 et
on obtient la relation #() = 1 - t. On cherche alors 7 tel que V() = V(0)/2, c’est-a-dire (1 — #)3 = 1/2 : le glagon a diminué
de moitié en volume apres 7 = 1 —2713 = 0.20 h = 12 minutes.

®Exercice 8.43
| D’aprés le principe de Fermat un rayon lumineux n’emprunte pas le chemin le plus court mais le chemin le plus rapide.
Autrement dit, ce n’est pas la longueur du parcours mais sa durée qui est minimale.
1. Démontrer la loi de la réfraction : “dans le plan soient A et B deux points de chaque c6té d’'une droite 2. On
suppose que la lumieére voyage a vitesse u dans le demi plan contenant A et a vitesse v dans I'autre demi-plan.
Alors le rayon lumineux prend le chemin caractérisé par 'équation ucos(y) = vcos(a) ol a et y sont les angles

indiqués ci-dessous.”
A
9 vitesse u a P

vitesse v Y

B

(Indication : choisir un repeére adapté et exprimer le temps nécessaire pour le chemin en fonction de la position
du point P ; puis minimiser par un calcul de dérivée.)

2. Pour un rayon lumineux qui arrive sur la surface d’'un lac un nageur mesure @ = 45° et y = 58°. En déduire la
vitesse de la lumiere dans I'eau.

CORRECTION.

1. On remarque que sur le dessin u > v. En effet, dans le demi-plan supérieur la partie du chemin est un peu plus
longue que si on suivait le chemin direct [AC]; on gagne du temps en faisant un chemin plus long dans le demi-
plan ot la vitesse est plus rapide. Choisissons un systéme de coordonnées orthonormées et des notations comme

indiquées ci-dessous.
A=1(0,a)s
) \ P=(x0)

Y

B=(b,—c)

Alors
AP =V x2+a?, CP =V (b-x)%+c2.

Ainsi la durée du trajet APC est

Va2 + a? N V(b-x)?+c?

[ = ,
Cette expression définit une fonction dérivable f sur R et
b-x cos(a) sin(y)
fl (x) — _ — _ Y .
uvxt+a® v\ (b-x)?+c? u u
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Ainsi f'(x) = 0 si et seulement si ucos(y) = vcos(a). Géométriquement il est plus ou moins évident que cette condi-
tion correspond effectivement a un minimum de la fonction f, mais on peut aussi procéder rigoureusement en
dérivant encore une fois :

2 CZ

+ >
uV/ (2 +a2)3 v/ (b-x)?%+c?)3

Le signe de la dérivée seconde étant strictement positif la dérivée f’ change de signe au point ol elle s’annule, de
sorte que ce point est un minimum. Remarque : si la vitesse de la lumiére varie en fonction du lieu (lieu anisotrope)
le chemin le plus court n’est pas forcément le plus rapide! C’est comme en voiture, un détour peut étre plus rapide
s’il évite des bouchons.

fl/(x) —

2. On obtient comme vitesse de la lumiere dans ’eau :

p= 008 3 053x3x10%m s ~2.25x 10°m-s.
cos(45°)
®Exercice 8.44
Un alpiniste commence a escalader une montagne un samedi & 7 heures du matin. A 5 heures de 'aprés-midi, il atteint
le sommet, ou1 il décide de passer la nuit. Le dimanche matin a 7 heures, il entame sa descente. Il arrive a son point de
départ a 17 heures. On suppose que son altitude varie continument au cours du temps. Prouver qu’a un méme moment
de la journée du samedi et celle du dimanche, il était a la méme altitude.

CORRECTION. Pour f€[7,17], onnote S(¢) (resp. D(t)) l'altitude de I’alpiniste au moment ¢ de la journée de samedi (resp.
dimanche). La fonction f = S— D est continue et vérifie f(7) <0 < f(17). D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires
il existe c € [7,17] tel que f(c) =0, c’est-a-dire S(c) = D(c).

®Exercice 8.45

| On consideére un produit dont le prix unitaire est p (p > 0). On note q la quantité vendue de ce produit pendant un mois
et on suppose que g(p) = a + fp ot a et B sont des réels.

Peut-on déja prédire le signe de la constante §?

De combien varie la quantité vendue lorsque le prix augmente de 1?

Quelle est la plus grande valeur de p possible sachant que la quantité vendue g est un nombre positif?
On suppose désormais que g = 5000 si p = 100, et que g = 4000 si p = 200. Déterminer «a et .
Déterminer en fonction de p les recettes mensuelles r(p).

Quelle est la valeur maximale des recettes ?

N o oo D=

Le coft unitaire de fabrication du produit est égal a 100. Déterminer en fonction de p le profit g(p) total réalisé
(c’est-a-dire la différence entre recettes et cofit).

8. Pour quelle quantité le profit est-il maximal ?

CORRECTION.

1. Lafonction q est affine. La quantité vendue est forcement une fonction décroissante du prix, donc § doit étre néga-
tif.

5000-4000 _

2. Le taux d’accroissement est § = >757=575~ = —10. On en déduit (par décalage) que

q(p) = —-10(p —100) + 5000 = 6000 — 10p.

Donc a = 6000.
3. Comme f = —10, lorsque le prix augmente de 1 on perd 10 acheteurs.

4. Onrésoutl'inégalité
q(p) =0 <> 6000—10p =0 < p < 600.

Donc on trouve des acheteurs si et seulement si le prix est inférieur a 600.

5. Les recettes mensuelles sont

r(p) = prix unitaire x quantité vendue = p x g(p) = 10p(600 — p).
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6. La dérivée est
r'(p) =20(300 - p),

donc r est croissante sur [0,300] et décroissante sur [300,600]. Il y a donc un maximum en p = 300. Les recettes
maximales sont donc
r(300) =900000.

Solution alternative: 1a courbe de la fonction p — r est une parabole concave ayant deux intersections avec |'axe des
abscisses, en p = 0 et p = 600. Par symétrie le maximum se trouve au milieu entre ces deux intersections, c’est-a-dire
au prix de 300.

7. Ona
g(p) =r(p) —100g(p) = (10p — 1000) (600 — p).

8. Apres un petit calcul on trouve g’(p) = 7000 — 20p, donc g est croissante sur [0,350] et décroissante sur [350;600]. 11
y a donc un maximum pour le prix 350. Cela correspond a une quantité de ¢(350) = 2500.
Solution alternative : 1a courbe de la fonction p — g est une parabole concave ayant deux intersections avec 'axe
des abscisses, en p = 100 et p = 600. Par symétrie le maximum se trouve au milieu entre ces deux intersections,
c’est-a-dire au prix de 350.

¢'Exercice 8.46
*
*
*

X Un tracteur partant d'un point A situé sur une route recti- 4 C
% ligne doit atteindre un point B situé dans un champ (voir A D a
;‘;la figure ci-contre). On connait les distances AC = ¢ et 90

X CB = d et on sait que le tracteur va deux fois moins vite

zdans le champ que sur la route. Il quitte la route en un d
¥ point D de [AC] a préciser. Les trajets de A a D et de D

¥ a B sont supposés rectilignes. Déterminez le point D pour

2 que le temps total soit minimal. Discutez suivant ¢ et d. B

>t

CORRECTION. Soit AD = x avec 0 < x < ¢. On a alors DB = /(¢ — x)? + d?. Si v désigne la vitesse du tracteur dans le
champ, sa vitesse sur la route est de 2v et le temps total mis pas le tracteur pour atteindre B depuis A est

x VWl-x?+d?

Hx)=—+
() 2v v

On cherche x € [0; /] qui minimise la fonction ¢. On a

1 -2(0—x) B Vl-x)?2+d?-2(0-x)

f(x)=—+

2v 20 /(l-x2+d2 20/l -x2+d?

donc #'(x) = 0 si et seulement si x = ¢ — \% et

£ (x) = e 0
- >0,
v((l—x)2+d?):2

ce qui implique que ¢'(x) > 0 si et seulement si x < £ — \%. Par conséquent,

* sil < \% alors #'(x) < 0 pour tout x € [0; ¢] : 1a fonction ¢ atteint son minimum en x = 0, c’est-a-dire que le tracteur
quitte la route en A;

*x sif> \% alors #'(x) < 0 pour tout x € [0; £ — \%] et t'(x) > 0 pour tout x € [ — \%; /] :1a fonction ¢ atteint son minimum
—¢_ 4
enx=1¢ N
®Exercice 8.47

On note x la quantité produite, p le prix et f(x) le cotit. On suppose que l'on se trouve dans un cas de concurrence
parfaite, dans lequel le prix de la marchandise est indépendant de la quantité produite. Le profit est la fonction I1(x) =
recette — cofit. Prouver que le profit est optimal lorsque la recette marginale est égal au co(it marginal.
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CORRECTION. La recette est g(x) = px. La recette marginale est g’'(x) = p et le colit marginal est f’(x). Le profit est
I(x) = g(x) — f(x). On a Il'(x) = g'(x) — f'(x) = p— f'(x). Donc si p = f'(x) la dérivée du profit s’annule et le profit et

extrémal.
®Exercice 8.48

On dispose d'un compte épargne a un taux d’intérét annuel de 5%.
1. On place 10000€. Calculez les intéréts gagnés au bout d'un an si les intéréts sont versés

1.1. une fois par an,
1.2. une fois par mois,

1.3. en continu.
2. On suppose que les intéréts sont versés une fois par ’an. Aprés combien d’années le capital aura-t-il triplé ?

3. On suppose que les intéréts sont versés continiment. Quel montant initial doit-on placer pour avoir 25000€

apres dix ans?
Tous les résultats de cet exercice sont a arrondir au centime le plus proche.

CORRECTION.
1. Les calculs suivants sont en €.
1.1. Dans ce cas, le capital aprés un an est

(1+0.05) x 10000 = 10500.

Donc les intéréts s’élévent a 500 €.

1.2. Dans ce cas, le capital apres un an est

0.05\'?
1+7 x 10000 = 10511.62.

Donc les intéréts s'élevent a 511.62 €.
1.3. Dans ce cas, le capital aprés un an est

n—oo

. 0.05)" 0.05
lim [1+——| x 10000 = %% x 10000 = 10512.71.
n

Donc les intéréts s’élevent a 512.71 €.
2. Onnote Cj le capital initial et C, le capital apres n ans. Alors on a (suite géométrique) : C,, = 1.05"Cy. On cherche le
plus petit entier n tel que 1.05"Cy = 3, ou encore nln(1.05) = In(3). On trouve n = 22.51. Il faut donc attendre 23 ans.

3. On note Cy le capital initial et C,, le capital aprés n ans. Alors on a (suite géométrique) : C,, = (e%%%)"Cy, ou encore
Co = e 2957 C,,. Pour C1y = 25000€ on trouve la capital initial :

Co=e%%x25000~15163.27 €.

®Exercice 8.49

Un joueur de football, en possession du ballon, court sur la ligne de touche. Ayant une frappe extrémement forte il ne
se soucie pas de la distance et tire a I’endroit ou1 'angle d’ouverture par rapport au but est maximal. Quel est alors cet

angle (en degrés) ?
Utiliser les dimensions recommandées par la FIFA : terrain 105m x 68m et largeur du but 7.32m.

CORRECTION. D’apres ce dessin

N|
1

I 68m

37.66m
30.34m

a (angle a maximiser)

a=
b=
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on trouve
b b
t =2, =arctan| = |, b
an(p) X . . p=arc an(x) = a(x) :arctan(z)—arctan(—),

tan(a+p) = ¢, a+f=arctan (%), x x

puis, par dérivation,
/ a (a—Db)(ab- x?)
a (x)= - = .
x2+b> xX>+a®  (®+a>)(x*+Db?)

Cette dérivée s’annule au seul point

Xo =Vab=v30.34m x 37.66m = 33.8m.

Géométriquement il est évident que la fonction x — a(x) possede un unique maximum qui est donc xp. (On peut aussi
remarquer que a(x) = 0 pour tout x = 0 et que limy,_ a(x) = limy_ a(x) = 0; ainsi la fonction dérivable a possede un
maximum sur R, qui se trouve donc en xp). L'angle maximal est alors

a b
a(xg) = arctan| — | —arctan| — | = 6.18°.
X0 X0

®Exercice 8.50

Deux rues se coupent en formant un angle droit. Une voiture circule sur une rue a une vitesse de 2m-s~! et une seconde
voiture circule sur I'autre rue 4 une vitesse de 4m-s~'. Les voitures partent toutes les deux d'une distance de 200m du
point d’intersection et se dirigent vers I'intersection des rues. Quelle sera leur distance minimale ?

CORRECTION. Placons les deux rues dans un plan cartésien, la premiere rue sera I’axe des abscisses, la deuxieme ceux
des ordonnées et I'intersection des deux rue se trouve au point de coordonnées (0, 0). Indiquons par (x;, y;) la position de
la voiture i (i = 1 ou 2). Alors

(x1,y1) = (=200 +21,0) (x2,y2) = (0,—200 + 41)
Soit f: Ry — Ry le carré de la fonction distance des deux voitures en fonction du temps :

(1) = (21 = x2)* + (1 — y2)* = (=200 + 21 — 0)* + (0 + 200 — 41)* = 20¢* — 2400 + 80000.

Cette fonction est minimale pour # = 60s et'on a /f () = V20 x 602 — 2400 x 60 + 80000 = /8000 ~ 90 m.

®Exercice 8.51

La distance r qui sépare deux molécules résulte d’'un équilibre entre une force attractive proportionnelle 2 1/r% et une
force répulsive proportionnelle a 1/r!2. La distance d’équilibre est celle pour laquelle le potentiel de LENNARD-JONES
est minimal. Calculer cette distance sachant que ce potentiel est donné par

v =4g((g)12—(g)6)

ol o est une distance, appelée distance de collision, et € est le potentiel minimal.

CORRECTION.

V’(r):48(_%(%)12+§(g)6):0 = r=v20 et V(V20) = —¢.

®Exercice 8.52
Dans une molécule diatomique, I'énergie potentielle varie avec la distance r entre les deux atomes. L'expression empi-
rique de ce potentiel (appelé potentiel de MORSE) est donnée par

V(r)=D( - e* P2

ol @, B > 0 sont des constantes propres a4 chaque molécule. A I'équilibre une molécule de trouve au niveau de son
énergie potentielle la plus basse. Trouver cette position d’équilibre. La différence entre I'énergie potentielle a I'équilibre
et celle lorsque r tend vers I'infini est I'énergie de dissociation. Calculer cette énergie.
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CORRECTION.
* Position d’équilibre :

V(1) =2D(1-e* Pyx(—e® Pyx (=)= -2V (N =0 <<  V(I)=0 < r=

* Energie de dissociation :

r—+00 r—+o00

im v|[&|-ve) = lim D(l—(l—e“‘ﬁr)z): lim D(—ez(“_ﬁr)+2e“_ﬁr):D.
‘B r—+o00

®Exercice 8.53
La mesure de la distance entre deux points donne une série de valeurs expérimentales d;,do, ..., d,. Sur la base de ces
valeurs, on désire obtenir une estimation de d qui soit la plus proche possible de la réalité. Trouver une formule pour d
telle que la mesure d’erreur
(d—di)’ +(d—dp)’ +---+(d—dp)"

soit minimale.

CORRECTION. On veut minimiser la fonction
fiR—-R;

n
d—Y (d-d)?
i=1

Ona

n n
fld)y=2) (d-d;) =2(nd— > d,-)
i=1 i=1
donc f'(d) =0ssid=1¥"  d;.
®Exercice 8.54

Une société produit des boites en carton de 5L a forme de parallélépipede a base carrée. Les boites doivent utiliser la
moindre quantité de carton possible. Quelles dimensions doit-elle fixer ?

CORRECTION. Notons ¢ lalongueur (en décimetre) des cotés de la base (carrée) et i la hauteur (en décimetre) de la boite.
On a ¢%h = 5 ainsi la surface de la boite mesure S(¢) = 202 +4h¢ = 20% + % décimetres carrées. Il s’agit d'une parabole dont
le minimum s’obtient pour ¢ = v/5 =~ 171 mm et dans ce cas 'on a i = ¢ : 1a boite qui utilise la moindre quantité de carton
possible est un cube.

®Exercice 8.55

| Etudier brievement la fonction f: R* — R définie par f(x) et en déduire que e” > 7°.

_ X
~ In(x)

CORRECTION.
* Ftude de la fonction :
« f’(x) — In(x)-1

In?(x) ’
* f'(x)=0ssix=eetl'ona f(e) =e,

2-1
* M) =552,

« f"le)=1>0,
* Lien entre la fonction f et 'inégalité :

e'>n° < InE")>nhn® < nx>elnm) = e<L.
In(m)

Comme x = e est un minimum pour f, i.e. f(x) = f(e) pour tout x € R}, cela est vraie en particulier pour x = 7 et
notre inégalité est bien vérifiée.
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®Exercice 8.56

I Etudier brievement la fonction f: R* — R définie par f(x) = fc—i et en déduire que e > 7.

CORRECTION.
* Etude de la fonction :
x Notons que f(x) = éfl—:”
. f’(x) — exx";gexx“’/x — X ;c;rll'
*x fl(x)=0ssix=1,
= f croissante pour x > 1, décroissante pour x < 1.
x Lien entre la fonction f et I'inégalité :

v/
">t = —>1.
ne

Comme f estcroissantepour x>1letl<malorsl<e< f(1) < f(n) = fT—Z et notre inégalité est bien vérifiée.

Exercice 8.57 Cones de glace
On veut insérer entierement une sphere de glace dans un cone de biscuit de sorte a ce que le cone soit le plus remplis
possible. Ceci revient a minimiser le rapport entre le volume du cone et le volume de la sphere.
C
D

S

* Exprimer la hauteur h et le rayon R du cone en fonction de r > 0 le rayon de la sphere et de 9 €]0; Z [ I'angle du cone.

Fiimi Volume du cone
* Trouver la valeur de 9 qui minimise le rapport Tolume de la sphore*

* Calculer la hauteur & et le rayon R optimales du cone en fonction du rayon de la sphere r.

CORRECTION.
* On a deux triangles rectangles : le triangle ABC rectangle en A et le triangle OB D rectangle en D, par conséquent

AC R _ OD r
tan(d) = — = —, sin(d) = — = ,
AB h OB h-r
donc
R = htan(9) h—( ! +1)r
a ’ ~ sin(9) ’

* Soit f:]0; Z[— R la fonction ainsi définie :

Volumeducone  57Rh  R’h  (1+sin(9)®

~ Volume de la sphere %nr3 © 4r3 7 4sin(9) cos?(9)

f)

Pour minimiser f on cherche a annuler sa dérivée premiére :

[3 (1 +sin())? cos(9)] x [4sin(D) cos? ()] - [(1 +sin())*] x [4 (cos() cos? () — 2sin?(9) cos())]
[4sin(9) cos?(9)]?
3sin(9) cos®(9) — (1 + sin(9)) (cos® () — 2sin? (9) cos())

=4 - (1 +sin())*
(4sin(9) cos?(9))

@)=

et f/(9) = 0 si et seulement si
3sin(9) cos® (9) — (1 + sin(9)) (cos2 (9) — 2sin? (9)) cos(d) = 0.
On peut diviser par cos(9) car 9 €]0; % [, ce qui donne

3sin(d) cos®(9) — (1 +sin(9)) (cos? (9) — 2sin*(9)) = 0.
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On utilise la relation cos?(9) = 1 — sin?(9)
3sin(9) (1 -sin*(9)) — (1 +sin()) (1 - 3sin*(9)) = 0.

On remarque que (1 —sin® (19)) = (1 -sin(9)) (1 +sin(9)) et qu'on peut diviser par (1 +sin(9)) car 9 €]O;%[, ce qui
donne
3sin(d) (1 -sin(9)) - (1 - 3sin*(9)) = 0.

On trouve ainsi que I'angle 9 qui annule la dérivée premiere est tel que

A 1
sin(9) = —
() 3
etl’ona f(9) = 2, i.e. la sphere occupe la moitié du volume du cone.
* On trouve directement h = (Wl(ﬂ) + 1) r =4r. De plus, sachant que pour 9 €]0; Z[ on a

sin(9)

V1—sinZ(9)

tan(d) =
_ _p 1 _
on conclut que R = htan(9) = h; 1~ = V2r.

DExercice 8.58
On considere I’équation

(%) 2
cos(x) = =x.
3

1. Montrer que si x est solution de I'équation alors x €]0; 7 .

2. Montrer que 'équation admet une unique solution sur R.

3. Donner une approximation de cette solution a 10! pres.

CORRECTION.

1. Si x est solution de I'équation alors x = 3 cos(x). On sait que cos(x) € [-1;1] donc x € [-3;3]. De plus, [-3;3] =

]-Z; %[, doncsi x € [-3; 3] alors cos(x) > 0. Par conséquent, si x est solution de I'équation alors x = 3 cos(x) € |0; Z .

2. Soit f: R — Rlafonction définie par f(x) = x—% cos(x). f estde classe €°(R) et f'(x) =1+ % sin(x). Puisque f(x) =0
si et seulement sil’équation admet une solution, si x est racine de f alors x € ]0; % [ Sur cet intervalle f’(x) >0, donc
f admet une unique racine sur R.

3. On utilise la méthode de la bissection :

k ay by Xk erreury <

1 0 /2 /4 mw/2=1.571
2 nl4 /2 37m/8 /4 =0.785
3 /4 3r/8 57/16  m/8=0.393
4 /4 5m/16 9m/32 m/16=0.196
5 9m/32 5m/16 19m/64 /32 =0.098

Donner une approximation de cette solution a 1072 pres.
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Plan d'étude d'une fonction numérique

©® Domaine de définition.
* Détermination du domaine de définition Z¢ de f.
* Réduction éventuelle du domaine d’étude grace a la parité, I'imparité, la périodicité.

® Valeurs aux bornes du domaine d’étude.
* Calcul des limites éventuelles aux bornes du domaine d’étude.
* Ftude des branches infinies (recherche d’asymptotes).

® Continuité, dérivabilité (régularité).

® Sens de variation
* Calcul de la dérivée premiere (et seconde).
* Signe de la dérivée premiere (et seconde).
* Sens de variation et convexité.

® Points remarquables.
* Maxima, minima.
* Points anguleux.
* Points d’inflexion.
* Points d’'intersection avec les axes.

® Tableau de variation.

@ Représentation graphique.
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VIV DIDD  Exercices DIV DID™ID
‘¢g"Exercice 9.1

x Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

fR-R
x— f(x)=x+Inx*-1)

en répondant aux questions suivantes :

1. ensemble de définition

2. comportement aux extrémités de ’ensemble de définition

3. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
4. convexité, concavité
5

. comportement en +oo (recherche d’asymptotes)

D R R B B B D B B D B D D R P D P R B D P

6. graphe
CORRECTION.
1. Ensemble de définition :il faut x> — 1 > 0 donc

P =]-00;=1[U]1;+o0l.
2. Comportement aux extrémités de ['ensemble de définition :

ln(xz—l))
1+ ——— | =—o0,
X

lim f(x)= lim x
X——00 X——00
lim f(x)=-o00
x—-1"
lim f(x) =-o0
Jim, fx
Jim ()= +oo
3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations :la dérivée de f est 'application
f 27 —R

2x  x*+2x-1  (x+1+vV2)(x+1-V2)
2-1 x2-1 x? -1

— / :1+
x— f(x) <
Dans 9y on a

F'(x) > 0ssi x €] —o00; —1 — V2[U]1; +00,
flx)=0ssix=-1-V2,
fl(x) <0ssixel—1-v2;-1[.

On conclut que

* [ est strictement croissante sur ] —oo; —1 — v/2[ et sur ]1; +oo,

* f est strictement décroissante sur ] —1—v/2;—1],

* x=—1-1/2 est un point de maximum local eton a f(—1—-+/2) = -1 -v2+In(2 +2v2).
Le tableau des variations est alors le suivant :

f(x) + 0 -

fx) %/&LQEZ\

+00

4. Convexité, concavité :la dérivée seconde de f est ’application

f”:@f—’[ﬂi

b 2x )’_2(x2—1)—4x2
X f(x)_(1+xz_1 = Z_12

Dans 2 on a f"(x) < 0. On conclut que la fonction est concave séparément sur | —oo; —1[ et sur ]1; +ool.
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5. Comportement en +oo (recherche d’asymptotes)

X In(x®-1
lim L g 2D
X—xoco0 X X—x00 X

lim f(x)—x= lim ln(x2 —1) = +o0.
X—*00 X—+00

IIn'y a pas d’asymptotes en +oo.
6. Graphe

‘yExercice 9.2
¥ Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

fiR—=R

x— f(x)=2x+Vx*-1

en répondant aux questions suivantes :
1. ensemble de définition

comportement aux extrémités de I’ensemble de définition
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
convexité, concavité

comportement en +oo (recherche d’asymptotes)

SO OOt

SN

graphe

CORRECTION.

1. Ensemble de définition :il faut x*> — 1 = 0 donc
D¢ =]-00;-1]1U[1;+o0]

2. Comportement aux extrémités de l'ensemble de définition :

. ) x2-1
lim f(x)= lim x|2+ = —00,
X——00 X——00

liml_f(x) =f(-1)=-2,
X——
lim f(x)=f(1)=2,
x—1*

xlirpwf(x) = +00.

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations :la dérivée de f est la fonction

fﬂ:@f—*R
£ 2+1 2x 2Vxt—1+x
X — X) = — =
2vx2-1 VxZ-1
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Dans 2\ {xl}ona

f'(x)>0ssixe] —oo;—i[u]l;+00[,

V3
f'(x) =0ssi 2
x)=0ssix=——,
V3
f(x) <0ssixe] 2 1
X ssixe]— —;—
V3
etlim,_ .+ f'(x) = +00. On conclut que
* [ eststrictement croissante sur ] —oo; — \/% [etsur]l;+o0],
* f eststrictement décroissante sur | — \/% ;=11
__ 2 . .. _ 2 - _
* X= 73 est un point de minimum local et on a f( \/g) V3.
Le tableau des variations est alors le suivant :
X -0 —% -1 1 +00

(=}
|

f'(x) +

@ s T

4. Convexité, concavité : la dérivée seconde de f est la fonction

' 95 —R

V2 T
TP s = .
x*-1 x?-1

Dans @f \{+1} ona f”(x) < 0. On conclut que f est concave sur @f.

5. Comportement en +oo (recherche d'un asymptote)

* Si x>0, en calculant le développement asymptotique a I'ordre 2 en +oo on a

2 _
UC) =2+\/x 1=2+\/1—i2=3.
X

X X

On en déduit que la droite d’équation y = 3x est 'asymptote de f en +oo (le graphe de f se trouve au dessous de
cet asymptote).
x Si x <0, en calculant le développement asymptotique a I'ordre 2 en —oco on a

2+ =
X X

f&) _ Vaz-1 _\/ 1

On en déduit que la droite d’équation y = x est 'asymptote de f en —oco (le graphe de f se trouve au dessous de
cet asymptote).

6. Graphe
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©Exercice 9.3
Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

en répondant aux questions suivantes :
1. ensemble de définition

. comportement aux extrémités de 'ensemble de définition

. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations

. comportement en +oo (recherche d’asymptotes)

2
3
4. convexité, concavité
5
6

. graphe
CORRECTION.

x#0
1. Ensemble de définitio : il faut 7 donc
x>0
@f =]0; +o0l.
2. Comportement aux extrémités de l'ensemble de définition :
lim f(x) = +oo,
an*f( )
. _nt+
Jim f0=0"
3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations :la dérivée de f est la fonction
1 25 —R

In(x)(1 —In(x))
X— f,(x) = ZT
Dans Qf ona

f'(x)>0ssix€ll;el,

fl(x)=0ssix=e,

© G. FACCANONI
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f'(x) <0 ssi x €]0;1[U] &; +00l.

On conclut que
* [ eststrictement croissante sur ]1; e[[,
* [ eststrictement décroissante sur ]0; 1[ et sur ] e; +ool,

* x =1 estun point de minimum absolu, x = e est un point de maximum local etona f(1) =0, f(e) = eLZ

Le tableau des variations est alors le suivant :

X 0 1 e +00
f(x) - I
@ T T T T,

4. Convexité, concavité : la dérivée seconde de f est la fonction

"2, —-R
e 1) = , 3’ —xi In(x) +1
Dans 9 on a
5-113 5+V13

f"(x)>0ssix€l0;e ©

. 5+v/13
f"(x)=0ssix=e 5 ,

I . 5-V13  5+V/13
f(x)<0ssixe€le & ;e & [.

On conclut que
5-13 5+/13
*x festconvexesur]O;e 6 [etsur]e 6 ;+ool,
5-V13  5+V/13
* festconcavesurle 6 ;e & |,
5+V13

* x=e 6 sontdes points d’inflexion.

5. Comportement en +oo (recherche d'un asymptote) : y = 0 est asymptote pour x — +oo.

6. Graphe

®Exercice 9.4
Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction
f[R-R
x— f(x) =In(x - x%)
en répondant aux questions suivantes :
1. ensemble de définition
comportement aux extrémités de I’ensemble de définition
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations

comportement en —oo (recherche d’asymptotes)

SRS

graphe

220
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CORRECTION.

1. Ensemble de définition de f :il faut x — x> > 0 donc

@f :] — 00, —

1{U]0, +1].

2. Comportementde f aux extrémités de l'ensemble de définition :

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations de f :1a dérivée de f est 'application

Dans @f ona

On conclut que

Am £ (x) = +oo,

lim f(x) = —oo,
x—0%

f’:@f—>|R

x— f(x) =

1-5x*

F'(x) > 05ssi x€]0;57 14,
fl(x)=0ssix=5"14,

F'(x) <0ssix €] —oo;—1[U]5 V411

* [ est strictement croissante sur ]0;57/4[,
* [ est strictement décroissante sur | —oo; —1[ et sur |5-1/4; 1],
* xp =571"* est un point de minimum local et on a f(xy) <O0.
Le tableau des variations est alors le suivant :

x(1-x%

lim f(x)=—-o0,
x—-1-

lim f(x)=—oco.

x—+1*

x -0 -1 0 5-1/4 +1
f’(x) +
fo | T — g — ) T

4. Comportementde f en —oo (recherche d’'un asymptote) :

IIn'y a pas d’asymptotes en —oo.

5. Graphede f :voir la figure 9.1.

®Exercice 9.5

en

. graphe

© G. FACCANONI

pondant aux questions suivantes :
. ensemble de définition

lim &:

xX—-00 X

[R-R
x— f(x)=

. comportement en +oo (recherche d’asymptotes)

x2

In(x2) -1

16
1

2. comportement aux extrémités de I'ensemble de définition
3. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
4
5

Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction
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FIGURE 9.1: f(x) = In(x — x°).

CORRECTION. La fonction est paire, i.e. f(—x) = f(x) : on étudie donc seul la fonction [ restriction de f a R*.

In(x®)-1#£0

1. Ensemble de définition de f+ :il faut{ 220 donc
x>

@er :]0) \/E[U]\/E’ +OO[

2. Comportement de f* aux extrémités de l'ensemble de définition :

lim f*(x)=0", lim f*(x)=-oo,
a5 x—(/e) ! o
lim f"(x)=+oo, lim f*(x)=+oo.

)C—’(\/E)+ X—+00

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations de f* :la dérivée de f* est 'application

(F): 25 —R
2x2In(x) -1 -x*2  x(n(x)-1)

+5/ — =
U T e e - 12

Dans @f+ ona

(f ") (x) > 0 ssi x €]e; +o0,
(fH'(x)=0ssix=e,

(f M) (x) < 0ssi x €]0; VelulVe; el

et lim,_ o+ f'(x) = 0. On conclut que

* f* eststrictement croissante sur ]e; +ool,

* f* est strictement décroissante sur ]0; /e[ et sur | \/e; el,
* x = e est un point de minimum local et on a f*(e) = €.
Le tableau des variations est alors le suivant :
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FIGURE 9.2: (%) = 5
X 0 Ve % +oo
fH'w - - v -
ffx 0 — | oo o \<_>62_>/V o

4. Comportementde f* en +oo (recherche d'un asymptote) :

Il n'y a pas d’asymptotes en +co.
5. Graphede f :voir la figure 9.2.

®Exercice 9.6
Soit f: R — R une application définie par

1. Montrer que f est continue en 0.

© G. FACCANONI

lim

.
f x) =400

x—4o00 X

’

six#0,
six=0.
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Calculer f'(x) pour x # 0, puis f'(0).

Etudier la continuité de f’ en 0.

Etablir si f € €' (R).

Calculer les limites de f aux extrémités de 'ensemble de définition.
Trouver les extrema locaux, sens de variation et tableau des variations.

Etudier le comportement de f en +oo (recherche d’asymptotes).

S B A A

Dresser le graphe de f.

CORRECTION. Lapplication f: R — R se réécrit

Pln(x), six>0,
fx)=10, six=0,
x%In(-x), six<0.

1. f est continue en 0 car

lim f(x) = lim x*In|x| = 0 = £(0).
x—0 x—0

2. Ladérivée de f est'application f’: R — R définie par

224

2xIn(x) + x, six>0,
flx) = lir%%zlin%xlnlxlzo, six=0,

X— X—

2xIn(-x) + x, six <0,

c’est-a-dire
2xIn|x|+x, six#0,

f'x) ={

0, six=0.

. f’ est continue en 0 car

lim f'(x) = lim 2xIn|x|+x =0 = f'(0).
x—0 x—0

f € €' (R) car elle est clairement continue dans R (I'unique point délicat était 0 mais on a vu qu’elle y est continue)

et de méme pour sa dérivée prémiere.
Limites de f aux extrémités de I'ensemble de définition :
lim f(x)=+o0,
xafoof( ) o0
lim f(x)=+oo.
X—+00

Ona
*x f'(x)=0ssixe {O,J_r

b

* fl(x)>0ssixe ]—\/LE;O[ U i‘+oo[,

S

\/E’
/ ; L L L.
* f(x)<0531x€]—oo, \/E[U]O,\/E[,
donc
* festcroissantepourxe]—%E;O[etpourxe]\/%ﬁoo[,
ACTO] 1 |
* [ est décroissante pour x € —00— s etpourxe]o,jé[,
* faun maximun (locale) en x =0et f(0) =0,
.. _ .1 1y__1
* f aun minimum (absolue) en x = toset f(iTE = -5

Le tableau des variations est alors le suivant :

L
\/;C +00

fl(x) — + —

- . = .
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7. Comportement de f en +oo (recherche d’asymptotes).

lim M = +00,
X—-00 X
lim _f(x) =-
X—+00 X
IIn'y a pas d’asymptotes en *oo.
8. Graphe de f : voir la figure 9.3.
zoom
¥y
e |\
. fE 1
e e
—_ < 1 X

FIGURE 9.3: Graphe de f.

®Exercice 9.7
Soit f: R — R une application définie par

CORRECTION. Lapplication f: R — R se réécrit

(x—12In(x—-1), six>1,
f(x)=<0, six=1,
(1-x°2%In(1-x), six<lI.

1. f estcontinue en 1 car
lim f(x) = lim (x - D?In|x-1]=0= f(1).
X— X—

2. Ladérivée de f est I'application f’: R — R définie par

2x—-DIn(x-1+(x-1), six>1,
f’(x): lin}%:lin%(x—l)lnlx—llzo, six=1,

X— X—

20-x)In(1-x)+ (1 —x), six<1,

© G. FACCANONI

Flo) = {(x— 12Injx—1|, s?x;é 1,
0, six=1.
1. Montrer que f est continue en 1.
2. Calculer f'(x) pour x # 1, puis f'(1).
3. Ftudier la continuité de f’ en 1.
4. Ecrire I'équation de la tangente au graphe de f au point (1,0). Ecrire I'équation de la tangente au graphe de f au
point (2,0).
5. Etablirsi f € €'(R).
6. Calculer les limites de f aux extrémités de ’ensemble de définition.
7. Trouver les extrema locaux, sens de variation et tableau des variations.
8. Dresser le graphe de f.
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c’est-a-dire
A+2In|x-1D|x—1|, six#1,
fl= .
0, six=1.

. f'est continue en 1 car

lim f'(x) = lim(1 +2In|x-1))[x—1|=0= f'(1).
x—1 x—1

. Léquation de la tangente au graphe de f au point (xo, f(xo)) est y = mx+ g ot m = f'(xp) et g = f(xo) — mxp. Par

conséquent I’équation de la tangente au graphe de f au point (1,0) est y = 0 et 'équation de la tangente au graphe
de f au point (2,0) est y = x—2.

. f € 61 (R) car elle est clairement continue dans R (I'unique point délicat était 1 mais on a vu qu’elle y est continue)

et de méme pour sa dérivée premiere.

. Limites de f aux extrémités de '’ensemble de définition :

Aim £ (x) = +oo,

xl—i»IPoof(X) = +o0.

. Ona

* f'(x)=0ssix€{0,li\/%},

* fl>0ssixe |1- 0[]+ Lsroo],
* fl<0ssixe|-oo1- LU+ L[;
donc

. 1. 1.
* [ est croissante pour x € ] 1- 7@,0[ etpour x € ]1 + 75,+oo[,
* [ est décroissante pour x € |—oo;1 — \/ié et pour x € ]0; 1+ \/LE [,
* faun maximun (locale) en x =1 et f(0) =0,

.. _ 1 1y__1
* f aun minimum (absolue) en x =1+ 7 et f(1+ 75) = -5
Le tableau des variations est alors le suivant :

f,(x) - + = +

8. Graphe de f : voir la figure 9.4.

226

Zzoom

FIGURE 9.4: Graphe de f.
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DExercice 9.8
On consideére la fonction f: R — R définie par

) =2x+Vx2+2x-2.

Trouver I'ensemble de définition 2 de f.
Calculer les limites de f aux extrémités de 'ensemble de définition.
Calculer la dérivée f’(x) de f, son ensemble de définition et étudier son signe.

En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f.

f@
X

AR o A

Etablir le développement limité a I'ordre 2 de la fonction x —
courbe représentative de f par rapport a ces asymptotes.

en —oo puis en +oo et préciser la position de la

6. Tracer les asymptotes et I’allure de la courbe de f.

CORRECTION.

1. Lafonction * — /* n'est définie que si x = 0 donc

Pr={xeR: x2+2x—220}=]—oo;—1—\/§]u[—1+\/§;+oo[.

2. Observons d’abord que f(x) =2x+ Vx2 +2x—2=2x+|x|y/1+ 2 - % donc

2 2
lim 2x+\/x2+2x—2:xlim x(z— 1+———)=—oo,
i X

X——00 x2
lim 2x+Vx2+2x-2=f(-1-V3)=-2-2V3,
x—-1-V3
lim 2x+Vx?+2x—-2= f(-1+v3)=-2+2V3,
x——1+V3
2 2
lim 2x+Vx%+2x-2= lim x(2+ 1+—— —2) = +00.
X—+00 X—+00 X X
x+1
3. f'(x) =2+ —————donc 2y = P\ {—1+/3} (car il faut exclure les x € 2 qui annulent le dénominateur). Pour
VxZ+2x-2 e !
en étudier le signe on se rappelle que
Solutions de Solutions de Solutions de I'inégalité A(x) < V/B(x)
I'équation I'inégalité

A(x) = V/B(x) A(x) > VB(x)

Si n est im- (A(x)™ = B(x) (A(x)™ > B(x) (A(x)" < B(x)
pair
B(x)=0

. . Alx)=0 Alx) <0 Ax)=0
Si n est pair (A" = B) Ax)>0 Bx)=0 \Y (A" < Bx)

x)"=B(x X) = X X

(A(x)" > B(x)
donc
x+1
fl(0)=0 = 2Vx2+2x-2+x+1=0 = ——— =Vx?+2x-2
2 —
N—— /Bx)
A(x)
-l >, x<-1,
— 2 — — x=-3
X2 +2x+1=4x>+8x-8, x> +2x-3=0,
et
Fl)>0 e SHIFZVEH2X=2 vV e 2x—250
X X x X—
VX2 +2x-2
x+1 -l <, —xt >,
— - < Vx2+2x-2 = 22 U 22 5 — x>-1+3.
2 —_— X“+2x-2=0 X“+2x+1<4x“+8x-8,
Ao VB(x)
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4. Tableau de variation de f :

X —00 -3 —-1-v3 -1+v3 +00

%) + 0 -

-5
) / \ /
—2-2V3 -2+2V3

+00

5. Ona
f) |2+/1+2-5 six>0,
X 2—,/1+%—% six<-1-v3uU-1+v3<x<0,
donc

* le développement limité de @ en —oo al'ordre 2 est
2

26-212)  (2t-2¢%)°
( )+( ) +0(t2)=1—t+%+0(t2)

g =tfA/I)=2-V1+2t-21>=2-1-

donc 1- % + # +0(x™2) est le développement limité de f(x)/x en —oo a I'ordre 2. On conclut que y = x — 1 est
I’équation de I'asymptote oblique au graphe de f en —oco; 'asymptote est en dessous de la courbe;

* le développement limité de @ en +oo al’ordre 2 est

2

26-212)  (2t-2£2)
( ) _ | )+0(t2)=3+t—%+0(t2)

g =tfA/I)=2+V1+2t-22=2+1+ 5 — 5

donc 3 + % - # +0(x™2) est le développement limité de f(x)/x en +oo a 'ordre 2. On conclut que y = 3x + 1 est
I’équation de I'asymptote oblique au graphe de f en +oo; 'asymptote est au dessus de la courbe.

6. On ale graphe suivant
y ;y=3x+1

®Exercice 9.9

On considere la fonction f: R — R définie par

X

==

ex,

fx) =

+
—

X

1. Trouver I'ensemble de définition Z¢ de f.
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Calculer les limites de f aux extrémités de '’ensemble de définition.
Préciser les asymptotes éventuelles et la position de la courbe par rapport aux asymptotes.
Calculer la dérivée f'(x) de f et étudier son signe.

En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f.

S

Tracer les asymptotes et I'allure de la courbe de f.

CORRECTION.

. Le ensemble de définition 2 de f est'ensemble Py = {xeR|[x# -1letx#0}.

. Ona

i f)= o, lim f)=Feo,  lim f0=0.  lim f@=seo lim f9= e

. Rechercher I'existence d'une asymptote revient a rechercher un développement limité au voisinage de 0 de la fonc-
tion g(t) = f(1/1):

=11t et—l(l t+t*+o(1%)) 1+t+t2+o(t2) Lo
ST T 2 2

d'ou f(x) = x+ % +0(1/x).Lacourbe y = f(x) admet doncla droite d’équation y = x pour asymptote a la fois lorsque
x tend vers —oo et lorsque x tend vers +oo.

Lorsque x tend vers +oo, f(x) — x est du signe de % :la courbe est donc en-dessous de I'asymptote lorsque x tend
vers —oo et au-dessus lorsque x tend vers +oo.

. La dérivée f'(x) de f est

_2x(x+1)—x2 1 x? 1 1_x2+x—1 1
x —? ex = ————

!
fo= (x+1)2 T (x+1)26

donc I'ensemble de définition 2 de f” est encore I'ensemble 2 et

* fl(x)=0six= —_15‘/5 oux= —_15‘6,
* f’(x)>0six<%§oux> %,
* f10) <0si T5Y8 < x < Y5

* limy_o- f'(x) =0.

. Tableau de variation de f :

x —00 —1;\/5 -1 0 —1-;\/5 +00
) + 0 - - - 0 +

~ —2.283253698 +00

fx) _Oo/ \_OO \0 +°°\ /+°O

~1.190529914

On en déduit que

* [ est croissante sur [—oo; _15‘@] et sur

-1+V5
2

+od),

’

* [ est décroissante sur [_1;‘/5;—1], sur [—1;0] et sur [0; _1%@

* X= %ﬁ est un maximum local, x = %ﬁ

un minimum local.

6. Allure de la courbe de f :
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‘¢g"Exercice 9.10
* Soit f: R — R1a fonction définie par

DB D D B B D D D B B R D D D B B D D D R D P D B D D P P P D P D P D o D

N e w

2_7)6—227 six <-4,
fxX)={1-(x+2)°3 si—4<x<0,

x+V|x2-3x] six>0,

dont le graphe est représenté dans la figure ci-dessous.

_ 3
y_2x—§

=7

Répondre aux questions suivantes (pour la plupart des questions il n’est pas nécessaire de faire des calculs mais il faut
justifier la réponse) :

1.
2.

Quel est 'ensemble de définition de f?

Etudier la continuité et la dérivabilité de fenx=-4,enx=-2,enx=0eten x=3. Donner, lorsqu’il est possible,
la valeur de f’ en chacun de ces points.

Quelle est 'équation de la droite tangente au graphe de f en x=—-2?FEten x =47
Quel est le signe de f'(x) pour x € D 2

Quel est le signe de f”(x) pour x € Dn ?

Calculer limy_._o f(x).

Calculer lim_, 40 f(x).

CORRECTION.
1. @f =R.

230
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2. Considérons chaque point séparément :

_ (- 2— 9
* f est continue en —4 et f(—4) =9; elle n'est pas dérivable en x = —4 car hlim W = hlim Z th=h-27 T
—0- —0-
49 : s f(=4+)—f(=4) _ . 1-(—4+h+2)3-9 _ .
o7 tandis que hlg{)l+ — = }}LIBl+ —g =12,

* f estcontinue en —2 et f(—2) = 1; f est dérivable en -2 et f'(-2) =0;
* frn'estpascontinueenx=0car f(0)=1-(-4+ 2)3 = —7 mais hh%l+ f)= th?+ x+|x2-3x|=0;

h+3+14/3(h+3)—(h+3)2 _
h—0- h

B , IS
=00 et de méme hh]:n+ w — hhm+ h+3+ (h-;l?)) 3(h+3) — hhm+ h+3+\/h,’l(h+3) = 00.
—0 —0 —0

* festcontinueen x =3et f(3) =3;ellen’est pas dérivable en x = 3 car hlir{)lﬁ

h+3+v—h(h+3)
h

lim
h—0~
3. Léquation de la droite tangente en x au graphe d’'une fonction f dérivable en xj est y = f'(xq) (x — xo) + f (xo). Par
conséquente I'équation de la droite tangente au graphe de fenx=—2esty=1letenx=4esty = f'(4)(x—4)+ f(4) =
?Ix -3.
4. f'(x)=0pourx=-2etx= % (1 + \/LZ)’ f'(x) n'existe pas pour x € {—4,0,3}, f'(x) >0 pour x € ] —00; —4[U]0; % (1 + \/%) [u
. ! . . 3 1.
]3,+oo[ et f'(x) <0 pour x € ] —4,—2[u] —2,0[u]§ (1+ 75),3[.

5. f"(x) =0 pour x = -2, f"(x) n'existe pas pour x € {—4,0,3}, f(x) > 0 pour x €] —oo; —4[U] — 4; —2[ et f"(x) < 0 pour
x €] —2;0[uU]0;3[U]3; +o0l.
6. limy_._o f(x) =1 donc y = 1 est asymptote en —oo.

7. limy_ oo f(x) = +00.

DExercice 9.11
Considérons la fonction f: A <R — R définie par

e3x+1
= x2-2x"
1. Trouver '’ensemble de définition A.
2. Trouver le signe de f.
3. Trouver les limites ou f n’est pas définie et pour x — +oo.
4. Trouver la dérivée de f et ou f est croissante ou décroissante.
5. Dessiner le graphe de f.
CORRECTION.

1. Pour que % soit définie il faut que x # 0 donc
A=1{xeR]| x° —2x#0} = |—00;0[ U [0;2[ U ]2;+00[ = R\{0;2}.
2. Comme e* > 0 pour tout x € R, le signe de f coincide avec le signe du dénominateur et on a

fX)=0 = x*-2x=0 = x(x-2)=0 < AxcA,
f)>0 <= P-2x>0 < x(x-2)>0 X €] —00;0[U]2; +00],

fx)<0 <= x*-2x<0 = x(x-2)>0 < x€]0;2[.

3. Trouver les limites ol f n’'est pas définie et pour x — +oco.

. _ Nt . _
xlirjlmf(x) =0 xll.no]¢ f(x) ==00
ti o= 5 i f10 = oo

donc y = 0 est asymptote horizontale a —oo, y = 0 et y = 2 sont asymptotes verticales et comme limy_. @

il n'y a pas d’asymptotes a +oo.

(e3x+1)/(x2 _ zx) _ (e3x+1)(x2 _ zx)l B 3(e3x+1)(x2 _ 2x) _ (e3x+l)(2x _ 2) B eSx+l
(x? —2x)? - (x% —2x)? (a2 -2x)?

3x+1 . T .
Comme ﬁ > 0 pour tout x € A, le signe de f’ coincide avec le signe de 3x*> —8x+2etona

= +00

4. f'(x) = (3x% - 8x+2).
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8+vA0 4410

3x2-8x+2=0 <= 2=

6
4—-+/10
3x°—8x+2>0 < xe€ —00; 3
4-+10 4+ 10
3x°—8x+2<0 < xe€ 3 ; 3

5. Le graphe de f (non al’échelle) est le suivant :

®Exercice 9.12
Tracer le graphe de la fonction

fx) =

x2—5x+4
en détaillant
1. son domaine et son signe,

2. les limites pour x — +oo,

3. étudier la dérivée de f.

CORRECTION.

1. Pour que % soit défini il faut que * # 0 donc '’ensemble de définition A de f est’ensemble

A= {x€|R2|x2—5x+4¢0} = ]—o0; 1[ U ]1;4[ U 14;+00[ = R\ {1;4}.

Etude du signe de f :

232
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R
A
Vo ™~
—00 0 1 4 +00
signe du numérateur - 0 + + +
signe du dénominateur + + 0 — 0 +
signe de f(x) -0 + - +
2. Limites de f pour x — too (et ol f n’est pas définie) :
Jm, fx=0 Jim, [0 = %00
. - . _ Nt
Jim £ =0 Jim 10 =0
donc
* y =0 est asymptote horizontale a —co et a +oo,
* y=1ety=4sontasymptotes verticales.
3. Dérivée premiere :
= ) (x® —5x+4) —x(x*—5x+4) (x> -5x+4) -x(2x-5)  -x’+4
B (x%2 —5x +4)2 B (x2—5x+4)2 T (2 -5x+4)2

Comme (x? —5x +4)? > 0 pour tout x € A, le signe de f’ coincide avec le signe de —x*> +4 et on a
flx)=0 < x=+2,
flx)<0 < x€e]-o0;—2[U]2;4[U]4;+0c0l,
flx)>0 < xel-2;1[uU]l;2].

Ainsi, le graphe de f est le suivant :

f@=-1
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Nombres complexes & Fonctions polynomiales

@Définition Forme algébrique

Tout nombre z € C s’écrit, de maniére unique, sous la forme algébrique z = x+ iy o1 x, y € Ret i est tel que i* = —1. Le
réel x s’appelle “partie réelle de z” et se note R(z). Le réel y s’appelle “partie imaginaire de z” et se note 3(Z). Si y =0
alors z € R, si x = 0 alors z est un imaginaire pur.

@Propriété
Egalité Deux nombres complexes z=x+ iy etz' = x'+ iy sont égauxssi (x,y) = (x', ).
Attention : il n’y a pas d’inégalités en C.

Opérations Soient deux nombres complexes z=x+iyetz =x'+iy'.
z+7Z =(x+x)+i(y+y), zZ = (xx' —yy) +i(xy +x'y).

Conjugué Le conjugué d’'un nombre complexe z = x + i y est le numéro complexe Z = x+ i(—y) eton a

- - - —_— - z z _ -
zZ=2z, z+zZ' =z+72, zz!' =z, (—)ZT,, z+z2=2R(2), z—2z=23(2).
z

@Définition Forme trigonométrique et exponentielle
Forme trigonométrique Tout nombre complexe non nul z s’écrit sous forme trigonométrique z = p(cosJ+sind) avec
© > 0le module de z et 9 un argument de z.

Module Le module d'un nombre complexe z = x + i y est le nombre réel positif vzz = \/x2 + 2. On le note |z| ou p ou
r.Ona

|z| =0 < z=0; R(2)| = |zl; IS(2)| < |zl;
z |z

|zZ| =zl |2]; |z"|=1z|", pour n€N; ===
z! |Z|
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236

)|z|—|z’| <lz-2|<lzl+|2.

Argument On le note arg(z) et il est défini, modulo 27, par cos 9 = )Ef etsind = %' Ona (a2km pres, ke Z2)

arg(zz') = arg(z) +arg(z); arg(1/z) = —arg(z);
arg(z/z') = arg(z) — arg(z); arg(z") = narg(z), pour n€ Z.

Forme exponentielle Tout nombre complexe non nul z s’écrit sous forme exponentielle z = pe’?.
* Formule de Moivre : pour tout 9 € R et pour tout k € Z

2" = (p(cosd +sin )" = p" (cos(nd) +sin(nd)) = p"e'"?.

* Formules d’Euler : pour tout x e Rettout ke Zona

e1x+e—1x X

Vendredi 25 juillet 2014

. —e
cosx = ——, sinx = ————,
2 21
einx + e—inx ) einx _ e—inx
cos(nx) = ————, sin(nx) = -
2 21
S
y=psin)f--------- . ‘
QY
£
* R
4 I
Q I
|
|
1
x=pcps(xd) | R
|
|
|
! -9
|
l
-y=psin(-9ft--------- ‘Z
#Proposition Racines n-iemes
Tout nombre complexe non nul z = pe!? possede 7 racines n-iemes
: 0+2knm
wy = {pe' n avecke{0,1,...,n—1}.
3 3
z
. N
Q
w1 9
wy 9 woy
5 wo ‘ -
9/3 \// 5/ 6
R ws
ws
wo . Wy
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LAstuce

Pour déterminer les racines carrées de z =
chercher les réels a et S telsque (x +iy) =

x + 1y il est parfois plus simple de procéder par identification, c’est-a-dire de
(a+ iﬁ)2 ; on obtient

a? - p% =x, 2af=y, a?+p%=/x2+y2.
Autrement dit,
x+y/x2+y? x4+ /X212
a=+= 5 Y , f=+ fy, signe(a - B) = signe(b).
Ri Ri
ylhooo oo _C z
Y
|
O\
ﬁ | ‘Nﬁ,i . Wo :
Cu "\ 9/2
| a X R R
wy T -
#Proposition

Léquation az® + bz+c =0, ot @ # 0, b et ¢ appartiennent a C, admet deux solutions dans C (pas nécessairement

distinctes) :

o1 § est une racine carrée de A = b — 4ac.

© G. FACCANONI
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@Définition Fonctions polynomiales
Une application P de C dans C est polynomiale s’il existe une famille finie {a,, ..., a1, ap} de nombres complexes telle
que pour tout x € C,

Px)=ap+ajx+---+a,x".

Pour faire bref, nous ferons un abus de langage en utilisant le terme “polynéme” pour ‘application polynomiale’.

#'Théoreme et définition (degré)
Pour tout polynéme non nul P, il existe un unique entier n € N et une unique famille {a,, ..., a;, ap} de nombres com-
plexes telle que

ap#0 et (VxeC P(X)=ap+ax+---+ayx").

Lentier n est, par définition, le degré de P (on le note d°P).

skRemarque
| Le polynéme nul n’a pas de degré, mais par convention d°0 < d°g pour tout polyndéme non nul g.

#'Théoreme Division euclidienne
Soient f et g deux polynémes avec g non nul. Alors il existe un unique couple (Q, R) de polynémes vérifiant
VxeC f(x)=gx)Qx)+R(x) et d°R<d’g.
Q s’appelle le quotient et R le reste. On dit que f est divisible par g si R = 0.
#'Théoreme de la division selon les puissances croissantes
Soient f et g deux polyndmes avec g non nul. Soit p € N*. Alors il existe un unique couple de polynémes (Q, R) de

polynémes vérifiant
VxeC f(x)=gx)Qx) +xP T R(x) et d°Q=p.

@Définition Racine, mulriplicité
Un nombre complexe a est racine d'un polynéme P si P(a) = 0. Lordre de multiplicité d’'une racine a de P est le plus
grand entier n tel que “(x — a)"” divise P.

On montre facilement que a est racine de P si et seulement si P est divisible par (x — a).

#'Théoreme Décomposition de D’ ALEMBERT-GAUSS
Soit P un polynéme de degré supérieur ou égal a 1. Alors I'ensemble des racines de P est fini et non vide. Notons

X1,-.., X les k racines deux a deux distinctes de P et n; 'ordre de multiplicité de x;. Alors il existe un unique a € C\ {0}
tel que pour tout x € C,
Px)=a(x—x1)"...(x—x)"*.

Onadonc ny +---+n; =d°P.

#'Théoreme TavyLor
Soit P un polynéme de degré n = 1. Pour tout x € C et tout x € C,
1 (k) (x — xo) k
P(x) = kZ_OP (%0) =7

ot1 P (x,) est la dérivée d’ordre k en x;.

#Théoreme

Soient P un polynéme et x une racine de P. Elle est de multiplicité 7 si et seulement si

pw (x0) #0 et p® (xg) =0pourtoutk<sn-—1.
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LAstuce Recherche d'une racine évidente
Les premiers candidats sont toujours 0, 1 et —1. S’ils ne conviennent pas, au mieux de procéder a I’aveugle, on peut uti-
liser le fait que, lorsque tous les coefficients a; sont des entiers (i.e. a; € Z pour tout i =0, ..., n), toute racine «évidente»
est du type

diviseur de ag

diviseur de a,,”

Dés qu’on trouve une racine xp, on peut soit arréter et factoriser le polynéme par (x — xp), soit continuer dans l'espoir
de trouver d’autres racines évidentes, ce qui simplifie la factorisation.

JAstuce
| Pour factoriser les polyndomes on pourra utiliser Wolfram Alpha www .wolframalpha.com et taper factor (P(x)).
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S S S RS SRS S SRS SESESESERSY
‘g"Exercice 10.1
* Calculer les racines carrées de

Exercices 23032332320V AVVIDDVY,

*
*
;(a) 1 (c) 3+4i (e) 7+24i (g) 24-10i
HOR; (d) 8-6i (f) 3-4i (hy 1L
X V2
CORRECTION.
a=+1
@ z=14+0i = x=1,y=0= { =20 = wp=letw;=-1
af=0
a=z
— _ _ _ .1 _ 1,1 _ in/4 __ 1 _:1 _ i51/4
(b) z=i = x=0,y=1 = { =4+ 5 = Wo \/§+l\/§ e et wy sl =e
af>0
a==2
(© z2=3+4i = x=3,y=4 = { f==+1 = wy=2+ietw =-2-1
af>0
a==3
(d z2=8-6i = x=8,y=-6 = { f=+1 = wp=3-ietw; =-3+1:o0naurait pu tout simplement remarquer
af<0
que z est le conjugué du complexe au point (c)
a=4
() z=7+24i = x=7,y=24 = {f=+3 = wo=4+3ietw;=-4-3i
af>0
a==2
() z=3-4i = x=3,y=—4 = {f=+x1 = wo=2-ietw;=-2+1i
af<0
a=4+5
(8 z=24-10i = x=24,y=-10 = { f==1 — wy=5—-ietw; =-5+1i
af<0
2 2
_ %W(%) +(%) _JwmtVetr [t T VL1
~ a= ) = =\ =5 ti=V i ti=3VV2+1
(h) Z:m:x:L,y:L: 2\/2
V2 V2 V2 2 2
-t (%) +(%) AL A ~7its T .1 V2, 1_1
p= 2 = =\ "5 =55 ti=V T +t1=3V-V2+1
— woz\/1+\/§+2i\/1—\/§ et w, = — 1+\/§+2i 1-v2
‘¢Exercice 10.2
iCalculer
% 1. lesracines carrées de z = 4ab+2(a” — b*)i avec a, bR,
z 2. les racines cubiques du nombre complexe 1 + i,
% 3. lesracines cubiques de z = =1L,
CORRECTION.

1. Soitw = a—ib, alors w? = (a? — b*) —2abi donc 2iw? = 4ab+2(a® - b?)i = z. Or, 2i = (1 + i)? donc ((1+ ))w)? = z. On
conclut que z = ((a+b) +i(a— b))2, ainsi les racines carrées de z sont wg = (a+b) +i(a—b) et wy, = —(a+b)—i(a—b).

2. n=3etz=1+i=v2(cos(Z)+isin(%)), ainsiles trois racines cubiques de z sont

woz{’/z(cos(f—z)+isin(n)), wlz{’/z(cos(?—g

12
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3. n=3,z=="L1=2"32(cos(32) + isin(22)) , ainsi les trois racines cubiques de z sont

wozé(cos(%)+isin(%)), wlzé(cos(%)+isin(lll—:)), wz:%(cos(%)+isin(lf—2ﬂ)).

‘¢g"Exercice 10.3

% Trouver (sous forme algébrique et trigonométrique) toutes les racines complexes de I'équation

22— (1+20)z+i-1=0.

X%

CORRECTION. 8% = (—(1+2i))*—4(i—1) =1 donc 6y =1 et §; = —1 et finalement zp = 1+ i = v2(cos (§) +isin()) et
z1=i=cos(%)+isin(%).

‘¢'Exercice 10.4
* Trouver toutes les solutions complexes des équations

X

*

% 1. z22=2, 9. z2—-V3z-i=0,

¥ 2. 22=3i, 10. Z2+z+1=0,

*

¥ 3. z22=2+3i, 1. 22-(1+2i)z+i-1=0,

*

i 4. Z2=1+bi (b est un parametre réel), 12. 22— (5-140)z—-2(5i+12) =0,
*

5 5. Z%-2iz+2-4i=0, 13. 22— (3+4i)z—1+5i=0,

§ 6. 22422+ (1—2i) =0, 14. 422-2z+1=0,

§ 7. 22 +2(1+1i)z—-5(1+2i) =0, 15. 22— (11-5i)z+24—-27i=0,
z 8. 22— (5+3i)z+7i+4=0, 16. z4+2z2+4=0.

*

CORRECTION.

1. 22=2=2¢" = zy=v2e0 =2 et z; = V2" = -2
2. z22=3i=3e"" = zp=+/3e™* et z; = /34

_ .. /2+V/13
a=x\——

3. z2=2+3i:x=2,y=3:> ﬁ:i/—2+2\/§ :ZO:\/2+\2/ﬁ+i _2+2‘/ﬁetz1=—zo

af>0
_ 1+V1+b?
@ =4/
4. 7> =1+ bi (bestun paramétreréel) = x=1,y=b = B=+ “1+V1+2 =
- 2
baf=0
20 = \/1+v21+b2 +i\/71+«21+b2 sib>0,
zoz\/“@—i\/—“ﬁm sib<0,
Z(]:l Sib=0,
etz =—2
5. 22-2iz+2-4i=0 = §%=(-20)>-4(2-4i) =-12+16i = Sg=2+4i => z9=2LU =11 3jetz =224 =
-1-i
6. 22+2z+(1-2i)=0 = §2=22-4(1-2i)=8i = §o=2+2i => z9= 2 Z2 =jetz =222 =2
7. 22421+ 0)z2-51+2) =0 = 62 = (2(1+1)? —4(-5(1+2)) =20+48i = Sp=6+4i = zg= 22 94
etz = 2204 = g3

8. 22— (5+3()z+7i+4=0 = 62 =(-(56+30))>-4@d+7i) =2i = So=1+i = zg =B =342jetz =
5+3i—1—1i =2+
2

9. 22 —V3z2-i=0 = 6% = (V32 —4(-i) =3+4i = 6g=2+i => z9= Y342 op 5 = V3oL
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10. Z24+2z+1=0 = 6°=-3 = 6p=iV3 = 2z9= ’”2"‘/5 etz = 71721‘\/5

1. 22-(1+2i)z+i-1=0 = 6% =(-(1+20))>-4(i-1)=1 = §o=1 = z =121 =jetz =

12. 22— (5-14i)z—2(i+12)=0 = §%2=-75-100i = Sy =5-10i = zp=5-12i et z; = —2i

13. 22— (B+4i)z—1+45i=0 = 6°=-3+4i = §p=1+2i = zog=2+3ietz;=1+1i

14. 422 -2z+1=0 = §%2=-12 = §y=2V3i = z5= 1-V3i

4

etz =

1+v/3i
4

15. 22— (11-50)2+24—-27i=0 = §°=-2i = Sp=1—-i = z9p=6-3ietz =5-2i

16. Onpose w = z> eton résout d’abord w?+2w+4=0 = §%>=-12 = §p=2v3i = wy=—-1+V3ietw; = -1-V3i.
On résout maintenant les deux équations

a:i\%
*22:w0$<ﬁ:+£ 2.202L
V2 V2

af>0

a=zx:
*ZZZWI:<ﬁ:+L§ :>Z3:L
V2 V2

af<0

Exercice 10.5 Division euclidienne
Effectuer la division euclidienne de f par g dans les cas suivants

L f)=7x*-x3+2x-4etg(x)=x*>-3x+5,
2. f)=x"—x*—x+letg(x)=x*-2x+1.

CORRECTION.
1.

=_1_;¥3

\/E \/E
__ 1,3
ST

7xt -x3 +2x -4 | x? -3x +5
—-7x*  +21x® -35x? 7x% +20x +25
20x® -35x*  +2x -4
-20x*  +60x* —100x
25x>  -98x -4
—-25x*  +75x —125
—-23x 129
donc f(x) = (7x% +20x + 25)g(x) + (-23x — 129).
x© -xt -x 41| x> -2x +1
-x> +2xt -8 ¥ +x2 +x 1
x4 —x3 -x +1
—x* +2x® -2
© —x? —x 41
-x3 +2x% -X
¥ -2x +1
-x? +2x -1
0

donc f(x) = (x* + x* + x + 1) g(x).
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Exercice 10.6 Résolution d’équations polynomiales
Trouver toutes les solutions complexes des équations
1. 22—i=6(z+10),

2. 28+43z-2i=0,
3. 28 +28+1)3+(z+ )b =0.

CORRECTION.

3 3

1. Onremarque que z° — i est factorisable par (z+ i) car z° —i = 2% + i = (z + i) (2> = 2iz— 1) donc

22—i=6(z+i) = (z+0)(Z>-2iz—-1)=6(z+i) < (z+0)(z*°—-2iz—7)=0.

Une solution est zy = —1i, les autres deux solutions vérifient

2i+3v3i 2i-3v3i
72 -2iz-7=0 = 6°=27 = 6=3V3 = z,= 2\/_ y %2 = 2\/_ '

2. On remarque que z = i est solution de I'équation. On factorise (z — i) dans z° + 3z — 2i et on obtient z3 + 3z —2i =
(z—1)(z%+iz+2). Les solutions de I'équation Z34+3z-2i=0sontz; =i,z = i%ﬁ etzz = i#.

3. Sia et b sont deux nombres complexes on sait que a® — b® = (a—b)(a® + ab+b*) donc 0=2z%+ 22 (z+ )3 + (z+ )6 =
2ot _ 3243741 = (z— (—% + i‘é)) (z— (—% —i‘/g)).

z—(z+1) 6

®Exercice 10.7
Soit p un polynéme de degré 4. On sait qu'il assume en x = 2 et x = 3 sa valeur maximale 3 et qu’il s’annule en x = 1.
Calculer p(4).

CORRECTION.
* p(2)=p3)=3etpadegré 4 donc p(x) -3 = (x—2)(x—3)q(x) avec g un polynéme de degré 2.
* x =2 et x =3 sont des maxima pour p, donc p'(2) = p'(3) = 0. Comme p'(x) = 2x—5)q(x) + (x —2)(x —3) ¢’ (x), alors
q(2) =0et g(3) =0, ce qui implique g(x) = a(x —2)(x —3). On obtient alors p(x) = 3 + a(x —2)?(x — 3)°.
*x Comme p(1) =0 alors a = —3/4 et on conclut que p(4) =0.

®Exercice 10.8

| Soit n e N*. Démontrer que P = x**1 + x” — 2x"*~! + nx — n est divisible par (x —1).

CORRECTION. Un polynéme P est divisible par (x — 1) si x = 1 est racine de P, donc il suffit de vérifier que P(1) = 0.

®Exercice 10.9

| Soit n € N*. Démontrer que P = (x —2)2" + (x — 1) — 1 est divisible par x? — 3x + 2.

CORRECTION. Comme x? —3x+2 = (x — 1)(x —2), il suffit de montrer que x = 1 et x = 2 sont racines du polynéme P,
autrement dit que P(1) = P(2) =0.

®Exercice 10.10

Soit n € N, n = 2. On considere le polynome P défini par P = ax"*! + bx" + 1. Déterminer les réels a et b pour que P soit
divisible par (x —1)2.

CORRECTION. Si P est divisible par (x — 1), cela signifie que x = 1 est racine au moins double, donc il faut que P(1) =
P'(1) =0.Comme P(1)=a+b+1etP'(1)=a(n+1)+bn,onconclutque a=netb=-n-1.

Exercice 10.11 multiplicité
Calculer la multiplicité de la racine xy de P dans les cas suivants :
* xg=1letP(x)=x*-x3-3x2+5x-2,
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| x xp=ietP(x)=x®—ix®*+x—1i.

CORRECTION.
* Xo =1 amultiplicité 3 car

P(x)= =3 -3x%+5x-2 P(1) =
P'(x) =4x>-3x* —6x+5 P'Q)=
P"(x)=12x*>-6x—6 P'1)=0
P"(x)=24x-6 P"(1)=18

et P(x)=(x— 1)3Q(x) avec Q polyndéme de degré 1 non divisible par (x —1).
* X9 =i amultiplicité 2 car

P(x) = B—ix’+x—i P(1)=0
P'(x)=3x*-2ix+1 P =
P'(x) =6x—2i P"(1) = 4i

et P(x) = (x—1)2Q(x) avec Q polynome de degré 1 non divisible par (x — 7).

®Exercice 10.12
On considere le polynéme
P(x):= X -2xt+ 3+ -2x+1.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1. Montrer que 1 est une racine de P et en déterminer son ordre de multiplicité.
2. Factoriser P sur R.

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.

1. Pour un polynéme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s’écrit

k=5 k
P(x) = Z p(k)(l)u
= k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,5etonles évalueen 1:

Px)=x"-2x*+x3+x*-2x+1 P(1)=0
P'(x) =5x*—8x% +3x* +2x -2 P'1)=0
P"(x) =20x° —24x% +6x+2 P'(1)=4
P"(x)=60x*>—48x+6 P"1)=18
PV(x)=120x—48 PlVay=72
PV (x)=120 PV(1)=120

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors

—1)? -1)3 —1)* -1)°
P(x)=4(x ) +18(x ) +72(x ) +120(x )
2 6 24 120

=2(x-1%?+3x-13+3x-D*+(x-1)°

=(x— 1)2(x3 + 1)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.

2. Onpose Q(x) = x3 + 1. Une racine réelle évidente de Q est —1. En effectuant la division euclidienne de Q par (x +1)
on obtient
Q) =(x+1D*—x+1).

Etant donné que x> — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

PxX)=(x-D*x+ D% —x+1).
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3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynome x> — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles du cours,

. 4 . N . . 4 . T
ona A = -3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d’oi1 les deux racines complexes conjuguées x; = % - l\/Tg =e's et

Xp = % + z‘/Tg =e'3 . On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x—1)*(x+ 1)(x—ei%)(x—ei%”),

®Exercice 10.13
On consideére le polynéme
P(x):=x* - x> -3x* +5x-2.
1. Montrer que x = 1 est une racine du polynoéme et en déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P al’aide de la formule de Taylor.

CORRECTION.
1. Ona
P(x)=x*—x*-3x*+5x-2 P() =
P'(x) =4x> —3x* —6x+5 P')=0
P"(x)=12x* -6x—6 PQ) =
P"(x)=24x-6 P"(1)=18
PV(x)=24 rPV1)=24

On en déduit que x = 1 est une racine de multiplicité 3.

2. Pour un polynéme P de degré 4, la formule de Taylor en 1 s’écrit

P(x) = ZP(k)(l)(x bt

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors

-1 x-D* 3 . 3
P =18 +24 = =3~ 1’ + (= 1' = (2 - ) (x+2).

@Exercice 10.14
On considere le polynéme

P(x) = X —xt-2x3+5x>—5x+2.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possede une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.

1. Pour un polyndéme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s’écrit

k=5
P(x) = Z p(k)(l)u
<o k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,5etonles évalueen1:

P(x) = X—x*—2x3+5x% —5x+2 P(1) =
P'(x) =5x*—4x®—6x? +10x-5 P'(1)=
P"(x) =20x% -12x* - 12x+10 P'(1)=6
P"(x) = 60x> — 24x — 12 P"(1)=24
PV (x)=120x-24 PV (1) =96
PV (x)=120 PY(1) =120
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La formule de Taylor en 1 s’écrit alors

—1)2 -1)3 —1)* -1)°
(x—1) +24(x ) +96(x ) +120u
2 6 24 120

=3(x-1?+4x-1D}+4x-D*+x-1)°

P(x)=6

= (x—l)z(x3+x2—x+2)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.

2. Onpose Q(x) = x% + x? — x+2. Une racine réelle évidente de Q est —2. En effectuant la division euclidienne de Q par
(x +2) on obtient
Q(x) = (x+2)(x*—x+1).

Etant donné que x? — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x—D*(x+2)(x* - x+1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x* — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles du cours,

. )y . < . . P . i
on a A = —3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d’ot les deux racines complexes conjuguées x; = % — z‘/Tg =e's et
_1 V3 i 1 la f: : : d
Xp=5+i5 =e3. On conclut que la factorisation de P sur C est

P() = (x—-12(x+2)(x—e'5)(x—e' 7).

DExercice 10.15
On considere le polynéme
Px)=x-x'-2x3+x*—x-2.
1. Ecrirelaformule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.
1. Pour un polynéme P de degré 5, la formule de Taylor en —1 s’écrit

k=5 k
P(x) = Z p(kl(_l)ﬂ'
k=0 k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,5 et on les évalue en —1:

P(x):xs—x4—2x3+x2—x—2 P(-1)=0
Pl(x)=5x*—4x®—6x*+2x—-1 P'(-1)=0
P'(x)=20x> —12x* - 12x+2 P'(-1)=-18
P"(x) =60x* —24x—12 P"(-1)=72
PV(x) =120x-24 PIV(—1)=-144
PV (x) =120 PY(-1) =120

La formule de Taylor en —1 s’écrit alors

(x+1)? (x+1)3 (x+1)* (x+1)°
8 +72 —144 +120
2 6 24 120

= 9(x+ D%+ 12(x+ D3 —6(x+ D*+ (x+ 1)°

Px)=-1

= (r+ D*(x* = 32% +3x-2)

Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 2.

2. On pose Q(x) = x> —3x% + 3x — 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidienne de Q
par (x —2) on obtient
Q(x)=(x-2)(x*—x+1).

Etant donné que x? — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

P(x)=(x+1D*x-2)(x*—x+1).
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3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynome x> — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles du cours,
. 4 . N . . 4 . T
ona A = -3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d’oi1 les deux racines complexes conjuguées x; = % - l\/Tg =e's et

Xp = % + z‘/Tg =e'3 . On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x+ D2(x—-2)(x—e'F)(x—e' ).

®Exercice 10.16
On considere le polynéme
P(x)=x° - 5x" +10x° - 11x% + 7x - 2.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.

1. Pour un polynéme P de degré 5, 1a formule de Taylor en 1 s’écrit

(x-Dk

k=5
Px) =Y PWO)—.
k=0 k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,5 et on les évalueen 1 :

Px)=x°=5x*+10x°> —11x% +7x -2 P(1)=0
P'(x) =5x*—20x> +30x*> —22x+7 P1)=0
P"(x) = 20x> — 60x% + 60x — 22 P'1)=-2
P"(x) =60x> —120x + 60 P"(1)=0
PV(x) =120x-120 PV =0
PV (x) =120 PV(1) =120

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors

=(x—1)2(x3—3x2+3x—2)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.

2. On pose Q(x) = x> —3x% + 3x — 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidienne de Q
par (x —2) on obtient
Qx)=(x-2)(x*—x+1).

Etant donné que x? — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x—D*(x-2)(x* —x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x? — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles du cours,

. . . N . . 4 . iz
ona A = -3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d’oi1 les deux racines complexes conjuguées x; = % - z‘/Tg =e's et

. ; 51 o
Xo = % + l‘/7§ =e'3". On conclut que la factorisation de P sur C est

P() = (2= (-2 (x—e'5)(x—e' 7).

®Exercice 10.17

On consideére le polynéme
P(x) = 2% —5x° +10x* - 12x% + 116 - 7x + 2.

1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.
2. Factoriser P sur R en sachant qu'’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
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degré 0).

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.

1. Pour un polyndéme P de degré 6, la formule de Taylor en 1 s’écrit

k=6 _1\k
P(x) = Z p(k)(l)u
k=0 k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,6 et on les évalue en 1 :

P(x)=x8—5x°+10x* —12x3 + 1152 - 7x+2 P(1)=0
P'(x) = 6x° —25x* +40x> —36x? +22x -7 P'(1)=0
P"(x) =30x* —100x> + 120x? - 72x + 22 P'1)=0
P"(x) =120x> —300x% + 240x — 72 P"1)=-12
PV (x) = 360x% — 600x + 240 PVay=o0
PV (x) =720x - 600 PY(1) =120
P"(x)=720 P"I1)=720

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors

Px)=-2x-13+x-1°+x-1°%=
=(x-D3(x-D*+x-1)*-2)=
=x-1%%-3x%+3x-1+x%-2x+1-2) =

=(x-130%-2x%+x-2)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 3.

2. Onpose Q(x) = x> —2x? + x — 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidienne de Q par
(x —2) on obtient
QW) = (x—2)(x* +1).

Etant donné que x? + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(0) = (x-1P(x-2)(x* +1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polyndme x?+1 sur C ; on a les deux racines complexes conjuguées
X1 = —i et x, = +i. On conclut que la factorisation de P sur C est

Px)=(x—-13(x-2)(x—)(x+1).

&Exercice 10.18
On consideére le polynéme
P(x) = B +5x" +9x8 + 70 +3x* +5x° + 9%+ 7x + 2.
1. Ecrirela formule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu’il posseéde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.

1. Pour un polynéme P de degré 8, la formule de Taylor en —1 s’écrit

k=8 k
P=Y p DT
k=0 k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,8 etonles évalueen —1:

P(x) =x®+5x" +9x° + 7x% +3x* +5x° +9x% + 7x + 2 P(-1)=0
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P'(x) =8x" +35x% +54x° +35x* + 12x3 + 15x* + 18x +7 P'(-1)=0

P"(x) = 56x° +210x° +270x* + 140x> + 36x* + 30x + 18 P'-1)=0

P" (x) = 336x° + 1050x* + 1080x° + 420x° + 72x + 30 P"(-1=12
P (x) = 1680x* + 4200x> + 3240x> + 840x + 72 PV(-1=

PV (x) = 6720x> + 12600x% + 6480x + 840 PV (-1) =240
PY1(x) = 20160 + 25200x + 6480 PVI(-1)=1440

PV (x) = 40320 + 25200 PV (-1)=-15120
PV (x) = 40320 PVHI(-1) = 40320

La formule de Taylor en —1 s’écrit alors

P =2(x+1*-2(x+ D' +2(x+ 1’ +2(x+ D°=3(x+ D)7+ (x+ 1)® =
=(x+ D322+ D+2(x+ D*+2(x+1)* -3(x+ D+ (x+ 1)°] =
= (x+ 1?2067 +2x+6+2(x° +3x% +3x+ 1) = 3(x? +4x% + 6x* +4x + 1) + (x° + 5x* +10x° + 10x* +5x + 1)] =

=x+D3°+2x +x+2)

Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 3.

2. Onpose Q(x) = x° +2x* + x + 2. Une racine réelle évidente de Q est —2. En effectuant la division euclidienne de Q
par (x +2) on obtient
Q) = (x+2)(x* +1).

Etant donné que x* + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x)=(x+1*(x+2)(x* +1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x* + 1 sur C; on a les quatre racines x; = ARV

etxy = % On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x)=(x+1)3(x+2)(x_ 1+i)(x_ 1—i)(x_ —1+i) .
V2 V2 NG

—1+i

V2

X3 =

-1-i )
7 )
®Exercice 10.19
| On considere le polynome
Px)=x-x®—x*+x%+x-1.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.

1. Pour un polyndéme P de degré 6, la formule de Taylor en 1 s’écrit

k=6
P(x) = Z p(k)(l)u
= k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,6 etonles évalueen 1:

5

P(x) = Bt +x-1 P)=
P'(x)=6x>—5x* —4ax®+2x+1 P'(1)=
P"(x) =30x* —20x° —12x% + 2 P'1)=0
P"(x) = 120x% — 60x? — 24x P"(1) =36
PV (x) =360x% —120x — 24 pPV)=216
PV (x) =720x-120 PV (1) =600
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PYI(x) =720 PYI(1) =720
La formule de Taylor en 1 s’écrit alors

13 14 15
(x—1) 16(x 1) +600(x 1) +

(x-1)8
P(x) =36 — +2 720

24 120 720
=6(x-1%+9x-D*+5x-1D°+(x-1)°

- (x— 1)3(6+9(x— 1)+5(x—1)2+(x—1)3)
=(x—1)3(x3+2x2+2x+1)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 3.

2. Onpose Q(x) = x> +2x? + 2x + 1. Une racine réelle évidente de Q est —1. En effectuant la division euclidienne de Q
par (x + 1) on obtient
Q(x)=(x+ D% +x+1).

Etant donné que x? + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x)=(x-1*(x+ D +x+1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x* + x + 1 sur C. Avec les notations usuelles du cours,
on a A = -3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d’oi1 les deux racines complexes conjuguées x; = —% + l‘/Tg =e's”

. 4 N
etxy = —% - l\/Tg = ¢'3”7. On conclut que la factorisation de P sur C est

P = (=13 (x4 D(x—el3m)(x—el37).

®Exercice 10.20

On consideére le polynéme
P(x)=x5+3x° +3x* -3x* —3x - 1.
1. Ecrirelaformule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possede une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.
1. Pour un polyndéme P de degré 6, la formule de Taylor en —1 s’écrit

k=6 k
P(x) = Z p(k)(_l)ﬂ'
k=0 k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,6 etonles évalueen —1:

Px)=x%+3x°+3x*—3x* —3x—1 P(-1)=0
P'(x)=6x>+15x* +12x3 —6x -3 P'(-1)=0
P"(x) =30x* +60x> +36x> -6 P'(-1)=0
P"(x) =120x> + 180x% + 72x P"-1)=-12
PV (x) = 360x% +360x + 72 plVi-1n=72
PY(x) =720x +360 PY(-1) = -360
PV(x) =720 PYI-1 =720

La formule de Taylor en —1 s’écrit alors

(x+1)3 (x+1)* (x+1)° (x+1)8
2 +76 —-360 +720
6 24 120 720

=2+ D3 4+3(x+ D -3+ 12+ (x+ 1D°

Px)=-1

- (x+1)3(—2+3(x+1)—3(x+1)2+(x+1)3)
= (x+1)3(x3—1)

Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 3.
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2. On pose Q(x) = x® — 1. Une racine réelle évidente de Q est 1. En effectuant la division euclidienne de Q par (x — 1)
on obtient
Q(x)=(x-D(x*+x+1).

Etant donné que x? + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x)=(x+13x -1 +x+1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x* + x + 1 sur C. Avec les notations usuelles du cours,
on a A = -3 et une racine carrée de A est § = i1/3 d’ot1 les deux racines complexes conjuguées x; = —% + l\/T?; =e'3”

1_:V3

4 N
et xp = —5 —i%> = e'3". On conclut que la factorisation de P sur C est

2

P) = (x+1)3(x— 1) (x—e'37) (x—e'37).

®Exercice 10.21

On consideére le polynéme
P)=x"-x>—x*+1.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possede une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.
1. Pour un polyndéme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s’écrit

(x-DFk

k=5
Px) =Y PWO)———.
k=0 k!

On calcul alors les dérivées PF) (x) pour k=0,...,5etonles évalueen 1:

Px)=x"—x*-x*+1 P1)=0
P'(x) =5x1—3x* - 2x P'1)=0
P"(x) =20x> —6x -2 P'1)=12
P"(x) =60x> -6 P"(1) =54
P (x) = 120x PV (1) =120
PV (x) =120 PV =120

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
P(x)=6(x—1)?+9(x-13+5(x-D*+x-1)°=
=(x-D?*(6+9(x—1)+5(x—1D*+(x-1)°) =
= (x—1D?(6+(9x—9) + (5x* —10x+5) + (x* =3x* +3x— 1)) =
=(x- D +2x% +2x+1)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.

2. Onpose Q(x) = x> +2x? +2x + 1. Une racine réelle évidente de Q est —1. En effectuant la division euclidienne de Q
par (x+1) on obtient
Q(x)=(x+ 1%+ x+1).

Etant donné que x? + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x)=(x—-D*(x+ D +x+1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynome x* + x + 1 sur C; on a les deux racines complexes
conjuguées x; = (—1+iv/3)/2 et x» = (~1 —iy/3)/2. On conclut que la factorisation de P sur C est

-1+ivV/3 -1-iV3
2 T '

P(x)=(x—-1D*x+1) (x—
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DExercice 10.22
On considere le polynéme
P)=x’+2xt+x3—x?-2x-1.
1. Ecrirelaformule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

CORRECTION.

1. Pour un polyndéme P de degré 5, la formule de Taylor en —1 s’écrit

k=5 k
P=Y po T
= k!

On calcul alors les dérivées P*) (x) pour k=0,...,5etonles évalueen 1:

Px)=x>+2xt+x3—x?-2x-1 P(-1)=0
P'(x) =5x* +8x> +3x*> —2x -2 P'(-1)=0
P"(x) =20x> +24x> +6x -2 P'(-1)=-4
P"(x) = 60x +48x+6 P"(-1=18
PV (x) = 120x +48 PV(-1n=-72
PV (x)=120 PV(-1)=120

La formule de Taylor en —1 s’écrit alors

P(x)=-2(x+1D?+3(x+ D3 -3(x+D*+ (x+1)° =
=(x+D*(-2+3x+ 1) -3(x+D*+(x+1%) =
=(x+D*(-2+Bx+3) - Bx* +6x+3)+ (x° +3x* +3x+1)) =

=x+D%% -1

Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 2.

2. On pose Q(x) = x> — 1. Une racine réelle évidente de Q est 1. En effectuant la division euclidienne de Q par (x —1)
on obtient
Q) = (x-1(x*+x+1).

Etant donné que x? + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x)=(x+D*(x- D +x+1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x? + x + 1 sur C; on a les deux racines complexes
conjuguées x; = (—1+ iV3)/2 et x, = (=1 —iv/3)/2. On conclut que la factorisation de P sur C est
—1+i\/§)( —l—i\/§)

-

P(x)=(x+D?*x-1) )

DExercice 10.23 factorisation

| Factoriser les polyndomes suivants en exploitant les informations données

1. P(x)=x3+2x2—x-2,

2. P(x)=2x3 - (5+60)x*>+9ix+1-3i (P posséde une racine réelle),
3. P)=x3-2x2-(i+2)x+3i-3 (P posséde une racine réelle),
4. P(x)=x3+@Bi—-2)x* - (2+6i)x+4 (P posséde une racine réelle),
5. P(0)=x*+3x3+ix+3i (P possede une racine réelle),
6. P(x)=x°+3x*+4x3+4x%2+3x+1 (P posséde une racine évidente),
7. Px)=2x*+ x> —6x> + x+2 (P posséde une racine évidente).
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CORRECTION.

1. Une racine évidente de P est x = 1. En effectuant la division euclidienne de P par (x — 1) on obtient

X +2x2 —x -2 x -1
-3 +x? x° +3x +2
3x>  —x -2
-3x% +3x
2x =2
-2x +2
0

donc P(x) = (x—1D)(x%+3x+2) = (x—D(x+1)(x+2).

2. Comme P(3) =0 on factorise P en effectuant la division euclidienne de P par (x — %) :

2x®  —(5+6i)x? +9ix +1-3i | x 3
—2x3 +6x2 XX +x +(1-1)
(1-6i)x° +9ix +1-3i

—(1-60)x* +3(1-6i)x
B-9)x +1-3i
-3-9)x —(3-9i)
0

On obtient P(x) = (x —3)(2x% + (1 -6i)x + (1 — 31)).

3. Soit a € R une racine réelle de P, alors elle satisfait 'équation 2a® — (5 + 6i)a® + 9ia + 1 — 3i = 0. En comparant les
parties réelle et imaginaire dans cette égalité on trouve

203 -5a%2+1=0
—6a?+9a—-3=0.

La résolution de —6a? + 9a — 3 = 0 donne deux solutions : @ = 1 et a = 1/2. Le réel a = 1 ne vérifiant pas I'équation
203 -5a%+1=0etleréel @ = 1/2 oui, on a bien P(1/2) = 0. On factorise alors P en effectuant la division euclidienne
de P par (x—1/2):

2x3 —(5+6i)x? +9ix +1-3i | x —-1/2
—2x3 +x2 2x7 —(4+6i))x —(2-6i)
—(4+60)x° +9ix +1-3i

4+6)x>2 —-2+3i)x
—@2-60))x 1-3i
2-6i)x —(1-30)
0

On obtient P(x) = (x—1/2)(2x% — (4 + 6i)x — (2 — 6i)). On va maintenant factoriser 2x% — (4 + 6i)x — (2 — 61) :
2x°—(4+6i)x—(2-6i)=0 = 62=(—(4+60)>—42)(-2-6i)=—4 = 6§=2i = xo=1+2i, x1=1+1;

par conséquent P(x) =2(x—1/2)(x—-1-2i)(x—1-1).

4. Comme P(2) =0 on factorise P en effectuant la division euclidienne de P par (x —2) :

¥ +@Bi-2x%2 -6i+2)x +4| x -2
—x3 +2x2 X% +3ix -2
3ix? —(6i+2)x +4
—3ix? +6ix
—-2x +4
2Xx -4
0

On obtient P(x) = (x —2)(x? +3ix — 2). On voit que x = —i est une racine du polynéme x? + 3ix — 2 et on trouve
P(x) = (x—-2)(x+1)(x+20).
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5. Soit a € R une racine réelle de P, alors elle satisfait I'équation 2a* + %a3 +ia+ %i = 0. En comparant les parties réelle

et imaginaire dans cette égalité on trouve a = —1/2 et on a bien P(-1/2) = 0. On factorise alors P en effectuant la
division euclidienne de P par (x+1/2) :

x4 +2—§x3 +ix +3i| x  +1/2
-xt 51 x>+
+ix +%i
—ix —zl
0
On obtient P(x) = (x—1/2)(x®+i). On remarque que x> +i = x> — i3 = (x—i)(x* + ix—1). On va maintenant factoriser
X +ix—1:
3-i —v3—i
K +ix-1=0 = 6°=3 = §=V3 = xo=\/—2 o=

par conséquent P(x) = (x—1/2)(x—1) (x— %) (x— #)

6. Comme P(—1) = 0 on sait que P est divisible par (x+1). Avant d’effectuer la division euclidienne, cherchons d’abord
la multiplicité de cette racine :

P(x)=x"+3x  +4x3 +4x? +3x+1 P(-1)=0
P'(x)=5x*+12x° +12x* +8x+3 P'-1)=0
P"(x) =20x> +36x% +24x +8 P'-1)=0
P"(x) = 60x> + 72x + 24 P"(-1=12

On sait alors que P(x) = (x + 1)3Q(x) et on calcule Q en effectuant la division euclidienne de P par (x+ 1)3:

4 2

x° +3x* +4x +4x® +3x 41| P +3x%+3x+1
—x° =3x* -3x3 —x? X +1
x> +3x% +3x +1
—x®  -3x* -3x -1
0

donc P(x) = (x+ 132+ 1) = (x+ 1)3(x = D) (x+0).

7. Comme P(1) = 0 on sait que P est divisible par (x — 1). Avant d’effectuer la division euclidienne, cherchons d’abord
la multiplicité de cette racine :

P(x)=2x*+x>—6x>+x+2
P'(x)=8x>+3x*—12x+1

P'(x)=24x*+6x-12

P(1)=0
P'(1)=0
P"(1)=30

On sait alors que P(x) = (x — 1)2Q(x) et on calcule Q en effectuant la division euclidienne de P par (x —1)?:

X2 -2x+1
2x%+5x+2

2xt +x% —6x® +x 42
—2x* +ax® 242
5x3  —8x*> +x +2
—5x3  +10x> —5x
2x7 +4x -2
—2x* —4x +2
0

On obtient P(x) = (x— D22x% +5x+2) =2(x — 1)2(x + 1/2)(x + 2).

®Exercice 10.24 multiplicité

Montrer que pour tout 72 € N* le polynome Py, (x) := 1 + §; +
On pourra calculer P,, et l'exprimer en fonction de Py,.
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CORRECTION.

® P,(x)= k' (rappel xXO=1et0l=1)

@ a=0n est pas racine de P, (x) car P,(0) =1
k-1 k= j+1

® P =ik L X+ D = Pa1 (0

@ Py(0=X) % =X} 3%+——P’(x)+

Si a est racine de P,, alors a # 0 et P;L(a) = —7! # 0 donc « est une racine simple de P,,.

®Exercice 10.25
Soient a et b deux nombres complexes et P(x) := x* —2ix> +3(1 +i)x*> + ax + b.
* Calculer a et b pour que i soit une racine multiple de P.
Dans toute la suite, on suppose que i est une racine multiple de P.
* Quelle est la multiplicité de la racine i de P ?
* Calculer les autres racines de P.

CORRECTION.
* Pour que i soit une racine multiple de P il faut que P(i) =0 et P'(i) =0

P(x):=x*-2ix>+30+)x*+ax+b PGU)=-4+3i+ai+h
donc P(i) =0sietseulementsib=4+3i—ai;
P'(x):=4x3-6ix’+6(1+i)x+a P'()=8i—6+a

donc P'(i) = 0 si et seulement si a = 6 — 8i ce qui implique b = —4 - 3i.
Dans toute la suite, on suppose que a = 6 — 8i ce qui implique b = —4 —3i.
* On sait déja que i a au moins multiplicité 2. Vérifions si c’est supérieure :

P'(x)=12x*>—12ix+6(1+1) P'i)=6(1+i)#0

donc elle a multiplicité 2.
* On doit alors calculer deux autres racines de P : soit on effectue la division euclidienne de P par (x —i)?, soit on
factorise P al’aide de la formule de Taylor, ce qui donne

(x—i)?

P(x) = P(i) + (x— D) P' (i) + ——— o P”()+( 3 2 P" (i) + (x4 2 PV (i)
_ 2 _ 13 Y
_(x D 6(1+ )+( ) 12i+(x D 24
2! 3! 4!
—(x—i)z(x2+4+3i)—(x—i)z(x—l_—?)i)(x—1+3i
V2 V2 )

®Exercice 10.26
Montrer que le polynéome P(x) := 2x* — 7x® + 9x — 5x + 1 admet une racine triple que I'on déterminera, puis factoriser
P alaide de la formule de Taylor.

CORRECTION. Comme P(1) =0 on sait que P est divisible par (x — 1). Cherchons la multiplicité de cette racine :

P(x)=2x*-7x*+9x* —5x+1 P(1)=0
P'(x) =8x>-21x* +18x-5 P'()=
P"(x) =24x*> —42x+18 P'1)=0
P"(x)=48x—42 P"(1)=6

PV(x)=48 rPV()=48

On sait alors que P(x) = (x— 1)3Q(x) et la formule de Taylor en x = 1 s’écrit

13 4 _ 13
P(x) = 6(x D +48 (x—1) = (x—1) (6 48
3! 4! 3!

(x—1)

) =x-D32x-1.
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®Exercice 10.27
Soit x1, X2, x3 les trois racines du polynéme P(x) := x3 —3x% +2x+ 1. Sans calculer les racines de P, donner les valeurs
*x 01:=X1+X2+ X3,
*x 02:=X1X2 + X2X3 + X3X1,
*x 03:= X1X2X3,
* A=x2+x2+x2
s= Ay T Ay T A3,

CORRECTION. Soit Q(x) =X, a; x' un polynéme avec a, # 0 et x1, ..., x,, ses racines. On peut écrire

n n
. . (7
Q(x):anl_[(x—xi):an x”+Z(—1)’Uix” i avec ()= =gy = Z Xiy Xy« Xip -
i=1 i=1 n 1<ij<ip<-<ip<n

En particulier

n
an-1
- =01=) Xi=Xi+Xp++Xn
an i=1
n
an-2
=02=) Xj=X1Xp+ X1 X3+ + Xp_1Xp
n i<j
[Z0) L
n
D"—=0,= ZX;‘ =X1X2...Xp
an i=1

Les quantités o; sont appelées fonctions symétriques élémentaires des racines du polynéme Q.
Pour n=2,si Q(x) = ap+ a1 X + ax x* = ap (x — x1) (x — Xx2), il y a deux fonctions symétriques élémentaires :

ay
o1=X1+Xx2=—,
az
ao
O =X1X2 =——.
az

Pour n=3,si Q(x) =ap+a; x+ arx® + azx3 = as(x — x1) (x — x2) (x — x3), il y a trois fonctions symétriques élémentaires :

az
O1=X1+tXo+X3=——,
as
a
02 =X1X2+X1X3+ XoX3=—,
as
do
O3 =X1X2X3 =——.
as

Dansl'exempleonaalorso) =3,02,=2,03=1et A= xf + x§ + x§ = (X1 + X2+ x3) —2(X1X2 + X1 X3 + X2X3) = 0'% —20, =5.

Exercice 10.28 division par les puissances croissantes

| Effectuer la division de A(x) := 1+ x2 + x* par B(x) := 1 + x + x°

suivant les puissances croissantes a I’ordre quatre.

CORRECTION.
1 +x2 +x4 1+x+x3
-1 —x —x3 1—x+2x%-3x°+5x7
s
x  +x° +x*
2x> x5 +2x°
—2x?  -2x8 —2x°
—3x5 +2x* —2x°
323 +3x* +3x8
5x%  —2x> +3x°
-5x*  —5x° —5x7
—7x° +3x% —5x7

d’ou la relation
1+ +x =0 +x+ )0 -x+2x2 =33 +5xH) + x> (-7 +3x-5x2).
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®Exercice 10.29

Factoriser P(x) := x® + x* + 1 sur R et sur C.
On remarquera pour commencer que P(x) = (x* + 1) — x*.

CORRECTION.

P)=x3+x*+1
=t + 12 -t
=[x+ - 2] [+ D) + 7
= [x* =2+ 1] [+ X2 +1]
=[(® = D = %] [(¥* + 1)? - ¥
=[P -D-x] [(*-D+x] [+ 1) —x] [(*+ 1) +x]

=@ -x-DEP+x-DEE—x+ D +x+1)

e e e S
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11

Primitives et EDO

11.1 Primitives

@ Définition Primitive
Soit I un intervalle de R. Une fonction f: I — R est intégrable s'il existe une fonction dérivable F: I — R telle que pour
tout x € I, F'(x) = f(x). Une telle fonction F est une primitive (ou intégrale indéfinie) de f.

#Proposition Existence des primitives
| Soit I un intervalle de R et f: I — R une fonction continue. Alors f est intégrable.

®Propriété
* Si F estune primitive de f alors, pour tout réel c, la fonction F + ¢ est aussi une primitive de f.
* Toute primitive de f est nécessairement de la forme F + ¢ pour une certaine constante c.

¢ Notation
| Lensemble des primitives d’une fonction f est noté [ f ou encore [ f(x) dx.

s Remarque
| SiaeIalors F(x) = [ f(2) dt est'unique primitive qui s’annule en a.

#Proposition Linéarité
Soit I un intervalle de R, f et g : I — R deux fonctions intégrables et k € R. Alors

f(f(x)+g(x))dx=ff(x)dx+fg(x)dx et fkf(x)dx:kff(x)dx.

Calcul des primitives

@ Définition Inrégration directe et composition
Dans le tableau qui suit on sous-entend que l'intégration est réalisée sur un intervalle contenu dans 'ensemble de
définition de la fonction a intégrer.

fxndx: X+ cpour n# -1 = f[f(x)]"f’(x)dxz—[f(,ffr]f+1 +cpour n# -1
f%dx=ln(x)+c = f’}';}’é’ dx =In(lf(x)) +c
Jeran=etee — [/ dv=el® o
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fa dx = (log,e)a* +c¢ = faf(x)f’(x)dxz(logae)af(x)+c
fsm(x) dx =—-cos(x)+c¢ = fsin(f(x))f/(x) dx = —cos(f(x))+c¢
fcos(x) dx =sin(x) + ¢ = fcos(f(x))f/(x) dx =sin(f(x)) + ¢
f s ¥ =tan(x) +c e cos]:((]f()x)) dx = tan(f(0)) +¢
f \/117 dx = arcsin(x) + ¢ = —arccos(x) + ¢ \/% dx = arcsin(f(x)) + ¢ = —arccos(f(x) + ¢
f e dx = arctan(x) + ¢ = f 1+’:’f(&)))2 dx = arctan(f(x)) + ¢
fcosh(x) dx =sinh(x) + ¢ = fcosh(f(x))f’(x) dx =sinh(f(x)) + ¢
fsinh(x) dx = cosh(x) + ¢ = fsinh(f(x))f’(x) dx = cosh(f(x)) +c¢
fmdxztanh(x)+c :[%dxztanh(f(x))+c
Remarque mnémotechnique : pour passer de la colonne de gauche a celle de droite il suffit de remplacer x par f(x) et
dx par f'(x) dx.

#Proposition Intégration par changement de variable
Soit F une primitive de f et g une fonction dérivable. Alors la fonction f(g(x))g’(x) est intégrable et'on a

ff(g(x))g’(x) dx=F(g(x)) +c.

Autrement dit, en posant u = g(x) on obtient %‘ = g'(x), soit encore du = g’(x) dx et donc

ff(g(x))g’(x)dx:ff(u) du=F(u)+c.

#Proposition Intégration par parties
Soit f et g deux fonctions dérivables. Alors

ff(x)g’(x) dx=f(x)g(x)—ff’(x)g(x) dx.

s Exemple
Calculer une primitive de
Intégration directe :

comme | ln% dx = [ f(x)f'(x) dx avec f(x) =In(x) et comme [ f(x)f(x) dx = % on conclut que fln% dx = mz% +
Intégration par changement de variable :
on pose u =1In(x) donc du= < etfln(x)dx fudu—”j+c:m2¥+
Intégration par parties :
sion pose g(x) =In(x) et f’(x) = % alors g'(x) = % et f(x) =In(x) donc [ ln% dx = In?(x)— [ 1“% dx,ie2f ln%x) dr=In(x)+c
et finalement [ ]n%x) dx = lnz# +k.

ln(x) avec les trois méthodes décrites ci-dessus.
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Fonctions rationnelles
@Définition Fonction rationnelle
Soit N(x) et D(x) deux polyndmes de degré respectivement v et 6. Toute fonction du type P(x) =
rationnelle.
* Siv =6 ondit que P est une fraction rationnelle impropre.
* Siv <6 ondit que P est une fraction rationnelle propre.

N(x)

est dite fraction

@Propriété
Soit N et D deux polynémes de degré respectivement v et 6 et P(x) = ggg une fraction rationnelle impropre (i.e. v = §).
Alors, en effectuant la division euclidienne de N par D, on peut réécrire P comme

R(x)
P -
(x) =Qx) + D

R(x)

Dy estune fraction rationnelle

ol Q est un polynome de degré v — § et R un polyndme de degré au plus 6 — 1, ainsi
propre.

On en déduit que

N(x) f fR( )
P(x) dx = dx = dx+
f ) fD( ) QW) D)

Lintégration de Q étant triviale, on conclut que la difficulté de I'intégration d’'une fraction rationnelle se réduit a I'intégra-

tion d’une fraction rationnelle propre.

@®Propriété

Si 11;((x)) est une fraction rationnelle propre et si D possede

* k racines réelles a; chacune de multiplicité my. et

% h couples de racines complexes conjuguées qui sont racines du polynéme x? + by, x + dj, chacune de multiplicité n;,
(ainsi A = bi —4dj, < 0 pour tout h),

alors D s’écrit

Dx)=c(x—a)™ (x—a)™...(x—ap)™ (x* + bix+d)" (x* + box + do)™ ...(x* + bpx + dp)"™

et g((fc)) se décompose en fractions simples sous la forme
R(x) A A2 Alm,
D) x-a x—-a)? = (x—ap™
x—ay (x—ap)? (x — ap)™2
+ ces +
A Ak Aem
x—ar (x—ag)? (x — ag) ™«
Bl,1x+CL1 Bl,2x+C1,2 B11n1x+CLnl
x2+b1x+d1 (x2+b1x+d1)2 (x2+b1x+d1)”1
By1x+Cop Bypx+Cop e By, x+ Co
x2+b2x+d2 (x2+b2x+d2)2 (x2+b2x+d2)”2
+ e +
+ Bh,1x+ Ch,l Bh'2x+Ch,2 ‘. Bh,nhx+Ch,nh
xX2+bpx+dy, (X% +bpx+dp)? (x2 + bpx +dp) "™

oules A; j, B; j et C; j sont des constantes.
Pour intégrer une fraction rationnelle il suffit alors de connaitre les primitives des quatre fractions simples suivantes :

A A Bx+C Bx+C
fl(x)—m, f(x) = Goan f3(x)_—x2+bx+d’ Jalo) = 2+ bx+d)"

@®Propriété Intégration des fractions simples
Supposons

x A,B,C,a,b,d eR
* neN,n>1
* A=bh?—-4d <0
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alors

1. la primitive de f(x) = = — est
A
f—dx:Alnlx—a|+cnst;
x—a
2. la primitive de f>(x) = ﬁ est
A A
f dx = + cnst;
(x—an (1-n(x-a"!
3. la primitive de f3(x) = 25X est
f Bx+C dx—f Bx+C
2+bx+d b\? b2
(x+z) +(d—7) x+b=y/a-2¢
( / b2 g)_i_c dx: —bTZdt
dr
/ f 2+1
B f 2t C Bb dt
T2 1+1,‘2 /4 b2f1+t2
Bl 1+ 22|+ ~B3 tan(z) + cnst
=Zln ———~ arctan cns
2 [_ P
4
2
Bl (x+3)| c-BS x+3
=—=In|l1+ + arctan | ——=— | +cnst;
2 —%2 Jd-1 Jd-12
1 1
4. la primitive de f3(x) = % est
Bx+C B 2x+b ( )f di
(x2+bx+d)" _2‘ x2+bx+d)" 2/ (x2+bx+d)"

L

I

avec
;B 1
T2 -+ bx+d)n!
= dx
2 f(x2+bx+d)” x+b=y\/a-2¢
1
2\ 5N _ b2
4 1+ t2)n
In
et l'intégrale I" se calcule par récurrence
n_ t N 2n-3
2(n-1DA+ 21 2(n-1)

“pExemple

1. On veut intégrer la fraction rationnelle propre f(x) =

x2 4x+5

Comme A = 42 —4 x5 < 0 il s'agit d’'un intégrale du type

S xzﬁxbtﬁd dx. Le dénominateur se décompose comme x% —4x+5 = (x—2)% +1 et I'intégrale s’écrit
x-3 (t+2)-3 1 2t 1
gt [ e [
ff (x-2)2+1 2+1 2J) 241 2+1

1
= 5 ln(l +t ) —arctan(t) +cnst = 5 ln((x+2)2 +1) —arctan(x —2) + cnst

2. On veut intégrer la fraction rationnelle propre f(x) =

3x+1

. On doit d’abord la décomposer en fractions simples; comme
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—4x = x(x%® —4) = x(x — 2) (x + 2) la fonction admet la décomposition

3x+1 Al As A3z

= G2 - x Tx-2 " x+2

Pour calculer les constantes A; on peut utiliser le principe d’identité des polyndomes :

A1+A2+A3=0

3x+1  _ A(-2)(x+2)+ Apx(x+2)+ Agx(x—2) _ (4 + A+ A3)x? + (2A2 —2A3)x —4A;
— {2Ar-2A3=3
x(x— 2)(x+2) xX(x=2)(x+2) xX(x-2)(x+2)
-4A1=1
ainsi e 5 A
ff(x)dx:——f—dx——f 2 —dx———lnlxl——lnlx 2|+—1n|x+2|+c
4J x 8J x- xX+2
3. On veut intégrer la fraction rationnelle impropre f(x) = % On effectue d’abord la division euclidienne
3x3 +2x -5 3x%2-5x-2
-3x3  +5x% +2x x+3
5¢° +4x -5
5x2 +%x 410
37 5
3 73
-3 37,5
ainsi f(x) = x+ g + m Maintenant on décompose le terme ﬁ en fractions simples : on a 3x% —5x—2 = (x+
g) (x—2) et on doit chercher les deux constantes A; et Ay telles que
37 5
X— A A
3 3 _ 1 4 2

3x2-5x-2 x+% x-2

En utilisant le principe d’identité des polynomes on a

Fx-%  A-2+Ax+d) (A +Ax—24+ 2 A+ Ay =¥

= = —
3x2—5x-2 3x2 —5x-2 3x2 —5x-2 —2A+ % =-3
On conclut que

X+

1| 207
—|+—In|x—-2|+c.
3 63

52/63 207/63 2 5 52
[reac= [end S0 28 4 X5 B
x+3 x-2 2 3763

4. Onveutintégrer la fraction rationnelle propre f(x) = %. On doit d’abord la décomposer en fraction simples ; comme

X3 —x2—5x—3=(x-3)(x+1)? lafonction f admet la décomposition

Al | Az A2
+ = .
x+1  (x+1)2

A
fo=
On détermine les constantes en utilisant le principe d’'identité des polynémes

x—4 AL+ D2+ Ag  (x—3)(x+1) + Ap o (x - 3)
B-x2-5x-3 x3—x2-5x-3

Al,l +A2’1 =0
= 2A11-2A1+A22=1
A1,1-3A21-3A22 =~

(A1) + A )X + (2411 — 2421 + Ap2)x + A1 —3421 — 34z
x3-x2-5x-3

On conclut que

—1/16+1/16 —5/4
x-3  x+1 (x+1)?

fx)=

et
1 1
ff(x) dc=——In|x-3|+ —In|x+1|-——+¢
16 16 4(x+1)
2
5. Onveut intégrer la fraction rationnelle propre f(x) = m Comme A =4 -20<0, la fonction f se décompose comme
Bi1x+(Cy Box+Co
x2-2x+5 (x2-2x+5)2"

flx)=

On détermine les constantes en utilisant le principe d’'identité des polynomes
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B =0
x2+2  Bix+(C Box+Cy _B1x3+(C1—2B1)x2+(531—2C1+Bg)x+561+C2@ C1—2B; =1
(x2-2x+5)2 x2-2x+5 (x2-2x+5)2 (x2 —2x+5)2 5B;—2C1+ By =C
5C1+Cr =2

On obtient alors que

1 2x-3
dx = dx + dx.
ff(x) fx2—2x+5 (x2 -2x+5)2

L I
* On calcule I :
1 1
P — dx

fx2—2x+5 f(x—1)2+4 x-1=2t

1 1 dx=2dr
:-j dr =

2J) 2+1

1 1 1 1 X—
== dr = — arctan(f) + c= — arctan| —— | +¢;
2) 1+12 2 2 2

* On calcule I» :
2x-3 2x-2 f 1 1 f 1
= dx— =- -
(x2-2x+5)2 (x2-2x+5)2 (x2-2x+5)2 x2-2x+5 (x2—2x+5)2

1 1 1 1 1
- _f dx=— __f dr
x2—2x+5 (x=1)2+4)2 x2-2x+5 8J (12+1)?

1 1(1 t +1f 1 dt) 1 1( ro, . (t))
== |z—+t- | — =—————— — | —— tarctan
x2=2x+5 8\21+¢2 2J 1+¢2 x2-2x+5 16\1+¢2
1 1 ( 2(x—1) (x )) x+7 1 (x—l)
= - - +arctan| —— +¢=———F———— —arctan|——| +c.
x2-2x+5 16\x2-2x+5 2 8(x2-2x+5) 16 2

On conclut que
x-1 xX+7

7
ff(x)dx— Earctan(—2 )_—8(x2—2x+5) +c

6. On veut intégrer la fraction rationnelle propre f(x) = qui se décompose comme

1
X3 (x2+1)2

Al A A1 Bix+(C Byx+Co
X)=—+—+—+ .
! X x2  x8 x2+1 (x2+1)2

On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polynémes

1 A1 Ay Az Bix+Cy Box+(C»
_ = — 4 —
B?+D?2 x x2 xB3 0 22+l (x2+1)?
(A1 +BDx®+ (Ag + C)x® + (2A1 + A3 + By + Bp)x? + (242 + Cp + Co)x® + (A) +2A3)x% + (A2) x + (A3)
a x3(x2+1)2

A1+B1=0

Ap+Cy1 =0
2A1+A3+B1+By=0
— {2A2+C1+Cr =0

A1 +2A3=0
A2 =0
Az=1

On obtient alors que

1 1 2Xx X 1 1 2x
dxz—2f—dx+f—dx+f dx+[ dx=-21 -—+1 2+1+—f—dx
ff(x) x x3 x2+1 (x%+1)2 nld 2x2 nl+ 1l 2J x2+1)2
1 2x

+cC.

1
=2In|x|- — +In[x®> +1|- =
2x? 2 (x2+1)

Intégrales définies

#Théoreme fondamentale du calcul différentiel et intégral
Soit f une fonction continue sur [a; b] et F une primitive de f sur [a; b]. Alors

264

1. ladérivée de g(x) = [7 f (1) dr existe et est égale & f(x);

2. [P f(0)dt=F) - Fla).
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THE CHEMISTS METHOD FOR NUMERICAL INTEGRATION:
1. PLOT CURVE ON PAPER.
2. PRECISELY CUT OUT SHAPE.

3. WEIGH PAPER SHAPE WITH HIGHLY ACCLRATE SCALES.
spikedmath com
@ 2010

| Lexpression F(b) — F(a) se note aussi [F (x)1% ou encore F(x)%.

sk Remarque
| Si f estde classe €' sur [a; b] alors g(x) = f(x) - f(a) = [ (@) de.

@Définition Interprétation géométrique
Lintégrale définie [, : f(x) dx correspond a l'aire du do- \ +
maine du plan situé entre le graphe de f et 'axe des t
abscisses, compté positivement pour la partie située au- a
dessus de I’axe des abscisses et négativement pour la par-
tie située en dessous.

St [-====

@Définition Calcul daires
Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a; b] telles que f(x) = g(x) sur [a; b]. Laire de la surface comprise entre les

graphes de f et g entre a et b est définie par I'intégrale [, : (f(x) — g(x)) dx.

4 Exemple

[0 =x?

N Rl

(x-1)2

N x

Do

@Propriété
Soit [a; b] un intervalle de Ravec a < b, f et g : [a; b] — R deux fonctions intégrables.
Relation de Chasles : ff fx)dx=[; fx) dx+fcbf(x) dx pour tout ¢ € [a; b].

Relation d’ordre : si f(x) < g(x) pour toute x € [a; b] alors f:f(x) dx < ffg(x) dx.

Nullité : si f est continue sur [a; b] et f(x) = 0 pour toute x € [a; b] alors f: f(x) dx =0si et seulement si f(x) =0.

Parité : si f est paire sur [-a; a] avec a = O alors [ f(x) dx =2 [y’ f(x) dx; si f est impaire sur [-a; a] avec a = 0 alors
JE f(x)dx=0.

Valeur absolue : |[” f(x) dx| < [?If(x)| dx.

b b
. dx dx
Moyenne : si m < f(x) < M pour toute x € [a; b] alors m < % < M. Le nombre % est la valeur moyenne de

[ sur [a; b].
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11.2 Equations différentielles ordinaires

Les équations différentielles décrivent I’évolution de nombreux phénomeénes dans des domaines variés. Une équation
différentielle est une équation impliquant une ou plusieurs dérivées d’'une fonction inconnue.

{@Définition Equarions différentielles
Une équation différentielle (EDO) est une équation, dont I'inconnue est une fonction y, exprimée sous la forme d'une
relation F(y,’,y",...,y") = g(x) dans laquelle cohabitent 4 1a fois y = y(x) et ses dérivées y', y", ... (n est appelé 'ordre
del’équation). Sila fonction g, appelée «<second membre» de I'équation, est nulle, on dit que I'équation en question est
homogene.

Une équation différentielle ordinaire admet généralement une infinité de solutions (dépendant de n constantes d’in-
tégration). Pour en sélectionner une, on doit imposer des conditions supplémentaires qui correspondent a la valeur prise
par la solution (et ses dérivées le cas échéant) en un point de I'intervalle d'intégration. On considérera par conséquent des
problemes, dits de CAUCHY, ainsi définis :

@ Définition Probleme de Cauchy
On appelle probleme de CAUCHY le probleme
trouver y: I cR — R tel que

Fy 9y, y™ =gx), Vxel,
¥(x0) = yo,
{ ¥ (x0) = vy,

Y7 (o) =y,
avec xo un point de I et yp, y(’), e (()”) des valeurs données.

s Exemple

On se donne f(z, y(1)) =3t -3y(1) et yg = @ (un nombre quelconque). On cherche une fonction y: r € Rt — y(¢) € R qui satisfait

y' (1) =3r-3y(1), Vt>0,
y(0) =a.

Sa solution est donnée par y(1) = (@ —1/3)e3" + £ +1/3.

«Exemple Non unicité de la solution d’un probleme de CAUCHY
On se donne f (¢, y(1)) = ,s/y(t) et yo = 0. On cherche une fonction y: t € Rt — y(t) € R qui satisfait

{y’(t) =3y, VYi>0,

y(0) =0.

On vérifie que les fonctions y1(#) =0 et y23(f) = £V 813/27, pour tout ¢ = 0, sont toutes trois solutions du probléme de CAUCHY
donné. C’est exemple montre qu'un probleme de CAUCHY n’as pas nécessairement de solution unique.

“pExemple Non existence sur R de la solution d’un probléme de CAUCHY
On se donne f(t, y(1) = (y(l.‘))3 et yo = 1. On cherche une fonction y: t € Rt — y(t) € R qui satisfait

y'(O =03, V>0,
y(0) =1.

On vérifie que la solution y est donnée par y(f) = 1/v1—2t qui n'est définie que pour ¢ € [0;1/2[. C'est exemple montre qu'un
probléeme de CAUCHY n’as pas toujours une solution pour tout ¢ € [0; +oo[ puisqu’ici la solution explose lorsque ¢ tend vars la valeur
1/2 (en effet, nous avons lim;_. (3 /2)- y(£) = +00).

Les trois exemples ci-dessus montrent que I'étude mathématique de !'existence et de I'unicité de solutions d'un pro-
bléme de CAUCHY peut étre une affaire délicate. Dans ce chapitre, nous nous contentons de rappeler un résultat d’exis-
tence et d'unicité global, au sens ol1 on peut intégrer le probleme de CAUCHY jusqu'a t =oo:
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#Théoreéme Théoréme de Cauchy-Lipschitz
Soient a et g deux fonctions continues d'un intervalle I dans R, et considérons I'équation différentielle

y' (20 + a(x)y(x) = g(x).

Si (x9, o) € I xR, il existe une unique solution y de I’équation différentielle telle que y(xg) = yo.

sk Remarque

Graphiquement, ce théoréme signifie que par tout point du plan dont’abscisse est dans I, il passe une courbe intégrale
et une seule, autrement dit deux trajectoires ne peuvent pas se croiser. En particulier, si une équation différentielle
admet comme solution la solution nulle, alors toute autre solution est soit toujours positive soit toujours négative.

s Exemple Modeles de croissance
Hypothése Malthusienne : a chaque instant, la croissance de la population est proportionnelle a son effectif :

g =aq.

La désintégration atomique est un cas de décroissance régi par la méme équation mais avec a < 0.
Hypothése de Verhulst : a chaque instant, la croissance de la population est «proportionnelle» a son effectif, mais inhibée par des

ressources limitées :

q'(1) = aq(t)(m-q(1).

Il est clair que m sera un point d’équilibre, car la dérivée de g est nulle quand g = m.
Hypothése de Gompertz : a chaque instant, la croissance de la population est «proportionnelle» a son effectif, mais inhibée par

des ressources limitées :

q'(1) = aq(®)(In(k) - In(q(1)).

Il est clair que k sera un point d’équilibre, car la dérivée de g est nulle quand g = k.
En pratique, on ne peut expliciter les solutions que pour des équations différentielles ordinaires tres particulieres. Dans
certains cas, on ne peut exprimer la solution que sous forme implicite. Dans d’autres cas, on ne parvient méme pas a
représenter la solution sous forme implicite.

®Probleme de CAUCHY numériquement mal posé
Reprenons le premier exemple : on se donne f (¢, y(t)) = 3¢t —3y(?) et yo = a (un nombre quelconque). On cherche une
fonction y: t€ R™ — y(1) € R qui satisfait

y'(H)=3t-3y(t), Vt>0,
y(0) = a.

Nous avons vu que sa solution est donnée par y(t) = (a — 1/3)e3* + ¢ + 1/3. Si nous cherchons a résoudre le probléeme
de CAUCHY jusqu’a ¢ = 10 avec a = 1/3, nous obtenons y(10) = 10+ 1/3 = 31/3. Par contre, si nous faisons le calcul avec
I'approximation a = 0.333333 au lieu de 1/3, nous avons y(10) = (0.333333 — 1/3)e%* + 10 + 1/3 = —3°/3000000 + 31/3
ce qui représente une différence avec la précédente valeur de ¢°/3000000 = 107/3. Cet exemple nous apprend qu'une
petite erreur sur la condition initiale (erreur relative d’ordre 107%) peut provoquer une trés grande erreur sur y(10)
(erreur relative d’ordre 10°). Ainsi, si le calculateur mis a notre disposition ne calcul qu’avec 6 chiffres significatifs (en
virgule flottante), alors & = 1/3 devient @ = 0.333333 et la seule erreur sur la condition initiale provoque déja une erreur
inadmissible sur la solution. Nous sommes en présence ici d'un probleme numériquement mal posé, appelé aussi
probléme mal conditionné.

11.2.1 Equations différentielles du premier ordre

#Proposition Equations différentielles du premier ordre a variables séparables
Lorsque '’équation est de la forme

fy@))y ) =gx

ou f et g sont des fonctions données dont on connait des primitives F et G, on a
Fiyx)=Gx)+C ouCeR,
et si F posséde une fonction réciproque F~!, on en déduit

y(x) = F1(G(x) +C),

relation qui donne toutes les solutions de I'équation. Cette solution générale dépend de la constante d’intégration C.
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LAstuce Astuce mnémotechnique
En pratique, on peut écrire I'équation f(y(x))y'(x) = g(x) sous la forme

F dy=g(x) dx,

puis intégrer formellement les deux membres

ff(y) dy=fg(x) dx,

et exprimer y en fonction de x.

“p Exemple
On veut résoudre I'équation différentielle y’(x) = xy(x) sur des intervalles a préciser. Il s’agit d’'une EDO du premier ordre a variables
séparables : la fonction y(x) = 0 est solution, toute autre solution y(x) sera donc non nulle. On peut alors réécrire 'EDO comme

/ 2
&:x = fldy:[xdx = ln|y|:x—+CavecC€[R.
yx) y 2

Ainsi, toute solution non nulle est
2
y(x)=De*’?>  avecDeR.

s Exemple Loi de Newton s
Considérons une tasse de café a la température de 75°C dans une salle a 25°C. On suppose que la température du café suit la loi de

Newton, c’est-a-dire que la vitesse de refroidissement du café est proportionnelle a la différence des températures. En formule cela
signifie qu’il existe une constante K < 0 telle que la température vérifie I'équation différentielle ordinaire (EDO) du premier ordre.

T'(1) = K(T (1) - 25).
La condition initiale (CI) est donc simplement
T(0)=75.
Pour calculer la température a chaque instant on a besoin de connaitre la constante K. Cette valeur peut étre déduite en constatant

qu’apres 5 minutes le café est a 50°C, c’est-a-dire
T(5) =50.

1. On commence par calculer toutes les solutions de 'EDO. Etant une équation différentielle du premier ordre, la famille de
solutions dépendra d'une constante qu'on fixera en utilisant la CI. Il s’agit d'une EDO a variables séparables : formellement

ona
/ T'(1) dT
T (1) = K(T(r) - 25) — =K - — —
(T(r)—25) (T -25)
1
fde:der = In(T-25=Kt+c = T-25=Dek! =T =25+DeK!
2. Lavaleur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI:
75=T(0) = 25+ DeX? = D =50 = T (1) = 25 +50eK!
3. Il nereste qu’a établir la valeur numérique de la constante de refroidissement K grace al'«indice» :
Kt In(2) _h@),
50=T(5) =25+50e = K=——— = T(t)=25+50e 5

5

On peut donc conclure que la température du café évolue selon la fonction

_MI
T(1)=25+50e 5 °.

T[°C]

75 N
N
N
50 -y
T~
— |

25

0 t[minutes]

5 10 15
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#Proposition Equations différentielles linéaires du premier ordre
Elles sont de la forme

a(x)y'(x) + b(x)y(x) = g(x)

ou a, b et g sontdes fonctions données, continues sur un intervalle I  R. Pour la résolution, on se place sur un intervalle
J c I tel que la fonction a ne s’annule pas sur J. Toute solution y(x, C) de cette EDO est de la forme yy(x, C) + yp(x) ol
yp est une solution particuliere de 'EDO et yp est la solution générale de I'équation homogene associée (c’est-a-dire
de 'EDO a(x)y'(x) + b(x) y(x) = 0). On est donc conduit a deux problémes : rechercher d’abord la solution générale de
I'équation homogene et ensuite une solution particuliere de I'équation complete.
* Résolution de l'équation homogéne associée : a(x)y' (x) + b(x)y(x) = 0.
C’est une équation a variables séparables. Elles comportent donc la fonction nulle et des fonctions qui ne s’an-
nulent jamais. On peut alors écrire formellement

!
.V(x):_@ — ln|y|=—f@dx
y(x) a(x) a(x)

Ses solutions sont du type

yu(x,C)=Ce @ ol A(x) = f LICS
a(u)

avec C constante arbitraire.
* Recherche d’'une solution particuliere (méthode de LAGRANGE ou de variation de la constante).
Si y1(x) est une solution non nulle de 'EDO homogeéne, on introduit une fonction auxiliaire inconnue K (x) telle
que y(x) = K(x) y1 (x) soit solution de notre EDO. On calcule alors y'(x) et on reporte y'(x) et y(x) dans notre EDO.
On observe que K (x) disparait, ce qui fournit une auto-vérification. Il ne reste que K’(x), ce qui permet de calculer
K(x) et donc yp(x).
Lintégrale générale est donc
y(x,C1) = yu(x,C1) + yp(x).

9 Exemple
On veut résoudre I'équation différentielle
_2x+1

Tx24+1]

xy' (x) — y(x)

Existe-t-il des solutions définies sur R ?
Il s’agit d'une équation différentielle linéaire du premier ordre. Comme a(x) = x, On cherche sa solution générale sur I1 =] —o0;0[ ou
sur I» =]0, +ool.

* Résolution de I'équation homogene associée : xy' (x) — y(x) = 0.

y'(x) _ 1

m = },soit

y(x) = 0 est solution et on sait que les autres solutions ne s’annulent pas sur I ni sur I>. On peut donc écrire
S % =/ % d’ottIn|y(x)| = In|x| + D, ce qui conduit a la solution générale sur I de I'équation homogene
YH(X)=Cx avec C € R.

* Recherche d’une solution particuliere (méthode de LAGRANGE).

Considérons une nouvelle fonction inconnue K(x) telle que yp(x) = K(x)x soit solution de xy’(x) -y(x) = 2x+

x>+

}. On calcule
y;,(x) = K'(x)x + K(x) et on le reporte dans 'EDO ; on obtient ¢

x[K'(x0)x+ K(0)] K(x)x—ﬂ — K’(x)—ﬁ_ing 2x v
T x241 Tx2(x2+1) x2 x x2+1 x2+1°
On en déduit .
K(x) = —— +2In|x| - In(x? + 1) — arctan(x)
X
et donc

yp(x) =—-1+2xIn|x|— xln(x2 +1) — xarctan(x).

La solution générale est donc
y(x,C) =yp(x,C) +yp(x) = -1+2xIn|x| - xIn(x? +1) - xarctan(x) + Cx avec CeR.
Comme limy_.g y(x,C) = —1, la fonction définie sur R avec un prolongement par continuité en 0 par

—1+2xln|x|—xln(x2+1)—xarctan(x)+C1x six <O,
yx)=<-1 six=0,

—1+4+2xIn|x| - xln(x2 +1)— xarctan(x) + Cox six>0,
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. . - . +1 S
sera un prolongement de solution de notre EDO sur R si elle est dérivable en 0. Comme limy_.¢ % = —oo, il n’existe donc aucune
solution définie sur R.
4 : : : L_2x+1  _ A, B, Cx+D — 2 2 2 Giy— i -
a. Intégration de fractions simples : Pasn St et g = 2x+1=Ax(x*+1)+B(x“+1)+(Cx+D)x. Si x =0 on obtient que B = 1 et

donc —x+2:A(x2+l)+(Cx+D)x. Si x =0 on obtient que A=2etdonc -2x-1=Cx+DdouD=-1letC=-2.

#Proposition Equations différentielles de BERNOULLI
Elles sont du premier ordre et de la forme

a(x)y' (x)+b(x)y(x) = gxX) (y(x)%, aeR\{0;1}

ol a, b et g sont des fonctions données, continues sur un intervalle I  R. Pour la résolution, on se place sur un intervalle
J < I tel que la fonction a ne s’annule pas sur J et on fait le changement de fonction z = y!~%. On arrive a

a(x)z' (x)+(1-a)b(x)z(x) =1 -a)g(x)

qui est une équation linéaire du premier ordre.

s Exemple

On veut résoudre 1'équation différentielle
1 1
Y@+ -y = sx-1y> .
2 2
Il s’agit d'une équation différentielle de BERNOULLI. Comme a(x) = 1, on cherche sa solution générale sur R.
% Réduction a une équation différentielle linéaire du premier ordre : si on pose z(x) = 1/y?(x) elle se réécrit

Z(x)-z(x)=1-x.

* Résolution de I'équation homogene associée : z}{(x) —zp(x)=0.
2y _
zp(x)

zp(x) = 0 est solution et on sait que les autres solutions ne s’annulent pas sur R. On peut donc écrire
ala solution générale sur R de 'équation homogene

1, ce qui conduit

zp(x,C)=Ce®  avecCeR™.

* Recherche d’une solution particuliere (méthode de LAGRANGE).
Considérons une nouvelle fonction inconnue K (x) telle que zp(x) = K(x)zg(x, C) = K(x)e* soit solution de z;(x) —zp(x) =
1 - x. On calcule z},(x) = (K'(x) + K(x))e* et on le reporte dans 'EDO; on obtient

[K'(x)+K@)] e~ K(xe'=1-x = K’(x)zle_—xx.

On en déduit
K(x) = f(l —x)e Ydx=-(1-x)e* —fe_x dx=xe "
et donc
zp(x) = x.
La solution générale est donc
z(x,C) = zg(x, A) + zp(x) = Ae* + x avec AeR
et on conclut

1
(x,C) = ——.
Y Vx+ Ae*

11.2.2 Equations différentielles du second ordre

{@Définition
Une équation différentielle linéaire du second ordre est de la forme

a(x)y" (x) +b(x)y' (x) + c(x)y(x) = g(x)

ol a, b, c et g sont des fonctions continues données. Pour la résolution, on se place sur un intervalle I tel que la fonction
ane s’annule pas sur 1.
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#Proposition Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants

© G. FACCANONI

Il s’agit d'une EDO du type
ay’ (x) + by (x) + cy(x) = g(x).
ou a, b et ¢ sont des constantes données.
Toute solution y de cette EDO dépend de deux constantes arbitraires C; et C, et est de la forme yy(x, Cy, C2) + yp(x) ol
¥p est une solution particuliére de 'EDO et yy est la solution générale de I'équation homogene associée (c’est-a-dire
de 'EDO ay”(x) + by'(x) + cy(x) = 0). On est donc conduit & deux problémes : rechercher d’abord la solution générale
de I'équation homogene et ensuite une solution particuliére de I’équation compleéte.
* Résolution de I'équation homogene associée.
On introduit le polynéme caractéristique p(1) = aA? + bA + c. Soit A = b? — 4ac, alors
x siA>0ona
-b-VA ~-b+VA
YH(C1,Co) = Cre T +CeY,  CLGeR M= ——,  Ap=——;
2a 2a
* siA=0ona b
Ya(x,C1,C) = (C) + Cox) e, C1,GeR, A= “3a
a
* siA<Qona
ox . b |A]
yu(x,C1, C2) = e”*(C; cos(wx) + Cy sin(wx)), C,CeR, o= —5 W= S
qu’en physique souvent on réécrit comme
C C
yu(x, A, @) = Ae’“cos(wx—¢),  A=\/Ci+C5,  cos(y) = 71, sin(¢p) = 72
* Recherche d’'une solution particuliere.
Si g(x) = pn(x)eH* cos(@x) ou g(x) = pp(x)eH* sin(Ox) alors
yp(x) = x" et (q1,,(x) cos(0x) + G2, (x) sin(6x))
ol py, q1,n €t go2,, sont des polyndmes de degré n etona
x siA>0etf=0etu=Aoup=Azalorsm=1;
x sSiA=0et0=0etu=Aalorsm=2;
x siA<QetO=wetu=calorsm=1;
* sinon m = 0.
Lintégrale générale est donc
y(x) = yu(x,Ci, C) + yp(x).
s Exemple
On veut calculer toutes les solutions de 'EDO
y”(x) +y(x) =3 cos(x).
I s’agit d'une EDO linéaire du second ordre a coefficients constants.
* Recherche de l'intégrale générale de I'équation homogene.
Léquation caractéristique A% +1 = 0 a discriminant A = —4. On a 0 = 0 et w = 1. Donc l'intégrale générale de I'équation
homogene est
yr(x,c1,c2) = c1 cos(x) + ¢p sin(x), c1,c2 €R.
* Recherche d'un intégrale particulier de I'équation complete.
Puisque 1 = 0 =0, on cherche 'intégrale particulier sous la forme
yp(x) = x(@cos(x) + fsin(x)).
On a alors
y}(x) = (a + fx) cos(x) + (B — ax)sin(x),
yg(x) =2 - ax)cos(x) — 2a + Bx)sin(x).
On les remplace dans I'équation :
y};(x) + yp(x) =3 cos(x) = (2B — ax)cos(x) — 2a + Bx) sin(x) + x(a cos(x) + Bsin(x)) = 3cos(x)
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doua=0etfB= %
Lintégrale générale de 'EDO assignée est donc

3
y(x) =yg(x,c1,c2) + yp(x) = c1 cos(x) + c2 sin(x) + zxcos(x), c1,c2 €R.

s Exemple Oscillateur harmonique amorti
Les oscillateurs harmoniques décrivent des comportements oscillants qu'ils soient dus a une nature intrinsequement oscillatoire

(comme le mouvement d'une masse reliée a un ressort) ou a un mouvement au voisinage d une position d’équilibre (comme dans le
modele d'une liaison moléculaire). Dans les deux cas, on utilise le méme modele de I'oscillateur harmonique. De plus, on s’intéresse
ici au cas ol on a un frottement fluide proportionnel a la vitesse.

Eloigné d’une distance x de sa position de repos (x = 0), le mouvement en fonction du temps ¢ est décrit par I'équation différentielle

mx" (1) = —kx(t) —yx' ()

ol m estla masse de 'objet, k > 0 la constante élastique du ressort et y > 0 le coefficient de frottement. On cherche la fonction ¢ — x
solution de cette EDO.
On réécrit I'équation sous la forme

X (1) +26x (1) +n?x(1) =0

ol on a noté

k
5=i>0 et 172=—>O.
2m m

Le polyndme caractéristique associé a cette équation est
p) =A% +261+12

qui a discriminant
A =482 —a?

-20 - VA 25 +VA
0TV s\ )52 _n2 0TV a sy /s2_n2
A= P =-0 6°—-n et Ao = 5 =-0+1/0°—n*°.

Selon le signe de A on a trois comportements différentes :
* SiA >0, c'est-a-dire si § > n alors Ay et A2 sont réels et différents et la solution de 'EDO est de la forme

et racines

x(0) = CreM i+ Cret?t, €, CreR.

Comme A1 < A2 <0 (car /62 —n? < §), x tend vers 0 de facon exponentielle quand 7 — +oo. Physiquement cela signifie que si
la constante de frottement est grande comparée a la constate d’élasticité du ressort alors la masse n'oscille pas mais va étre tirée
vers la position d’équilibre.

*x SiA =0, c’est-a-dire si § =nalors A = A2 = -0 et la solution de 'EDO est de la forme

() =(CL+Coer,  C,CreR

Dans ce cas aussi la solution x tend vers 0 de facon exponentielle quand ¢ — +oo.
* SiA <0, c’est-a-dire si § <7 alors A; et A2 sont deux nombres complexes conjugués et la solution de I'EDO est de la forme

x(0) = Cre 0 cos(vV=AN + Cre Olsin(WV=Ap), C1,Cr€R.

qui se réécrit x(t) = re 0t cos(V—At+p)avecr =/ C% + C%, ¢ = arctan(—Cj/C»). Dans cette derniére expression on voit le carac-
tere oscillatoire du mouvement. Dans ce cas le frottement ne suffit pas pour empécher I'oscillation mais son effet se traduit par

une diminution exponentielle de 'ampleur de I'oscillation : le graphe de x(#) est compris entre les courbes d’équation +re 01,
8 10
051
A>0

104

—x(0)=1x"(0=1 — x(0=1x"(0)=- —x0)=1x"(0=1 — x(0)=1x"(0)=-] —x(0)=1x"(0)=1 — x(0=1x"(0)=-]

—x(0)=1x"'0)= ——x(0)=-1x""(0)= —x(0)=1x"0)=( ——x(0)=-1x""(0)=1 ——x(0)=1x""(0)=( X(0)=-1x"'(0)=1

— X(0)=-1x"(0)=-1"x(0)=-1x"'(0)= — x(0)=-1x""(0)=-1——x(0)=-1 x"'(0)=( —— x(0)=-1 x"(0)=-1——x(0)=-1 x"'(0)=(
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VIV DIDIDIDD  Exercices DDV DIDID

Primitives

‘g'Exercice 11.1 Par intégration directe ou par transformations élémentaires
¥ Calculer les primitives suivantes :

3

i 1. f2x3—3x+1dx
*

*

oo fﬁ+%dx
* 1

* 3.[ dx
2 x+1

¥ 4 f\/2x+1dx
b

x5, fezx“dx

X

I s f\4/(x—1)3dx
*

X X

2 x+1

¥ s fxv5+x2dx
*

* X

* e

T G,
X 1+e*

X Vx

* e

* 10. dx

b VX

*

CORRECTION.

1 3
1. Ex(x —-3x+2)+c

1
2. E(S%+3)x4/3+c

3.2Vx+1+c

V2x+1)3 ‘e

3
er+1

2

+C

4
.?(x—1)7/4+c

. x-In(x+1)+c¢

1
. §(5+x2)3/2+c

© o N O

.In(1+e)+c
10. 2eV¥ + ¢

11. e V¥4 ¢
e

12. — +c¢
2

4
13. In”(x) +c

14.

15. — +¢

16. In|x +sin(x)| + ¢
arctan(x4)
1 +c

18. In(1 + sin?(x)) + ¢

17.

© G. FACCANONI

11.

12.

13.

14

15.

1

17.

1

19

/

/
3
/

o |

/

o |

3

e—l/x

xzdx

fxex2 dx

In3(x)
X
1

xIn3(x)

dx

3
x2e* dx

1+ cos(x)
X+ sin(x)
3

1+ x4

sin(2x)

1+ sin?(x)

1
—— dx
xV/x

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.
33.

34.
35.

36

20. fsin3 (x) cos(x) dx

21. [sin(Bx) dx

22. f;dx
sin(x) cos(x)
sin(v/x) &
Vx
24, fx(x2+1)2 dx

23.

1

25. f dx
VxZ+3
etan(x)

26. f 5 dx
cos=(x)

27. | (ax+b)" dx avec

a#zZletn#1

1
28. f— dx avec
(ax+ b)"
ax+b#0,a#0etn>1

-—+c
Vx
sin®(x)
+
4

1
——cos(3x)+c¢
3 (3x)

In|tan(x)|+ ¢

—2cosy/x+c

(x2+1)3

———+c¢
6

V(x2+3)2+¢

tan(x) +c

(ax+ b)"*1
n+1

(ax+b)~"*!
-n+1

> w

Q

+C

+C

2 Q= Q=
[\

+arctan(x) + ¢

~ |

x+xt+x+c

W |

—x+2sin(x) +
2 2
arcsin(x) +2vV1—-x2+c¢

tan(x) —

+c
tan(x)

x—In(1+e*+c¢
xX—cos(x)+c

. +Injtan(2x)|+ ¢

sin(x) cos(x)

2

30

31

32

33.

34

35.

3
x> +x+1
g.f—dx
x2+1

) f(1+2x3)2dx

) f(l +cos(x))? dx

1-2x
vt

1
—— dx
f sin?(x) cos2(x)

1
gy
1+e*

2
f cos' (x) dx
1 —sin(x)

1
36. / - dx
sin(4x)
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‘g'Exercice 11.2 Intégration par changement de variable

B R R R B D B B D B B D B o B P D D B P DD P P D P P D D B

* Calculer les primitives suivantes :

sin(In(x)) f 1 In(x) 1
l.f—dx 7. —— dx 13.f—dx 19./—dx
Jf/_ xy/In(2) x xV/1-In?(x)
1+ev* 1
Vx & 8 fexln(Hex)dx . .[e"+e‘x a 20. fe“zx dx
1 1 otan(o X
3. dx R 15. dx
fx—ﬁ o fx(2+ln2(x)) dr fcosz(x) ’1 f cos(x)
1 %8 sin(In(x)) " J 1+sin(x)
4-f—dx 1o.f—dx 16.f—dx
V(1 +Vx) V1-x? x 1
P %5 17 f X dx 22. f?cos(;) dx
5‘f1+exdx ”'fmdx S VIEa?

3
1 X
6.[ dx 12. f\/ex—ldx 18. fx\/a+x2dx 23-/ dx

V1+x2

xIn(x)

CORRECTION.

1.

SIS

N

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

274

Si on pose ¢ =In(x) alors 1 dx = dt et on obtient — cos(In(x)) + ¢

Sion pose t = y/x alors dx = 2¢ dr et on obtient 2(y/x + eV¥) + ¢

Si on pose ¢ = /x alors dx =2t dt et on obtient 2In(y/x—1) + ¢

Soit x > 0. Si on pose t = y/x alors dx = 2¢ dt et on obtient 4m+ c
Si on pose ¢ = e* alors e* dx = dr et on obtient In(1 + e*) + ¢

Si on pose t =In(x) alors % dx = dr et on obtient In|In(x)|+ ¢

Sion pose t =In (1) alors — 1 dx =2¢ df et on obtient -2y /In (1) +¢
Sion pose t =1+ e” alors e* dx = dr et on obtient (1 +e*)In(1+e*)—e*+¢

: _ 1 _ : 1 In(x)
Sion pose ¢ =In(x) alors < dx = dr et on obtient 7 arctan( NG ) +c

Si on pose t2=1-x%alors —x dx =t dt et on 0btient—%(x2+2) 1-x2+c¢c
Si on pose t2 = x3 —1 alors 3x% dx = 2t dr et on obtient %(xg +2)vVx3-1+c¢

Sion pose 12 = ¥ — 1 alors dx = -£L- dr et on obtient 2 (Ve* — 1 —arctan(ve* — 1)) + ¢

2+1

Si on pose 7 =In(x) alors dx = e’ d et on obtient 1 In®(x) + ¢

Si on pose ¢ = e* alors dx = % dr et on obtient arctane* + ¢

1

7 dr et on obtient e + ¢

Si on pose t = tan(x) alors dx =
Si on pose ¢ =In(x) alors dx = e’ dr et on obtient — cos(In(x)) + ¢

Si on pose ¢ = V1 + x2 alors 2x dx = 2¢ dt et on obtient V1 +x2 + ¢

Sion pose t = Va+ x? alors 2x dx = 2t dt et on obtient %\/m+ c

Si on pose t =In(x) alors % dx = dt et on obtient arcsin(In(x)) + ¢

Sion pose t = % alors —é dx = dt et on obtient —e'/* + ¢

Sion pose ¢ =1+ sin(x) alors cos(x) dx = df et on obtient In|1 + sin(x)| + ¢
Si on pose ¢ = 1 alors —% dx = dz et on obtient —sin (1) + ¢

Si on pose t2=1+x?alors xdx = tdtetonobtient%(xz—Z) x2+1+c
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‘g'Exercice 11.3 Intégration par parties
* Calculer les primitives suivantes :

*
*
* .
* In(x) In(x) xarcsin(x) 3
* L f dx 5. dx 9. | —dx 14. fx In(x) dx
3 32 VI Vi-z
* sin(x) tan(x)
In(l 10. f—e dx In(x)
z 2. f @ dx 6. f xsin(x) dx cos3(x) 15. e
% 11. fx3 sin(x)? dx
* 2
* 3. fln(1+x) dx 7. fxln(x) dx 16. fln (x) dx
X 12. fezx sin(3x) dx
*
*
z 4, fxzexdx 8. fx2cos(x) dx 13. fe_sxcos(Zx) dx 17. fxsinz(x) dx
*
CORRECTION.
1. Comme f(x) =In(x) = f'(x) = L et g(x) -2 =g = 2 on obtient — M“(X) +c
2. Comme f(x) =In(n(x)) = f'(x) = xln(x) et g(x) =lnx) € g'x) == on obtlent (In(In(x)) - DIn(x) + ¢
3. Comme f(x) =In(1+x) > f'(x) = 1+x etglx)=x<g'(x)=1on obtlent 1+x)In(l+x)-x+c
4. Comme f(x)=x*= f'(x) =2xet g(x) =e* < g'(x) =e* on obtient e (x-2)x+2)+c
5. Comme f(x) =In(x) = f'(x) = % etgx)=2y/x<g'(x) = Zon obtient 2/x(In(x) —2) + ¢
6. Comme f(x)=x= f'(x)=1et g(x)=—cos(x) < g'(x) = s1n(x) on obtient —x cos(x) + sin(x) + ¢
7. Comme f(x) =In(x) = f'(x) = 1/x et g(x) = x*/2 < g'(x) = x on obtient 1 53X 2In(x) - —x +c
8. Comme f(x) = x> f/(x) =2x et g(x) = sin(x) < g'(x) = cos(x) on obtlent x2sin(x) — 2[—xcos(x) +sin(x)] + ¢
9. Comme f(x) = arcsin(x) = f'(x) = ﬁ etgx)=-V1i-x2<g'x) = oz on obtient —V'1— x2-arcsin(x) + x+ ¢
10. Comme f(x) = " costry = f7(x) = Veorx €t g(x) = €W < g’ (x) = /.2 on obtlent ™™ (tan(x) - 1) + ¢
2 2y 1 qin(+2
11. Comme f(x) = sin(x2) = f'(x) = 2xcos(x?) et g(x) = /s < g'(x) = 3 on obtient — COS(XZ) SALLE
2X (i _3
12. Comme f(x) =sin(3x) = f’(x) =3cos(3x) et g(x) = e**/2 « g’(x) = ¢ on obtient 22 (Sm(sxl)g 2 00sB1))
—3x _ 2
13. Comme f(x) = cos(2x) = f'(x) = -2 sm(2x) etg(x) = = ¢~3% on obtient — (Cos(zlxg) 3@ L o
14. Comme f(x) =In(x) = f'(x) = % etgr)=% <g'(x) = x% on obtient 16x ‘4ln(x)-1) +c¢
4
15. Comme f(x) =In(x) = f'(x) = L etgx) = &~ < g'(x) = = 75 on obtient 3% B3 (Inx) - 2) +c
16. Comme f(x) =In(x) = f'(x) = 1 Letglx) = xIn(x)—x<g (x) =In(x) on obtient x(In?(x) — 2In(x) +2) + ¢
17. Comme f(x) = sin?(x) = f’(x) = 2sin(x) cos(x) = sin(2x) et g(x) = x—z < g'(x) = x on obtient —(x — xsin(2x) —

3 cos(2x)) +c

®Exercice 11.4 (P HALMOS)
Si f,g: R — R sont deux fonctions dérivables quelconques, on sait que la dérivée du produit n’est pas le produit des
dérivées, autrement dit (fg)’ # f'g’. Cependant, il existe des fonctions f et g pour lesquelles on a bien (fg)' = f'g’,
par exemple si f et g sont toutes deux égales a une constante (pas nécessairement la méme). Pouvez-vous en trouver
d’autres?

CORRECTION.

*

*

*

Si f(x) = k1 pour tout x € R et g(x) = k» pour tout x € R, alors (fg)’'(x) = (k1k2)’ = 0 pour tout x € Ret f'(x)g'(x) =
0 x 0 =0 pour tout x € R.
Si g = f, on cherche f telle que (f%)’ = (f')?, c’est-a-dire 2 f(x) f'(x) = (f'(x))? pour tout x € R. Donc, soit f'(x) =0
pour tout x € R et on trouve a nouveau f(x) = g(x) = k pour tout x € R, soit 2 f(x) = f’(x) pour tout x € R et on trouve
fx)=gkx) = ke?* pour tout x € R.
Dire que (fg)' = f'g’ revient a dire que f'g + fg' = f'g’. En divisant par le produit fg (il est inutile a ce stade de se
préoccuper de la possibilité de diviser par 0, nous cherchons seulement formellement des conditions nécessaires)
ona

[ g0 _ [ gw

fx) gl f g

© G. FACCANONI 275



11 Primitives et EDO

Vendredi 25 juillet 2014
c’est-a-dire

g'(x)
In(f ()] = ———.
! g'x)-g)
Si on choisit g, il suffit de poser f = e oi1 G est une primitive de
Voyons quelques exemples :
= sion pose g(x)

g'w)
g -g-
= xalors G(x) = [ 1= dx=—In(1 - x) et f(x) = ;. Vérifions si on a bien (fg)' = f'g":
! _ X ,_ 1
(f8) (x)—(—l_x) iy
/ / _
g x) = —(1 ey
x sion pose g(x) = x% alors G(x) :fm dx = [ 25— dx=—aln(a-x) et f(x)
(fg)/ f/ /

= ﬁ Vérifions si on a bien

I _ x4 ’_ 2 a-1,_ _ _y—a-1
(fg) (x)—((a_x)a) =a*x"" (a-x)
f’(x)g'(x) :a(a_x)—a—llaxu—l — Zxa—l(a_x)—a—l
* jci,;l'pose g(x) = e* alors G(x) :f% dx=_%xetf(x)= ebx

ou b = al(a—1). Vérifions si on a bien (fg)’
(fg)'(x) (ebxeax) _ (e(a+b)x) _

(a+ b)ela+tDx
(g (x) = be?* ae®™

(ab)e(a+h)x (a+ b)e(a+b)x

& Exercice 11.5 Formules de réduction

| Les formules de réduction dérivent de 'application répétée de la régle d’intégration par parties.
1. Soit n €N et @ € R*, montrer que

n nn—-1 n!\ e%*
xneaxdx: x”——x”_1+(—)x”_2---+(—1)”— RPN
a a? al a
2. Soit n € N. Montrer que

n

_ginn—1 _
f sin”(x) dx = sin”” (x)cos(x) + nn 1 [ sin 2 (x) dx
n-1 : _
fcos"(x) dr = cos (’J;) sin(x) N nn 1 fcos”_z(x) dc

3. Soit n € N. Montrer que

fx sin(x) dx = —x" cos(x) + nx"* " !sin(x) - n(n - l)f 2sin(x) dx,
[x cos(x) dx = x"sin(x) + nx™" cos(x) n(n— l)f

2 cos(x) dx.
4. Soit ne N*, a # —1 et x > 0. Montrer que

fxaln"(x)dxz(ln”(x)— T+ nn—-1)
a+1

n2 o n! xa+l
(a+1)2 @)+ D (a+1)")

a+1
CORRECTION.
1. On pose I, = [ x"e%* dx. En intégrant par parties (f(x) = x" et g’'(x) = e**) on trouve
et e n( , e n-1 n ,, nn-1)
In=x ———In,lzx"———(x" 1 I, 2) =(x”——x"1+
a «a a a a a

_ n!) e**
5 xn 2...+(_1)n_
«a a

2. Onpose I, = [sin”(x) dx. En intégrant par parties (f(x) = sin” ! (x) et g’(x) = sin(x)) on trouve

e —sin" }(x)cos(x) n-1
I,=—-sin" "(x)cos(x)+(n—1)I,—2o—(n-1)I,= + I,—»
n n

276
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De la méme maniere, on pose I, = [cos”(x) dx. En intégrant par parties (f(x) = cos” 1(x) et g'(x) = cos(x)) on
trouve
cos" H(x)sin(x) n-1

I,= + I,—»
n n

3. On pose I, = [x"sin(x) dx et J, = [ x" cos(x) dx. En intégrant par parties (f(x) = x" et g'(x) = sin(x) dans la pre-
miére intégrale et f(x) = x" et g'(x) = cos(x) dans la deuxiéme intégrale) on trouve

I, =-x"cos(x)+nJ,-1 Jn=x"sin(x) — nl,_;
Par conséquence

I =—x"cos(x) + n(x" " sin(x) - (n—1)1,-2) = —x" cos(x) + nx" "' sin(x) — n(n— 1) I,—»

n-1

T = x"sin(x) — n(=x""' cos(x) + (n—1)J,-2) = x" sin(x) + nx"" ! cos(x) — n(n—1)J,—2

4. Onpose I,, = [ x*In" (x) dx. En intégrant par parties (f(x) =In"(x) et g’(x) = x*) on trouve

atl n nn-1) n! atl
I, = ln _ I :___:ln _ lnfl ln2 _1n
g s (n(x) P R e e e R P )
DExercice 11.6 Intégration de fonctions rationnelles
| Calculer les primitives suivantes :
a 2x-1 2 -
a)f_dx C)f—dx e)/3x+2x 5 4
x-b (x-D(x-2) 3x2-5x-2
a 3x+1
b dx, 1
: f by &7 @ f

CORRECTION. Soit ¢ une constante réelle.
a) [% dx=aln|x-b|+c

a — a
b) [ (x=D)" dx = T—ma-br1 T ¢

2x—1 __A B : _ _ 2x—1 _ 1 1 _
c) Comme D=2 — - 1) (x 2) ss1A+B—2€t—2A—B——l,alorsfmdx——fmdx+3fmdx——ln|x—
1/+3In|x— 2|+c—ln|(x 2° ‘+c
3x+1 _ —1/4 , =5/8 7/8 3x+1 Injx| _ 5In|x+2| 7ln\x—2\
d) Comme - ==+ 27 + 5 alors [S5- de= -5 - 2252+ 5=+

3x2+42x-5 _ (3x*—5x-2)+(7x-3) _ 7x-3 3x2+2x-5 E 11 _
e) Comme J5720= = S520—= = = 1+ == alors [P0 de=x+ ln|3x+1|+ =In|x-2[+c

Intégrales

®Exercice 11.7
| La valeur moyenne de la fonction f(x) = x° sur I'intervalle [0; k] est 9. Calculer k.

CORRECTION.

1 rk 1 k4
Ef Ldx=9 = —— =9 = k=/36.
0

‘g'Exercice 11.8 Vitesse et accélération
¥ Soit V > 0 une constante. Une voiture roule a une vitesse de v(f) = V¢(1- ) km-h~! durant 'intervalle de temps 0 < t < 1
% h. Quelle a été sa vitesse maximale 2 Quelle distance a-t-elle parcouru?

CORRECTION.

* Vitesse maximale: v(f) = Vi(1—1), V(1) =1-21, V' () =0ssit =5 etv(3) =
|4
6

=<

1
* Distance parcourue : v(t) = x'(¢) donc Xparcourue = f v(H) dr=
0
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®Exercice 11.9
Calculer s
1 1 1/v3 1 1 2x-5
T [ e L E
11+ x2 ~1/v3 1+3x2 1 x2-5x+6
CORRECTION.
of = [arc‘[an(x)]l,1 =arctan(l) —arctan(-1) = % — _TH = g,

P 1 fl 1 dt—d— i1
V3Jo11+12 V3 2v3

1 _
€ :f 22x—5 dx = [lnlx2 —5x+ 6|]171 =In2)-In(12) =In2) —In(3) — 2In(2) = —In(2) — In(3).
_1X—-5x+6

@Exercice 11.10 Calcul de l'aire
Calculer I'aire comprise entre le graphe de la fonction f(x) et le graphe de la fonction g(x) :

a) fx)=—-x*+x+2etg(x)=x>-3x+2 b) f(x):"T3 etg(x)=x*>-x

CORRECTION.

a) Comme f(x) = g(x) ssi x € {0,2} et f(x) = g(x) pour x € [0,2], 'aire comprise entre le graphe de la fonction f(x) et le

3 2 2 8
2T 4| ==
2

2 2
graphe de la fonction g(x) estf (f(x)—gx) dx = f —2x% +4xdx = 3’
0 0 0

b) Comme f(x) = g(x) ssi x € {0,2} et f(x) = g(x) pour x € [0,2], I'aire comprise entre le graphe de la fonction f(x) et le
2

2 2,3 P . 1
graphedelafonctiong(x)estf0 (f(x)—gx) dx= | Z—x2+xdx: 6 3'32 025.
f(x):—x2+x+2etg(x)=x2—3x+2 f(x):x;etg(x)zxz—x

‘g'Exercice 11.11 Calcul de l'aire
* Calculer I'aire de A et de B ainsi définis :

A:{(x,y)E[RZ

1
05x52ﬂ,55y5005‘9’x}, BZ{(x,y)GRZ

1
—nsxsn,gsyScossx .

X%
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CORRECTION. Remarquons d’abord que

f cos® (x) dx cos? (95 L-sin (2 f (1 —sin?(x)) cos(x) dx =

t=sinx

= fcos(x) — cos(x) sin?(x) dx = sin(x) — fcosx sin?(x) dx 7=V

= sin®(x
=sin(x)—ft2dt=sin(x)—§+k:sin(x)— 3( )+k, keR.
Comme cos®(x) = % ssix=Zoux= %” alors

3
s E_O —
Aire (A) =2 fscosf‘(x)dx—E‘T)=2(§—£—1)=9‘/§ ”
0

et

Aire (B) = f§ cosg(x) dx—-2-

_z
3

%-0:2(\/5 V3 ﬂ):9\/§—ﬂ
5 .

©Exercice 11.12

Dans la figure ci-contre on a tracé le graphe de la fonction y
g: [0; w] — R définie par

g(x) =f0 f(o)de

. . . =g
avec f: [0; w] — R une fonction continue et dérivable. Le ‘ J gx
graphe de g a tangente horizontale en x = 0 et présente h k w
un changement de concavité en x = h et un maximum en
x=k.

1. Calculer f(0) et f(k).

2. Tracer un graphe plausible de f et montrer qu’elle admet un maximum.

3. Dorénavant on suppose que g est une fonction polynomiale de degré 3.
3.1. Montrer que h = w/3 et k =2h.

3.2. Pour w =3 et g(1) =2/3 trouver 'expression de g.

CORRECTION.

1. g'(x) = f(x) pour tout x € [0; w]. Puisque x = 0 et x = k sont des points a tangente horizontale pour le graphe de g,
alors g'(0) = g'(k) = 0.

2. f est continue par hypothese. D’apres le théoréeme de WEIERSTRASS elle admet un maximum et un minimum sur
[0; w].
On a vu au point précédent que f(0) = f(k) =0 et que g'(x) = f(x) pour tout x € [0; w]. g est croissante (g'(x) > 0)
sur [0; k] et décroissante (g'(x) < 0) sur [k; w], donc f est positive sur [0; i] et négative sur [h; w].
De plus, g”(x) = f'(x) pour tout x € [0; w]. g est convexe (g” (x) > 0) sur [0; k] et concave (g"(x) < 0) sur [h; w], donc

f est croissante sur [0; ] et décroissante sur [h; w]. x = h est un maximum absolu pour f et x = w un minimum
absolu.

Un graphe plausible de f est donc le suivant :

y

>=|----
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3. g estune fonction polynomiale de degré 3, x = w est un zéro simple et x = 0 est un zéro double (car g’(0) = 0), donc
g(x) = alx — w)(x—0)? = ax*(x — w) avec a € R* un paramétre.

3.1. Ona f(x) = g'(x) = ax(3x — 2w) : il s'agit d’'une parabole. Comme f(0) = f(k) = 0 alors k = 2w/3. De plus, le
sommet de la parabole se trouve en x = k/2 et f'(k/2) = 0. Comme x = h est le maximum de f, alors h = k/2 =
w/3.

3.2. Siw=3alors g(x) = ax?(x-3) etla condition g(1) =2/3 implique a = —1/3. On obtient ainsi g(x) = —%xe‘ + x2.

®Exercice 11.13 Calcul d'impot
Le principe de I'impot sur les revenus est le suivant : le revenu imposable ¢ pour 'année 2013 est partagé en tranches

et 'impo6t a payer en 2014 est calculé en prenant un certain pourcentage de chaque tranche. Voici alors les tranches
d’imposition selon les données officielles prises sur le site du ministere des finances :

e jusqu’'a 6011 € : 0%

ede6011€211991€: 5.5%

ede11991€ 226631€: 14%

«de26631€ a71397€: 30%

«de71397€ a151200€: 41%

e plus de 151200 € : 45%

Mathématiquement parlant, 'imp6t est une fonction continue du revenu pour qu’il n'y ait pas d’'injustices : une petite
modification du revenu n’entraine qu'une petite modification de I'impdt (sauter d’'une tranche n’est pas un drame).
Avec des taux marginaux par tranches, on obtient une fonction croissante (plus le revenu est élevé et plus 'impot est
élevé) et affine par morceaux; et puisque le taux marginal augmente en fonction du revenu il s’agit d'une fonction
convexe. Cela signifie que la courbe «monte toujours plus vite» : plus le revenu est élevé et plus le taux marginal aug-
mente. Non seulement I'impot augmente en fonction du revenu mais il augmente de plus en plus vite.
Ecrire et tracer le graphe des fonctions suivantes en fonction du revenu imposable :

1. Taux marginal,

2. Impot,

3. Taux global,

4. Ce quireste apres avoir payé I'impot.

a. 1l s’agit du revenu du contribuable auquel on retire certaines sommes (par exemple au titre des frais professionnels).

CORRECTION. Souvent on entend dire qu’on ne paye pas d'impét si on gagne 6011 € mais que si on gagne un euro de
plus alors on doit payer 5.5% de 6011 <, c’est-a-dire 330.60<. C’est bien évidemment faux! Ces tranches d’imposition
signifient la chose suivante :

* Sile revenu est inférieur 4 6011 €, on ne paye pas d'imp6ét.

* Si le revenu est compris entre 6011<€ et 11991 €, on ne paye pas d'impot sur les premiers 6011 € de son revenu, et
on paye 5.5% de la partie qui exceéde 6011 €. Par exemple, si le revenu est 6012 <€, on payera 5.5% de 1€, c’est-a-dire
5 centimes.

* Sile revenu est compris entre 11991 € et 26631 <, on ne paye rien sur la premiére tranche de 6011 €, puis 5.5% sur
la deuxiéme tranche, allant de 6011 <€ a 11991 € (soit 5.5% de (11991 —6011) €= 328.90 €), et enfin 14% sur la partie
du revenu qui excéde 11991 €. Par exemple : si le revenu est de 15000<, I'impot sera de 0 +328.90 + 14% x (15000 —
11991) = 750.16 €.

* De méme on trouve pour les impots dans chacune des autres tranches : 0.30 x (71397 — 26631) = 13429.8 € et 0.41 x
(151200 —71397) =32719.23 €.

Prenons I'exemple concret d'un contribuable, célibataire, qui en 2014 déclare 100000 <€ de revenu pour I'année 2013. On
veut calculer explicitement les imp6ts a payer. Ce contribuable est dans une tranche d’'imposition marginale de 41% donc
au total a un montant d'impdts de 0 x 6011 +5.5% x (11991 -6011) +14% x (26631 —11991) +30% x (71397 —26631) +41% x
(100000 — 71397) = 27535.53 € et est ainsi redevable de 27.53% de ses revenus (et non 41%).

1. Commencons par tracer le graphique responsable de la crainte du saut d'une tranche : en horizontale, le revenu
imposable, en verticale, le taux de la tranche correspondante, qu’on appelle le taux marginal.
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Taux marginal
) —_—
41% | -----mmmm e : ‘
30% | -~~~ ‘ |
|
| | |
| | |
| | |
| 1 |
14% | - - -~ l |
5.5% [ - == 1 l |
| | | |
0% ‘ - |
0\> O}QJ %x@ OS\Q/ QQQ/ Revenu
INMRC)) © > V
R ® > @

Ce graphique présente effectivement des sauts importants. Mais ces sauts ne concernent pas l'imp6t mais la dérivée
de la fonction Impot I par rapport au revenu R. La fonction Impot I: R, — R, est une fonction continue mais pas sa
dérivée I': R, — R, qui est définie par

0 siR<6011€

0.055 si6011€ <R<11991€
0.14 sil1991€ <R<26631€
0.30 si26631€ <R<71397€
0.41 si71397€ <R<151200€
0.45 siR>151200€

I'(R) =X

Ce graphique indique le pourcentage d’'imposition qui serait appliqué sur chaque euro supplémentaire qui viendrait
s’ajouter au revenu : si votre revenu est par exemple de 80000<€, alors pour chaque euro supplémentaire que vous
gagnez, 41 centimes seront pour les impots.

2. Il s’agit de la fonction I: R — R, définie par

0 siR<6011€
0.055R—330.605 si6011€ <R<11991€
0.14R—-1349.84 si11991€ <R<26631€
0.3R-5610.8 si26631€ <R<71397€
0.41R—13464.47 si71397€ <R<151200€
0.45R—19512.47 siR>151200€

R
I(R) :f I'(r) dr =4
0

Voici la représentation graphique de la fonction Impo6t en fonction du revenu avec le revenu imposable en horizon-
tale et 'impot a payer en verticale.
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Impot a payer

4852753 € F - - ——mmm e e ‘
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

1580830E€F-------""""""“"""~"~~—~"—~"~~—~~ 3 :
|

|

] — ;

| “Ne “ e 2 Revenu
QS (o‘b \/03 \/ﬁ,
v g $

Elle est bien une fonction continue du revenu, croissante, affine par morceaux et convexe.

3. Pour calculer le taux d'imposition global, c’est-a-dire le pourcentage qu’il faut appliquer au revenu pour avoir I'im-
pot, il s’agit simplement de diviser I par R. Par exemple, sile revenu est de 50000 €, I'impo6t est de 9389.20 €, si bien
que le taux global est de 9389.20/50000 = 0.187784, c’est-a-dire ~ 18.78%.

Taux global
32.09%
22.14%
8.93%
2.74%
QQJO}Q/ @Q/ O;\Q/ QQQ/ Revenu
ENG) S > N
> Q) A RS

Il s’agit de la fonction G: R — R, définie par

0 si R<6011€

0.055— 3080 5j6011€ < R<11991€

I(R) <0.14—% si11991€ < R<26631€
0.3— 61080 j26631€ <R=<71397€

0.41- 1348447 i 71397€ < R<151200€

0.45— 193247 i R >151200€

4. Ce dernier graphique montre une autre propriété qui mérite d’étre signalée car elle n’est pas évidente pour tout le
monde. Horizontalement, toujours le revenu. Verticalement, on indique «ce qui vous reste quand vous avez payé
vos impots», autrement dit la différence entre le revenu et I'impot. Eh bien, cette fonction est encore croissante.
Qu’est-ce que cela signifie ? Tout simplement que plus on gagne et plus on est riche, méme apres avoir déduit les
imp6ts. On entend trop souvent des affirmations selon lesquelles «ce n’est pas la peine que je travaille plus, car tout
ce que je gagne en plus part aux impots, et je suis perdant».
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Ce qui reste apres avoir

payé I'impot L7 id
102672€ o
55588.70 € —
24252.50€ -
11662 € ’
6011€
x\,@o}@ %NQJ o},\@ @Q/ Revenu
S © 35 O

N B A 3

I s’agit de la fonction A: Ry — R, définie par

0

(1-0.055)R —-330.605
(1-0.14)R—1349.84
(1-0.30)R-5610.8
(1-0.41)R—13464.47
(1-0.45)R—-19512.47

A(R)=R-I(R) =

Exercice 11.14 Probabilité géométrique

siR<6011€

si6011€ <R<11991€
sil1991€ < R<26631€
si26631€ <R<71397€
si71397€ < R<151200€
si R>151200€

1. On sélectionne un point au hasard sur une cible circulaire. Quelle est la probabilité que le point choisi soit plus

prét du centre que de la circonférence de la cible ?

2. On sélectionne un point au hasard sur une cible carrée. Quelle est la probabilité que le point sélectionné soit plus

prét du centre du carré que d'un de ses cOtés ?
Source : http://www.thedudeminds.net

CORRECTION.

1. Il semble assez évident de délimiter correctement de maniere intuitive les zones par deux disques concentriques.

© G. FACCANONI

283



11 Primitives et EDO Vendredi 25 juillet 2014

284

Attention néanmoins a ne pas répondre que la probabilité de choisir un point dans la zone hachurée est 1/2 (parce
que le rayon du disque hachuré correspond a la moitié du rayon du grand disque). Or, si le petit disque possede un
rayon de r etle grand 2r, on a

_ Aire du petit disque hachuré nr? 1
~ Airedugranddisque = 7(2r)2 4’

Lensemble de points équidistants d'un point et d'une droite est une parabole. La région a considérer est donc
délimitée par quatre paraboles qui ont pour foyer le centre du carré et comme droites directrices les droites qui
supportent les cotés du carré. On s’affaire donc a trouver l'aire de cette région hachurée. On place d’abord le tout
dans un repere cartésien. Les sommets du carré sont (1,1), (—1,1), (—=1,—1) et (1,—1).

(=1,1) 0,1) 1,1)

d - ]
(=1,1) 0,1) 1,1

En vertu des symétries de la figure, il nous est possible de nous concentrer seulement sur la partie située dans le
premier quadrant. Qui plus est, il est possible de ne s’attarder qu’a la moitié de cette derniere région.

0,1) (1,1)

NN

[NCETS QENNNN
6

o1 1y @D
Ce «croissant de parabole» correspond a la moitié de la région a considérer dans le premier quadrant. On note au
passage que l'aire du carré dans ce premier quadrant est 1. Le «croissant» est a son tour divisé en deux parties : la
zone de forme triangulaire 9~ et la zone «/. On cherche l'aire de ces zones. Pour y arriver, on aura besoin des coor-
données de C. Léquation de la parabole qui nous intéresse est y*> = 1 —2x. On ne s'intéressera qu’a la branche située
au dessus de I'axe des abscisses. Ainsi y = V1 —2x. On cherche ensuite les coordonnées de C, le point d’intersection
entre la courbe d’équation y = v/1 - 2x et la droite d’équation y = x et on obtient x = —1 +v/2. Il nous est donc déja

possible de trouver I'aire du triangle, que 'on a identifié comme I~ = # Il reste a trouver I'aire de la région sous

la courbe : )
w= [ vima= L[ via=lys-ave) - G2
—“1+V2 2 Jz-2v2 3 3
Laire totale est donc
37+&¢:5j1%£zg.

Comme le carré du premier quadrant a une aire de 1, il ne reste qu’a doubler ce résultat afin d’obtenir la probabilité
recherchée /3
-5+4v2
P=———

ce qui correspond a un peu moins de 22%.
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@Exercice 11.15 Probléme pratique

| J’ai acheté une ancienne maison qui utilise du mazout pour le chauffage. Le constructeur avait enterré une cuve cylin-
drique dont je ne connais pas la capacité, je peux juste mesurer la hauteur du mazout dans la cuve et le rayon qui est de
0.80m. Sachant qu’au départ la hauteur du mazout dans la cuve est de 0.36 m et qu’apres avoir ajouté 3000 L la hauteur

est de 1.35m, je veux calculer le volume totale de la cuve et tracer la fonction qui renvoie les litres que je peux ajouter
en fonction de la hauteur de mazout présent dans la cuve.

CORRECTION.
1. Calcul de la capacité de la cuve.

Notons L la longueur de la cuve, R son rayon et & la hauteur du mazout. On a 0 < i < 2R. Considérons une coupe
verticale de la cuve :

Lintroduction de 3000L, c’est-a-dire 3m3, de mazout fait passer h de h; a hy. Ce volume correspond a L x «f ol <
est la surface coloriée ci-dessous :

hy

<&

Pour calculer I'aire coloriée, on “tourne” le cercle et on le plonge dans un repére orthonormé :

y /N<\/ x(ZR - x)

hy hy x

N~

On peut alors calculer 'aire grace au calcul d'une intégrale :

h
szf:2f 2\/x(ZR—JC)C]JC.
h
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Calculons tous d’abord les primitives de v x(2R — x) :

x=R-y
f\/x(ZR—x)dxdx::_dy—f\/Rz—yzdy

y=Rsin(1)
dy=Rcos(t) dt
VR —szcosz(t) dr

R2
= - (sin(#) cos(t) + ) + ¢

R% (. -
Sy (mn(t)\/m"' t) te

t=arcsin() R% [y y2 (Y
= <7 1—ﬁ+arcsm(§) +c

—-x R? ) X
- x(2R—x)——arcsm(1——)+c.
2 2 R

Par conséquent

hy
=2 VX(2R - x) dx ~ 1.48m?.
hy

Comme L x o/ =3m3, on trouve L =~ 2m et le volume totale de la cuve est 7R?L ~ 4m?, i.e. environs 4000 L.

2. Calcul de la fonction qui renvoie les litres que je peux ajouter en fonction de la hauteur de mazout déja présent
dans la cuve.

f:10;2R] — [0;4000]

h
h-—>2000(2—f VX(2R-x)dx
0

x f(h)=2000(2+ &5 VR@R=T) + & arcsin (1- 4));
* f(0)=4000, f(2R) =0;

* f'(h) =-2000Vh(2R—-h);

* f'(h)=0ssih=00uh=2R;

* [ est décroissante pour tout i € [0;2R] ;

* f'(h) = 2000% ;

* h =R estun point d’inflexion;
* [ convexe pour h € [R;2R], concave pour h € [0; R].
(L]

4000 —

2000

EDO du premier ordre
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®Exercice 11.16 EDO linéaire
Résoudre I'équation différentielle
(x+1)y' (x) + y(x) = (x+ 1) sin(x)

sur des intervalles a préciser.

CORRECTION. Léquation différentielle est linéaire du premier ordre. On la résout sur un intervalle ot le coefficient de

¥/ (x) n’est pas nul, soit sur I; =] —oo; —1[ ou sur I, =] — 1; +ool. Sur chaque intervalle I; ou I, I'équation s’écrit
[(x+Dy)] = (x+1)sin(x).

En intégrant par parties, on obtient (attention, la constante dépend de l'intervalle)

(x+Dyx) = f(x-i— 1)sin(x) dx = —(x+ 1) cos(x) +sin(x) + C.

La solution générale sur I, ou sur I, est donc

sin(x) +C
y(x) =-cos(x) + ————— avec CeR.
(x+1)

2222 P AN N e
AE22AEIN L0

ALAS LT T A

A NERRE

boias s ¢ )4\

B R R NSRS SN
B B SN N
aaaaa AN Ny s
B S T R S S S
—e e N T N e T R T e
NN N N P A
SNNNNN Y Ay g A A A e
SNAANNV prAr
NNNN NS E Lp e
SNANVR L2t i r b p
SSns bbb lrns e pg s
N NAMAK W R PR LR RS
NNANGVE R L AL AR P LS
NN RN b AR A e
NANARNRA BRI Pt

Exercice 11.17 EDO a variables séparables
Résoudre le probleme de CAUCHY

¥ (x) +2xy*(x) =0,
y(0) = 2.

CORRECTION. Ils’agitd'une EDO a variables séparables. La fonction y(x) = 0 pour tout x est solution de 'EDO mais elle
ne vérifie pas la CI. Toute autre solution de 'EDO sera non nulle et se trouve formellement comme suit :

/
y'(X) +2xy%(x) =0 )J//Z((fc)) =-2x = fy‘z dy = —fodx =  yx)= Zic ceR.
En imposant la CI on obtient 2 = 1/C d’ot1 'unique solution du probleme de Cauchy: y(x) = szzﬁ

Exercice 11.18 EDO a variables séparables
Résoudre le probleme de Cauchy

y'(x) —4xy*(x) =0,
y(0)=2.

CORRECTION. Ils’agitd'une EDO a variables séparables. La fonction y(x) = 0 pour tout x est solution de 'EDO mais elle
ne vérifie pas la CI. Toute autre solution de 'EDO est non nulle et se trouve formellement comme suit :

!
/ 2 _ y (%) _ -2 _ _ 1
y(x)—4xy“(x)=0 = V00 =4x = [y dy—4fxdx = y(x) = oZic ceR.
En imposant la CI on obtient 2 = 1/C d’ot1 'unique solution du probleme de Cauchy y(x) = ﬁ.
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Exercice 11.19 EDO a variables séparables
Résoudre le probleme de Cauchy

y'() = ty* (1),
y(0) = yo,

en fonction de la donnée initiale yp.

CORRECTION. Ils’agitdun probléme de Cauchy avec une CI y(0) = yp et une EDO du premier ordre a variables séparable.
On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. les fonctions y(x) = A € R qui vérifient 'EDO, c’est-a-dire qui vérifient
0 = tA? pour tout y € R; I'unique solution constante est donc la fonction y(x) = 0.
Comme deux trajectoires ne s’intersectent pas, toutes les autres solution ne s’annulent jamais. Soit donc y(x) # 0; on
peut alors écrire
1 1 1 2 1
—dy=tdt = —Sdy=[tdt = --=—-4+C = yx)=————,pourCeR.
y y y 2 E+C

2

Y1) .,
y2(1)

Cette fonction n’est définie que si > # —2C, donc
* si C > 0alors y() est définie pour tout £ € R,
* si C <0 alors y(t) est définie pour tout t €] —oco;—v—-2C[ou t €] - vV—-2C;vV—-2C[ ou t €]V -2C; 00|,
* si C =0 alors y(t) est définie pour tout ¢ €] —oo;0[ ou # €]0; +ool.
Comme yp = y(0) = —%, la solution du probléme de Cauchy est :
* la fonction y(#) =0 pour tout teR si yp =0;

* la fonction y(f) = - [21 — pour € R si yp <0;

D)
* la fonction y(1) = - ! — pour t € ]—, / %; \/ %[ si yp > 0 (C’est-a-dire l'intervalle plus large possible qui contient
D)
t=0).
R e i) o
Phaob by LLtet s
IR REE W e |
Phoab b Etdbrtl
IR s,
IR Bl
VAR ANY LEL LT
(RERRS e
e B T g
e e
Ry T (- P e
NN NN N S et e g S
N Y
LR VU S TR Y
TSR Rl
F il e DR AN Bt b B B s ] o
PAA LM AANNE R Y
$ v B g YR Seleebd ol b B
ot d bla et FEr et

®Exercice 11.20 EDO linéaire
Résoudre le probleme de Cauchy

y'(x) +@Bx2+1)y(x) = x’e”7,
y(0) =1.

CORRECTION. Il s’agit d'une EDO du premier ordre linéaire, sa solution est donc du type y(x) = yg(x,C) + yp(x) ou
yu(x,C) est la famille de solutions de 'EDO homogene y'(x) + (3x% + 1) y(x) = 0 et yp(x) est une solution particuliere de
'EDO compleéte y'(x) + (3x? + 1) y(x) = x*e~* qu’on cherchera par exemple sous la forme yp(x) = K(x) yy(x, 1).
* Pour trouver toutes les solutions de 'EDO homogene, on cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions
y(x) = A solution de y'(x) + (3x%+ 1)y(x) = 0; pour cela il faut que

0+@Bx*+1)A=0;

I'unique solution constante est la fonction y(x) = 0 pour tout x € R. Comme deux trajectoires ne peuvent pas se
croiser, toutes les autres solutions seront soit toujours positives soit toujours négatives. Soit donc y(x) # 0; comme
c’est une EDO a variables séparables on peut alors écrire

y,(x) 2 1 2 x3 ~x3—x *
T:—(E.x +1) = —dy=—[3x"+1dx = 1n|y|:—3?—x+D = y=Ce pour C e R™.
yix y

On conclut que les solutions de 'EDO homogeéne sont les fonctions du type yg(x,C) = Ce ™% pour C e R.
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* Pour que yp(x) = K(x)yg(x,1) = K(x)e™*"~* soit une solution particuliere de 'EDO compléte y'(x) + (3x% + 1) y(x) =
x?e”* il faut qu’elle vérifie 'EDO ; en injectant la dérivée premiére y},(x) = K'(x) y (x, 1)+ K (x) y}; (x, 1) = K’ (x) e xy
K(x)((-3x% - 1)e~*~%) dans 'EDO compléete on obtient

3
ex
K'(0)e % + Ka=3=Tie * ) + B2+ BK@e ™ “=ale™ = Km=ie’ = K= .
On conclut qu'une solution de 'EDO compléte est la fonction yp(x) = %ex3 e XX = %e‘x .

3
Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(x) = (C + & e X pour C € R.

On cherche parmi ces solutions celle qui vérifie y(0) = 1; comme y(0) = C+ %, I'unique solution du probléme de Cauchy

3 3
donné est la fonction y(x) = (% + %) e Y.

AR Ly
Vb
[ BRI by
DAY IR
BVRAVERR Y
RN
I SR i
PEARIRT A Vb
IR "IN N R
NN N X O Vil
MR Y bbb
NN OO Vhov g
~a A Sa Sa e el Yy b
e R
A AS7E
PIA A T rrrt
s rrrt
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trry rrtrt

®Exercice 11.21 EDO linéaire
Résoudre le probleme de Cauchy
Y (x) +3Bx* - Dy(x) = x*e%,
y(0) = -1.

CORRECTION. Il s’agit d'une EDO du premier ordre linéaire, sa solution est donc du type y(x) = yg(x,C) + yp(x) ou
yr(x, C) est la famille de solutions de 'EDO homogene y'(x) + (3x? — 1) y(x) = 0 et yp(x) est une solution particuliere de
’'EDO compleéte y'(x) + (3x? — 1) y(x) = x>e* qu’on cherchera par exemple sous la forme yp(x) = K(x) yg(x, 1).
* Pour trouver toutes les solutions de 'EDO homogene, on cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions
y(x) = A solution de y'(x) + (3x2% - 1)y(x) = 0; pour cela il faut que

0+Bx>—1)A=0

I'unique solution constante est la fonction y(x) = 0 pour tout x € R. Comme deux trajectoires ne peuvent pas se
croiser, toutes les autres solutions seront soit toujours positives soit toujours négatives. Soit donc y(x) # 0; comme
c’est une EDO a variables séparables on peut alors écrire

y® =-@Bx*-1) = fldyz—fB;xz—ldx = 1n|y|=—3x—3+x+D = y:Ce_x3+xpourC€R*.

y(x) y 3
On conclut que les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions du type yr(x,C) = Ce*'+% pour C e R.

* Pour que yp(x) = K(x)yu(x,1) =K (x)e™*"** soit une solution particuliere de 'EDO complete y'(x) + (3x% — 1) y(x) =
x?e* il faut qu’elle vérifie 'EDO ; en injectant la dérivée premiere Vp(x) = K'(X)y(x, 1)+ K(x) y}, (x,1) = K’ (x) XAy
K(x)((=3x2 + 1)e™ %) dans 'EDO compléte on obtient

3

E ex
K'(x)e ™ + K(x et ) L Bl BRE@e E = et = K =ile" — K= o

3

: , R . 3 _
On conclut qu’une solution de 'EDO compleéte est la fonction yp(x) = %ex e Y = %
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e~ ** pour CeR.

3
Toutes les solutions de I'EDO sont donc les fonctions y(x) = (C +5-|e
On cherche parmi ces solutions celle qui vérifie y(0) = —1; comme y(0) = C + g, I'unique solution du probleme de

3
Cauchy donné est la fonction y(x) = (—% + %) e EHx,

e e e e a
| ¥ e e s e

N N T A AT T 7 e~
N e 7 AT T _p—e—n~a~a
A . e

R Tt P e e

B B e Y

T
SRR U \ /20
AT DN\ \ (i i
B R B S I

———a—a —a e e S

®Exercice 11.22 EDO linéaire
Résoudre le probleme de Cauchy

Y00+ 2yl = S22
y(0) =1.

CORRECTION. Il s’agit d'une EDO du premier ordre linéaire, sa solution est donc du type y(x) = yu(x,C) + yp(x) ou

y(x,C) estla famllle de solutions de 'EDO homogene y'(x) + 5 y(x) 0 et yp(x) est une solution particuliere de 'EDO

complete y'(x) + =5 y(x) = (x 2) qu’on cherchera par exemple sous la forme yp(x) = K(x)yr(x,1).

Remarquons que la solutlon du probleme de Cauchy n’est définie que sur & =] —oo; 1[.

Pour trouver toutes les solutions de 'EDO homogene, on cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions
y(x) = A solution de y'(x) + —— y(x) = 0; pour cela il faut que 0 + —A 0; I'unique solution constante est la fonction
y(x) =0 pourtoutx € 2. Comme deux trajectoires ne peuvent pas se croiser, toutes les autres solutions seront soit toujours
positives soit toujours négatives. Soit donc y(x) # 0; comme c’est une EDO a variables séparables on peut alors écrire

/
C
J;((;C)):__x_ —, f dy——f—dx = Inlyl=-ln|lx-1+Dpour DeER = y=ﬁPOUFC€Ri~

On conclut que les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions du type yg(x,C) = L 7 pour C € RY.

Pour que yp(x) = K(x)yn(x,1) = K(x) soit une solution particuliere de 'EDO complete ¥ (%) + lly(x) = (x 2) il faut

qu’elle vérifie 'EDO; en injectant la derlvee premiere J/p (x) = K'(x)yu(x,1) + K(x)yH(x, 1) = % - (ff’gz dans I'EDO
complete on obtient

/ _ 72 —_23
KW _ K@ K@r =2 o op? k=222

=1 @2 @12 %l - 3

3
On conclut qu'une solution de 'EDO compleéte est la fonction yp(x) = %%

Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(x) = (C + %) ﬁ pour C € R. On cherche parmi ces solutions
celle qui vérifie y(0) = 1; comme y(0) = -C + g, l'unique solution du probléme de Cauchy donné est la fonction y(x) =
(5 n (x—2)3) 1

3 3

x-1°

®Exercice 11.23 EDO linéaire
Résoudre le probleme de Cauchy

¥ (x) + 4x3 +5)y(x) = x3e™>%,
y@)=1.
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CORRECTION. Il s’agit d'une EDO du premier ordre linéaire, sa solution est donc du type y(x) = yy(x,C) + yp(x) ou
yu(x,C) est la famille de solutions de 'EDO homogene y'(x) + (4x° +5)y(x) = 0 et yp(x) est une solution particuliere de
I'EDO complete y'(x) + (4x3 + 5)y(x) = x3e™>x qu’on cherchera par exemple sous la forme yp(x) = K(x) yg(x,1).
* Pour trouver toutes les solutions de 'EDO homogene, on cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions
y(x) = A solution de y'(x) + (4x® +5) y(x) = 0; pour cela il faut que

0+ @4x3+5)A=0;

I'unique solution constante est la fonction y(x) = 0 pour tout x € R. Comme deux trajectoires ne peuvent pas se
croiser, toutes les autres solutions seront soit toujours positives soit toujours négatives. Soit donc y(x) # 0; comme
c’est une EDO a variables séparables on peut alors écrire

4

! 1
M=—(4x3+5) = f—dy:—[4x3+5dx = ln|y|:—4xZ—5x+D = y:Ce_x4_5xpourC€lR*.
y

y(x)

On conclut que les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions du type yp(x,C) = Ce*'-5% pour CeR.

* Pour que yp(x) = K(x)yg(x,1) =K (x)e™*" 5% soit une solution particuliere de 'EDO complete y'(x) + (4x3 +5) y(x) =
x3e~¥* il faut qu’elle vérifie 'EDO ; en injectant la dérivée premiere Vp(X) = K'(X) yu (x, 1)+ K(x) ¥ (x,1) = K'(x) e~ x5y
K(x)((—4x3 - 5)e™"~5%) dans 'EDO compléte on obtient

4

ex
K'(x)e 5% 4 K4 =B)eF o) + @4 sk@e ™ P =Pe ™ = K=+’ = K= -+

. , R . 4 A _
On conclut qu'une solution de 'EDO compleéte est la fonction yp(x) = iex e T = ie 5%,

i
Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(x) = (C - eT) e x'-5x pour C € R.

On cherche parmi ces solutions celle qui vérifie y(0) = 1; comme y(0) = C+ i, I'unique solution du probléme de Cauchy

. . S P
donné est la fonction y(x) = ?—1+QT e * 5,

‘g'Exercice 11.24 EDO linéaire

* Etablir s'il existe des solutions de y'(x) = —2y(x) + e ¥

qui ont dérivée nulle en x = 0.

CORRECTION. Il s’agit d'une EDO du premier ordre linéaire, sa solution est donc du type y(x) = yy(x,C) + yp(x) ou
yH(x,C) est la famille de solution de 'EDO homogene y'(x) = —2y(x) et yp(x) est une solution particuliere de 'EDO
complete y'(x) = -2y(x) + e 2x qu’on cherchera par exemple sous la forme yp(x) = K(x) yg(x,1).
* Pour trouver toutes les solutions de 'EDO homogene, on cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions
y(x) = A qui vérifient 'EDO; pour cela il faut que
0=-2A4;

donc I'unique solution constante de 'EDO homogene est la fonction y(x) = 0 pour tout x € R. Comme deux trajec-
toires ne peuvent pas se croiser, toutes les autres solutions seront soit toujours positives soit toujours négatives. Soit
donc y(x) # 0; comme c’est une EDO a variables séparables on peut alors écrire

¥ (x) _
y(x)

1
-2 = f—dyz/—de = Inly|=-2x+D = y=Ce ** pour C e R*.
y

On conclut que les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions du type yp (x, C) = Ce™>* pour C € R.

* Pour que yp(x) = K(x)yx(x,1) soit une solution particuliere de 'EDO compléte y'(x) = —2y(x) + e~2* il faut qu’'elle
vérifie 'EDO; en injectant la dérivée premiere y},(x) = K'(x) yg(x,1) + K(x)y},(x,1) = K'(x)e 2" + K(x)(—2e~%%) dans
I’EDO complete on obtient

K'(x)e 2 + Kah=2e 20 = 2K)e Z+e 2 =  K@=1 = KX =x

On conclut qu'une solution de 'EDO compleéte est la fonction yp(x) = xe 2.

Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(x) = (C + x)e 2* pour C € R.
On cherche si parmi ces solutions il en existe qui vérifient y'(0) = 0; comme y'(x) = (1-2C -2x)e ** et y'(0) = 1-2C,
I'unique solution de 'EDO qui a dérivée nulle en x = 0 est la fonction y(x) = (% +x)e %,
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‘g'Exercice 11.25 EDO linéaire
* Etablir s'il existe des solutions de y'(x) = —2xy(x) + x.

CORRECTION. Il s’agit d'une EDO du premier ordre linéaire, sa solution est donc du type y(x) = yg(x,C) + yp(x) ou
yu(x,C) est la famille de solution de 'EDO homogene y'(x) = —2xy(x) et yp(x) est une solution particuliere de 'EDO
complete y'(x) = —2xy(x) + x qu'on cherchera par exemple sous la forme yp(x) = K(x) yg(x,1).
* Pour trouver toutes les solutions de 'EDO homogene, on cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions
y(x) = A qui vérifient 'EDO; pour cela il faut que

0=-2xA VxeR

donc l'unique solution constante de 'EDO homogene est la fonction y(x) = 0 pour tout x € R. Comme deux trajec-
toires ne peuvent pas se croiser, toutes les autres solutions seront soit toujours positives soit toujours négatives. Soit
donc y(x) # 0; comme c’est une EDO a variables séparables on peut alors écrire

¥ (x) _
y(x)

1
-2x = f—dyzf—Zxdx = Inly|=-x*+D = y=Ce_x2 pour C € R*.
y

On conclut que les solutions de 'EDO homogeéne sont les fonctions du type yg(x,C) = Ce™ pour C € R.

* Pour que yp(x) = K(x)yg(x,1) soit une solution particuliere de 'EDO complete y'(x) = —2xy(x) + x il faut qu’elle
vérifie’EDO; en injectant la dérivée premiere y;, (x) = K'(x) yy (x, 1)+ K(x) y, (x,1) = K’(x)e”62 +K(x)(—2xe’x2) dans
I'EDO complete on obtient

1
Kwe ™ + K=2xe ™) = —2xktie * +x = K@ =xe" — K(x)ziexz.

On conclut qu'une solution de 'EDO complete est la fonction yp(x) = %

Toutes les solutions de 'EDO sont donc les fonctions y(x) = Ce’xz + % pour CeR.

@®Exercice 11.26 Datation au carbone 14
| Le carbone 14 est un isotope présent dans tout organisme vivant. Le nombre d’atomes de carbone 14 est constant tant
que l'organisme est en vie. A la mort de 'organisme, le nombre d’atomes décroit avec une vitesse proportionnelle au
nombre d’atomes. On note n(t) > 0 le nombre d’atomes au temps ¢, exprimé en années, apres la mort de I'organisme.
Ce mécanisme se traduit par I'équation

n'(t) = —kn(t)

ol k est une constante positive.
1. Trouver toutes les solutions de I'EDO.
2. Sachant qu’il faut 5700 ans pour que la quantité de carbone 14 diminue de moitié dans un organisme mort,
calculer k.
3. Des ossements anciens récemment exhumés contiennent 9 fois moins de carbone 14 que des ossements simi-
laires d’aujourd’hui. Déterminer 1'age des ossements exhumés.

CORRECTION.

1. 11 s’agit d'une «EDO du premier ordre a variables séparables». Si n(f) = c¢ est solution alors 0 = —kc d'ot ¢ =0 :
I'unique solution constante est la solution n(f) = 0 quelque soit ¢ € R*.
Si n(#) #0, on peut écrire
n'(t)
n(t
d’ot1 la famille de solutions
n(t)=De ¥,  DeR".
On conclut que, quelque soit la condition initiale 7(0) = ny = 0, 'unique solution est n(t) = nge”¥* pour tout ¢ € R*.
2. Puisque ny/2 = n(5700) = noe—smor) on obtient k =1n27°7%0 ~ 1.216 107

3. Puisque n9/9 = n(?) = nge~*?, on obtient 7 = 5700{2—2 ~ 18000 ans.
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‘g'Exercice 11.27 «Les experts - Toulon»
* Le corps de la victime a été trouvé sur le lieu du crime a 2H20 de nuit. Apres une demi-heure la température du corps est

¥ de 15°C. Quand a eu lieu I'homicide si a I'heure de la découverte la température du corps est de 20°C et si la température
¥ externe est de —5°C?

X Suggestion : se rappeler la loi de Newton qui dit que la vitesse de refroidissement est proportionnelle a la différence des
* températures.

CORRECTION. Laloi de Newton affirme qu'il existe une constante K < 0 telle que la température du corps suit 'EDO
T'() = K(T(t) — Text)-

On commence par calculer toutes les solutions de 'EDO. Etant une équation différentielle du premier ordre, la famille de
solutions dépendra d'une constante D qu’on fixera en utilisant la CL.
* On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. les solutions du type T'(f) = c € R quelque soit . On a

0=K(c— Text)

d’ot 'unique solution constante T'(f) = Tex.
* Soit T'(#) # Text quelque soit ¢. Puisqu'il s’agit d'une EDO a variables séparables on peut calculer la solution comme

suit:
T'(1) = K(T(t) — Tex) U =K = dr =Kkdt =
B . T(0) - Text T—Tex
1
fT T dT=K/dt = In(T—-Te) =Kt+c = T—TextzDeK[ = T(t):Text+DeKt.
— lext

La valeur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI:

Ty = T(0) = Texe + DX = D =Ty~ Tex — T(1) = Text + (To — Tex)e

Ici Text = —5°C et Ty = 20°C donc la température du cadavre suit la loi
T(t) = —5+25eX!.

De plus, on sait que 15 = T(30) = -5+ 25¢°°K d’ott K = 2415 13 température du corps suit donc la loi

In(4/5)

T(t)=—-5+25¢ 3 I,

Pour déterminer '’heure du meurtre il faut donc résoudre I’équation

In(4/5)

37=-5+25¢ 30 !

d’ot1 t =301042/25 —69,7 minutes, c’est-a-dire a 1H10 de la nuit.

In(4/5)
T (°C)
crime
& 40°C
T~ apdr découverte
QU T
\\ du cadavre aprés 30
T minutes
20°C —
\14
16°€
6°€ ;
-70 -50 -30 -10 10 30 ! (minutes)
1H10 1H30 1H50 2H10 2H30 2H50
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Exercice 11.28 «Un gateau presque parfait»
Un gateau est sorti du four 2 17H00 quand il est bralant (100°C). Aprés 10 minutes sa température est de 80°C et de 65°C
a 17H20. Déterminer la température de la cuisine.
Suggestion : se rappeler la loi de Newton qui dit que la vitesse de refroidissement est proportionnelle a la différence des
températures.

CORRECTION. Laloi de Newton affirme qu'il existe une constante K < 0 telle que la température du corps suit 'EDO
T'(1) = K(T(t) = Texo)-

On commence par calculer toutes les solutions de 'EDO. Etant une équation différentielle du premier ordre, la famille de
solutions dépendra d'une constante D qu’on fixera en utilisant la CI.
* On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. les solutions du type T'(¢) = c € R quelque soit . On a

0=K(c— Text)

d’ot1 'unique solution constante T (f) = Text.
* Soit T'(#) # Text quelque soit ¢. Puisqu’il s’agit d'une EDO a variables séparables on peut calculer la solution comme

suit :
/ T'(1) dT
T'O=K(TW)-Tey) = ——-——=K = =Kdt =
T(8) = Text T — Text
1
f dedet = I(T-Te) =Kt+c = T-Teq=DeX! = T(t)=Tox+DeX
- Lext

La valeur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI:
Ty = T(0) = Text + De* = D=To~ Tex = T(1) = Texi + (To — Texe™ "

Ici 'inconnue est Tey. On sait que T(t =0) = 100°C et T'(t = 10) = 80°C et T'(¢ = 20) = 65°C. Il s’agit donc de résoudre le
systéme de trois équations en les trois inconnues K, D, Tex; :

100 = Tex + D,
80 = Tey + Del%K
65 = Teyx+ De?K,

La cuisine est donc a 20°C et, plus généralement, la température du gateau évolue selon la loi

In3/4)
T(t)=20+80e 10 ",

T (°C) T(0)=100°C
100°€

90°€E T{10)=280°C
80°€

T(20) =65°C

70°C \<
60°C

. AN
50°€ \

10 20 30 t (minutes)

40°€
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‘yExercice 11.29

* Deux produits chimiques présents dans une cuve avec une concentration de 1g/l a I'instant ¢ = 0 interagissent et pro-
* duisent une substance dont la concentration est notée y(#) al'instant ¢ = 0. On suppose que y(?) est régie par I'équation
* différentielle

y'(t)=(1-y()*  pour tout t = 0.

1. Montrer que toute solution de 'EDO est une fonction croissante.

2. Chercher les solutions constantes de ’'EDO.

ad

Considérons la solution y telle que y(0) = 0. Montrer que 'on a 0 < y(¢) < 1 pour tout ¢ > 0. (On admettra que les
graphes de deux solutions distinctes ne se coupent pas et on pourra s’aider d'un dessin.)

=

Considérons la solution y telle que y(0) = 0. Montrer que tlir+n y(t) = ¢ existe. Puis, en admettant que tlir+n O
—+00 —+00
0, déterminer .

o

Calculer la solution lorsque y(0) = 0, lorsque y(0) = 1 etlorsque y(0) = 2. Dans chacun de ces cas établir 'intervalle
maximale d’existence.

DR R R B D B o D B B o D B B D B P D D B B D P B o

CORRECTION.

1. Pour montrer qu'une fonction est croissante il suffit de montrer que sa dérivée est de signe positif. Si y est solution
de’EDOona
y'(©)=(1-y®)?>=0  pourtoutt=0
car un carré est toujours positif. y est donc une fonction croissante.

2. On cherche les fonctions constantes solution de 'EDO. Si f(¢) = ¢ est solution de 'EDO alors puisque f’(¢) =0 on

obtient
0=01-0?*
soit ¢ = 1. La seule fonction constante solution de 'EDO est la fonction constante égale a 1.

3. Considérons la solution y telle que y(0) = 0. Tout d’abord on a montré que la fonction y était croissante donc y(0) <
y(t) pour tout t = 0, par conséquent, puisque 0 < y(0), y(#) = 0 pour tout ¢ = 0. Supposons qu'il existe un ; tel que
(o) = 1, alors le graphe de y qui relie continument les points (0, ¥(0)) et (f, ¥()) coupe nécessairement le graphe
de f, i.e.la droite d’équation y = 1. Ceci est impossible, car les graphes de deux solutions distinctes ne se coupent
jamais. Il n’existe donc pas de 1y tel que y(#y) = 1, c’est-a-dire pour tout £ =0, y(f) < 1.

4. Considérons la solution y telle que y(0) = 0.

La fonction y est croissante et majorée par 1, elle admet donc une limite pour # — +oo. On note tlirp y()=¢.0n
—+00

suppose que tlilp y'(t) = £. En passant a la limite dans 'EDO on obtient :
—+00

0=(1-20)?

soit £ = 1.
5. % Siy(0) =1 onsait que y(¢) =1 pour tout ¢ > 0.
* Si y(0) = 0 on sait que la fonction y est croissante et tlirp y'(t) = 1. En effet, il s’agit d'une EDO a variables
—+00

séparables et on peut écrire
f(l— 2dy=t, ie yn=2"1
yoay=hore iD=

qui existe sur ] —oo; —c¢[ U ] — ¢; +oo[, d’ot1, en imposant y(0) = 0, la solution

t
H=——, V=0
YO=17

* Si y(0) =2 on sait que la fonction y est croissante mais elle n'existe que pour0 <t <1 etona

(1) = -2
Y=y
y

|
1)
2
1

—]

0 1 2 3 x
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‘g'Exercice 11.30 Logistique
¥ Soit k et h deux constantes positives. Calculer p(#) pour > 0 solution du probléme de Cauchy

p' () = kp(t) — hp*(1),
p(0) = po.

AR R P D P P o

% Ce modele, qui décrit I'évolution d’'une population de p individus a I'instant ¢, suppose que le taux de croissance du
X nombre d’individus n’est pas constant mais diminue si la population augment (les ressources se réduisent).

CORRECTION. On doit résoudre I'EDO a variables séparables
p'(1) = p()(k—hp(1)).

On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions p(f) = A:
k
0=A(k—hA) — A:OouA:E.

On trouve ainsi deux solutions constantes :

k
=0 t =-—.
p(1) e p(1) 7
Si on suppose que p(f) #0 et p(1) # %, I’EDO se réécrit comme
p'(1)

)

p(O(k—hp(D)
dp f
— = | 1dt
fp(k—hp)

1 (dp h
2 _dp=1d
k[p+fk—hpdp f a

on doit alors calculer

ie.

On obtient

1 Ipl
—In =+C
k  |k—hpl ( )
et en on déduit
5 = kDex*
P hpekt
En imposant la condition initiale p(0) = py on trouve la constante d’intégration D :
_ po 1
= =5
k=hpo  J-—h
On conclut que toutes les solutions du probleme de Cauchy pour ¢ = 0 sont
0 sipo=0,
k sk
p(t)=<n SLpo= 17>
1 .
= —— sinon.
e

Remarquons que lim;_ o p(?) = % : une population qui évolue a partir de py individus a I'instant initiale selon la loi
logistique tend a se stabiliser vers un nombre d’individus d’environ k/h, ce qui représente la capacité de I'environnement.
D’autre part, déja en analysant 'EDO on aurait pu déduire que les solutions sont des fonctions strictement croissantes si
p(1) €10, k/ h, décroissantes si p(t) > k/h.

=

p(t) >

~
-.-'irg------------
4‘-

.

S S ==
T

0<po<
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‘¢Exercice 11.31 «Urgence»
* On étudie la progression d'une maladie contagieuse dans une population donnée. On note x(t) la proportion des per-

+ sonnes malades a I'instant ¢ et y() celle des personnes non atteintes. On a donc x() + y(#) = 1 pour tout ¢ = 0. On
¥ suppose que la vitesse de propagation de la maladie x(¢) est proportionnelle au produit x(#)y() (ce qui signifie que la
% maladie de propage par contact). Si on note I(f) le nombre d’individus infectés a I'instant ¢ et I le nombre d’individus
% total, il existe une constante k € R telle que I' (t) = k1(¢)(I7 — I(¢)). Sila ville est isolée et compte 5000 individus dont 160
* sont malades et 1200 le sont 7 jours apres, a partir de quel jour I'infection touchera 80% de la population ? Et 100% ?

CORRECTION. On ale probleme de CAUCHY

I'(t) = kI1(n)(5000—-1(1)), (EDO)
1(0) = 160. (CDh

Vu la nature de la question on ne s’'intéresse qu’aux solutions positive et que pour ¢ > 0.
1. Tout d’abord on observe qu’il y a deux solutions constantes de 'EDO : la fonction I(¢) = 0 et la fonction I(¢) = 5000.

2. Pour chercher toutes les solutions non constantes on remarque qu’il s’agit d'une EDO a variables séparables donc
formellement on a

I'(1)
I'(1) = kI(£)(5000 — I(t = S —— =
(1) (0( (1) 1003000 —1(0)
dI 1
_ 4 a4 — f—dlzkfdr —
1(5000 — 1) 1(5000 — 1)
f f —dI= 5000kfdt — In(1) +1In(5000 — I) = 5000k + ¢ =
5000 — I
I
———— =5000kt +c — _~ _ DeS000kt .
"5000—1 5000 — I
o 5000D>000k? 1o — 5000
0= 1 + Ded000k? e (0= De-5000kt 4 |

3. Lavaleur numérique de la constante d’'intégration D est obtenue grace ala CI :

160 = 1(0) 5000 . L0 5000 . oA . 1o = 20000
T T Ded+1 " 1+D 121 T 4+ 12175000kt

4. Ilnereste qu’a établir la valeur numérique de la constante k grace a l'information sur le nombre d’'individus infectés
apres 7 jours :
20000 1 363 20000

1200=1(7) = ————— = k=——In— = ()= ————
@ 4+ 12135000k 35000 38 (0= 44121 3 (5)

5. On cherche 7 tel que I(7) = 80%17 = 823990 = 4000 :

20000
4000 =

4+121e” 7

(%)

dol f = =5 5000 In(121) = 15 jours.
6. Avec ce modele tllI_El I(#) = 5000 mais I ne peut jamais atteindre exactement 100% de la population en un temps
—+00

fini (deux solution ne s’intersectent jamais).

1

5000
//
4000 =
]
L
L
1200 -'-----------------------7/
L—
L —
"
160 |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19°
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®Exercice 11.32

| On note y(f) le nombre de ménages vivant en France équipés d’un ordinateur (¢ est exprimé en années et y(f) en
millions de ménages). Le modéle de VARHULST estime que sur la période 1980 — 2020, y(¢) est solution de I'équation
différentielle

y' (1) =0,022y(1) (20 — y(1)).
1. Calculer toutes les solutions de I’équation différentielle.

2. On pose t = 0 en 1980 et on sait que y(0) = 0,01. Combien de ménages vivant en France seront équipés d'un
ordinateur en 2020 ?

CORRECTION.

1. On doit résoudre 'EDO a variables séparables
y' (1) =0,022y(1)(20 - y(1)).
On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions y(f) = A pour tout t R :
0=0,022A(20—- A) — A=0ou A=20.
On trouve ainsi deux solutions constantes :
y() =0 et y(1) = 20.
Si on suppose que y(t) #0 et y(t) # A, 'EDO se réécrit comme

(@) _
y(6)(20—-y(1)

d
f—y:f0,0ZZdt,
y(20-1y)

1 d 1
—(f—y—f—dy):fo,ozzdr.
20 ¥y y-20

N [yl
|y — 20

0,022;

on doit alors calculer
i.e.

On obtient
=0,44t+C pour tout C € R

et on en déduit
20

=
YO = I S0De 0t

pour tout D € R,

2. Sit =0 correspond al’année 1980 et si y(0) = 0,01 alors

20

0,0l = ———
1+20De~044x0

= D =1999

et la fonction qui estime le nombre de ménages en France équipés d'un ordinateur ¢ années apres 1980 est

20

N=—"——".
v 1419990441

Pour prévoir combien de ménages vivant en France seront équipés d'un ordinateur en 2020 il suffit de calculer y(40)

20

= 131999, 0aaxa0 ~ 19-99.

y(40)

®Exercice 11.33 Modeéle de GOMPERTZ

| Lorsqu’une nouvelle espece s'introduit dans un écosystéme, elle évolue d’abord lentement ; son rythme de croissance
s’accélere ensuite a mesure qu’elle s’adapte, puis ralentit quand la population devient trop importante compte tenu des
ressources disponibles. Pour ce type d’évolution, on utilise le modele de GOMPERTZ suivant :

y' (1) = —y(®)In(y(1)).
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Calculer toute les solutions de cette équation différentielle pour ¢ > 0 (ne pas oublier les solutions constantes). La
population va-t-elle survivre ?

CORRECTION.

1. On doit résoudre I'EDO a variables séparables
Y1) = —y(@)In(y(1)).
On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions y(f) = A pour tout teR:
0= Aln(A) = A=1.

On trouve ainsi une solution constante :

y()=1.
Si on suppose que y(t) # 1, 'EDO se réécrit comme
_ye
y(@)In(y(1)) '

on doit alors calculer

f dy =f—1dt.
yIn(y)

In|In(y(e)|=-t+C pour tout C € R

On obtient !

et on en déduit B
y(t) = eP® pour tout D € R.

2. Si y(0) > 1 alors y'(#) < 0 (la population décroit) ; si 0 < y(0) < 1 alors y'(¢) > 0 (la population croit) ; comme y(t) = 1
est solution et comme deux solutions ne peuvent pas se croiser, sans faire de calcul on voit que lorsque ¢ tend vers
I'infini, la population tend vers la valeur d’équilibre y(#) = 1 quelque soit le nombre d’individus a I'instant initial.

®Exercice 11.34

Dans un circuit électrique de type résistance-inductance, le courant I évolue avec le temps selon
I'o+ RI(t) Y
L L
ol R, L et V sont des constantes associées aux composantes électriques. Résolvez I’équation différentielle. La solution
I tend-elle vers une limite finie ?
CORRECTION.
* Résolution de I’équation homogene associée : c’est une équation a variables séparables. Ses solutions sont du type
_Ry
Ig(x)=Ce L

avec C constante arbitraire. Elles comportent la fonction nulle et des fonctions qui ne s’annulent jamais.

* Recherche d'une solution particuliere. Soit I; (£) = e~ T une solution (non nulle) de 'EDO homogéne et introduisons
la fonction auxiliaire inconnue K (¢) telle que I(t) = K(£)I;(t) = K (t)e‘%t soit solution de notre EDO; alors I'(t) =
K'(De t!- ’—zK(t)e*%t =(K'(1) - %K(t))e*% et si on reporte I'(¢) et I(¢) dans notre EDO on obtient

R \%4
K' (e tt=—.
(2) I

Ainsi K(t) = f%e%t dr= %e%t etenfin Ip(t) = %e%te‘%t = %.
Par conséquent I'intégrale générale est
R v
I()=Ce 1"+ —
R
etI() —— %

t—+oo

L [ g &=/ 1 de=Inlzl+c=In|In(0|+C
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‘g"Exercice 11.35

% On considere un réservoir de capacité 50001 rempli d'une solution F|9F
% sel/eau parfaitement mélangée contenant 20kg de sel. Un mélange qui % g
. . , . PN Z1a: o
X contient 0.03kg de sel par litre d’eau entre dans le réservoir a un débit |52
zde 251-min~!. La solution est maintenue bien mélangés. Si y(t) dé- 5; 5 E
* signe la quantité (en kilos) de sel dissoute dans le réservoir a 'instant g -
Xt y' () représente le taux de variation de la quantité de sel, i.e. la diffé- &
¥ rence entre le taux auquel le sel entre et le taux auquel il en sort. -

X 1. Apres avoir calculé les taux auxquels le sel entre et sort du réser- | L

* . o o N

X voir, montrer que cette situation est décrite par le probleme de

X Cauchy " Sel : y(t) kg, y(0) = 20kg

* () =0.75— 2 Taux : '(¢) kg-min~! Débit : 251-min~!
i Y ) ’ 200 Capacité : 50001 — Concentration : %kg-l’l
‘)*( y(0) = 20. Concentration : % kg-17! Taux :2 kg-min-!
X |

* . . N

X 2. Calculer I'unique solutions de ce probleme.

* . . . R .

% 3. Combien de sel reste dans le réservoir apres une demi-heure ?

CORRECTION.

1. Letauxauquelle sel entre est (0.03kg)(251-min~!)=0.75kg - min~!. Comme le réservoir contient constamment 50001
de liquide, la concentration est égale a y(f)/5000 (exprimée en kg-171). Le débit du mélange qui sort est alors de
251-min"!, donc le taux auquel le sel sort est (22 kg-171)(251-min~1)=22 kg min~!. Léquation différentielle qui

5000 200
décrit cette variation s’écrit alors -
/ Y
1) =0.75—-——
y (1) 200

2. On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions y(#) = C pour tout t e R :

C
0=0.75-— — C =150.
200

On trouve ainsil'unique solution constante y(t) = 150 pour tout ¢ € R. On sait que toute autre solution ne s’annulera

pas. LEDO se réécrit alors comme
yw 1
150—y(1) 200

d 1
f Y :f—dt
150—y J 200

t
-In[150-y|=—+D pour tout D € R,
200

On doit calculer y qui vérifie

On obtient

soit
1150 — y(£)| = —Ee~ "2 pour tout E € R.

Comme y(0) = 20 alors |150 — 20| = —E. Vu que y est continue et que y(0) = 20 < 150, alors |150 — y ()| = 150 — y(t) et
on obtient I'unique solution du probléme de Cauchy

y() =150 — 130e /200,

3. Reste a calculer la quantité de sel aprées 30 minutes : y(30) = 150 — 130e~3/20 ~ 38.1kg.

®Exercice 11.36

Lair d'un garage de 3m x 5m x 2m est initialement chargée de 0.001% de monoxyde de carbone (CO). A l'instant ¢ = 0,
on fait tourner un moteur et des fumées toxiques contenant 5% de CO se dégagent de la piéce a raison de 3 litres par
minute. Heureusement, I'air de la piéce est éliminée a la méme vitesse de 31-min~'. On note v(#) le volume de CO
présent dans la piece au temps ¢.
1. En supposant que le mélange se fait instantanément, montrer que cette situation est décrite par le probleme de
Cauchy

V() =0.15— 2,
v(0) =0.3.
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2. Déterminer le volume v(t) de CO présent dans la piece au temps ¢. Calculer vers quelle valeur limite v(#) tend
lorsque ¢ tend vers I'infini.
3. Le seuil critique pour la santé est de 0.015% de CO. Apreés combien de temps ce taux est-il atteint ?

Débit : 31-min~!
Concentration : 5%

CO:v(n ] v(0)=?1 Débit : 31-min™!
Taux : v'(¢) 1-min~! .oov(@
. Concentration :
Capacité : 3m x5m x 2m = 300001 — 30000

i) .
Concentration : v() — Taux:?l-min~!

30000

CORRECTION.

1. Le taux de CO produit par minute est 0.05 x 31-min~' = 0.151-min~!. Le débit de I'air qui sort est de 31-min~!, donc
le taux ?uquel le CO sort est 385)30 x 31-min~! = %l-min‘l. L'équation différentielle qui décrit cette variation
s’écrit alors

V(1)

V() =0.15—- .
10000

Alinstant £ = 0 le volume de CO présent dans le garage est 0.001% x 300001 = 0.31.

2. On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. des fonctions v(#) = C pour tout t e R :

C
0=0.15— —+ — C =1500.
10000

On trouve ainsi 'unique solution constante v(¢) = 1500 pour tout ¢ € R. On sait que toute autre solution ne s’annu-
lera pas. LEDO se réécrit alors comme

V(1) 1
1500—v(r) 10000’

f dv /‘ 1
= de.
1500 —-v 10000

—In|1500-v| =

on doit alors calculer

On obtient

+D pour tout D € R,
10000

soit
|1500—V(z‘)|:—Eeft/moo0 pour tout E € R.

Comme v(0) = 0.3 alors |1500 — 0.3] = —E. Vu que v est continue et que v(0) = 0.3 < 1500, alors |1500 — v(#)| =
1500 — v(#) et on obtient I'unique solution du probleme de Cauchy

v(t) = 1500 — (1500 —0.3) o~ 1110000

etlim;_ o v(f) = 1500.

3. Reste a calculer aprés combien de minutes le taux de CO atteint 0.015% : 0.00015 = 1500 — (1500 — 0.3) e~ /10000 gsj

t =100001n (1209=93) =~ 28.04 min.

Exel‘cice 11.37 Un escargot sur un élastique
Un escargot avance d'un metre par jour sur un élastique d'un kilometre de long. Mais I'élastique s’étire d'un kilometre
par jour. Lescargot arrivera-t-elle au bout de I'élastique ?
Source: http://allken-bernard.org/pierre/weblog/?p=209
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CORRECTION. On note L(#) la longueur de I'élastique a I'instant ¢ et ¢(¢) la distance parcourue par I'escargot a I'instant
t. Pour les unités de mesure, on convient qu'une unité de temps correspond a un jour et les longueurs sont mesurées en
metres. On a L(0) = 1000, £(0) = 0 et il s’agit de voir si £(¢) = L(¢) pour un certain ¢.
Pour tout £ = 0, L(#) = 1000z + 1000 et on peut définir y(¢) la fraction de I’élastique parcourue par I'escargot a l'instant  :
2(1)
y()=—— Vi=0.

L(1)
La vitesse ¢’ de I'escargot par rapport a I'extrémité fixe de I’élastique est la somme de deux vitesses : la vitesse de I'escargot
sur I'élastique, soit 1 metre par jour, et la vitesse du point de I'élastique ol se trouve I'escargot (on peut faire 'hypotheése
que cette vitesse est proportionnelle a I'abscisse de I'escargot) :

O =1+y)L'() VYt=0,

donc

Puisque y(0) =0, on en conclut que

(r)—ft ! dr = ! /t ! dr = ! n(1+71)]f = ! In(1+ 1)
Y= o L(r)  1000Jo 1+7 1000 97 1000

et donc
((D)=0+pHln(1+1) Vi=0.

Lescargot touchera I'extrémité mobile de I'élastique lorsque £(f) = L(t), c'est-a-dire a I'instant ¢ = !9 — 1 =~ 1,97 x 10%34
jours = 5.397 x 103! années (ce qui correspond a = 3.9 x 10*?! fois I'age de 'univers).

EDO du second ordre

‘¢*Exercice 11.38
* Calculer les solutions des EDO linéaires du second ordre a coefficients constants suivantes :

L Y'(x) =3y (x)+2y(x)=0
X .
/! ! —
z 2. Y'(x) -4y (x)+4y(x) =0
¥ 3 Y'(x) -2y (x)+2y(x)=0
% 4. y"(x) - y(x) = e**
¥ s Y'(x) -y (x)=e*
CORRECTION.
1. Le polynéme caractéristique associé a 'EDO est A2 —31 +2 = 0 qui a discriminant A = 1 : on a deux solutions réelles
distinctes 3-1 341
M=——=1 et Ap=——=2.
2 2

Toutes les solutions sont alors les fonctions y(x, Cy,Cy) = Cre* + C; e2* pour tout C1,Co € R.

2. Le polynome caractéristique associé a 'EDO est A2 —41 +4 = 0 qui a discriminant A = 0 : on a deux solutions réelles

coincidentes A
A=A ===2.
1 273

Toutes les solutions sont les fonctions y(x, Cy, C2) = (Cy + Cox) e** pour tout Cy,C € R.

3. Le polynome caractéristique associé a 'EDO est A> —21 +2 = 0 qui a discriminant A = —4 : on a deux solutions
complexes conjuguées

2-2i 2+2i
A= et Ao = .
2 2
Comme R1, =1 et I, = 1, toutes les solutions sont les fonctions y(x, Cy, C,) = e*(C; cos(x) + C, sin(x)) pour tout

Cl, Cz eR.
4. Comme I'EDO n’est pas homogeéne on cherche ses solutions sous la forme y(x) = yr(x) + yp(x) oltles yy sont toutes
les solutions de 'EDO homogene associée et yp est une solution particuliere de 'EDO complete.

Le polyndome caractéristique associé a 'EDO est A2 — 1 = 0 qui a discriminant A = 1 : on a deux solutions réelles
distinctes
A =-1 et Ap=1.
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Toutes les solutions de 'homogene sont les fonctions yx(x, Cy, Co) = C1e* + Coe”* pour tout Cp, Cz € R.

Comme le terme source est g(x) = e?*, onan=0, u=2et9d=0;comme A >0, 9 = 0 mais u # A; et u # A, alors
m = 0 : la solution particuliere sera de la forme yp(x) = q;e**. Pour qu'elle soit une solution particuliére on doit
imposer qu’elle vérifie 'EDO complete; comme y},(x) = 24, e’ et Vp(x) =4q e?* il faut que

4q er -q er — e2x

qui donne q; = %

En conclusion toutes les solutions sont les fonctions y(x) = Ce* + Coe™ + %ezx pour tout C1,Cs € R.

5. Toute solution est de la forme y(x) = yy(x) + yp(x) ol yy représente toutes les solutions de 1'équation y" (x)— y'(x) =
0 tandis que yp est une solution particuliere de y”(x) — y'(x) = e*. Le polynéme caractéristique est 21> — 1 = 0 qui
a comme racines les deux réels A; = 0 et 1, = 1. Par conséquent yy(x) = C; + C2e*. En adoptant la notation du
coursonan=0,u=19=0, A>0etu=A7A =1 par conséquent m = 1 : la solution particuliére est alors de
la forme yp(x) = Cxe*. Pour déterminer C on impose a yp d’étre solution de 'EDO. Comme y},(x) = C(1 + x)e* et
yp(x) = C(2+x)e*, il faut que (C(2+x)e*) - (C(1+x)e*) = e*, ce qui donne C = 1. On conclut que toutes les solutions
de 'EDO s’écrivent

y(x) = Cy + Cre* + xe*.

®Exercice 11.39

Résoudre le probleme de Cauchy
¥Y'(x) -2y (x)+10y(x) =0,
y@0)=1,
Yy =2

CORRECTION. [L'équation différentielle est linéaire du second ordre, a coefficients constants, et sans second membre (i.e.
elle est déja homogene!). Léquation caractéristique A2 —21+10 = 0 a discriminant A < 0. Comme ¢ = 1 et = 3, 'intégrale
générale de I'équation homogene est

YH(X, c1,¢2) = e* (1 cos(3x) + ¢28in(3x)), c1,c €R.

Puisque y(0) = 1 alors ¢; = 1. Comme ' (0) =2 et y'(x) = e* ((c1 +3¢2) cos(3x) + (c; — 3¢2) sin(3x)) alors ¢, = 1/3. On conclut
que la solution du probleme de Cauchy est

y(x) = e*|cos(3x) + %sin(?)x) .

®Exercice 11.40
| Calculer toutes les solutions de 'EDO 2y" (x) — 5y’ (x) + 3y(x) = e*.

CORRECTION. Toute solution est de la forme
Y(x) = yux) +yp(x)
ol yg représente toutes les solutions de I'équation 2" (x) — 5y’ (x) + 3y(x) = 0 tandis que yp est une solution particuliere
de 2y"(x) -5y'(x) +3y(x) = e*.
* Le polynome caractéristique est 242 —51 +3 = 0 qui a comme racines les deux réels 1; = 1 et 1 = 3/2.
Par conséquent

Vi (x) = Cre* + Ce®Y2.

* | Calcul de yp. |En adoptant la notation du coursonan=0,u=1,9=0,A>0etu=A; =1 parconséquent m=1:1la
solution particuliere est alors de la forme yp(x) = Cxe*. Pour déterminer C on impose a yp d’étre solution de 'EDO.
Comme yp(x) = CA+x)e* et yj(x) = C(2+ x)e¥, il faut que

2(C2+x)e*)=-5(C+x)e*)+3(Cxe*) =",
ce quidonne C =1.
On conclut que toutes les solutions de 'EDO s’écrivent

y(x) = Cre* + Ce®*'? + xe*.
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®Exercice 11.41
| Calculer toutes les solutions de 'EDO 2y" (x) — 7y’ (x) + 5y(x) = —3e”*.

CORRECTION. Toute solution est de la forme
Y(x) = yux) +yp(x)
ol yy représente toutes les solutions de I'équation 2y” (x) — 7y’ (x) + 5y(x) = 0 tandis que yp est une solution particuliere
de2y"(x) - 7y'(x) +5y(x) = —3e".
* Le polynome caractéristique est 242 —71 +5 = 0 qui a comme racines les deux réels 1; = 1 et 1 = 5/2.
Par conséquent

yu(x) =Cie* + Cpe¥/2,

* | Calcul de yp. |En adoptant la notation du coursonan=0,u=1,9=0,A>0etu=A; =1 parconséquent m=1:1a

solution particuliére est alors de la forme yp(x) = Cxe*. Pour déterminer C on impose a yp d’étre solution de 'EDO.
Comme y;,(x) = C(1+x)e* et y},(x) = C(2+ x)e¥, il faut que

2(C2+x)e*)-7(CL+x)e*) +5(Cxe’) = -3e*,

ce quidonne C =1.
On conclut que toutes les solutions de 'EDO s’écrivent

5x/2

y(x) = Cre* + Cre®™'= + xe*.

@Exercice 11.42 Equation différentielle du second ordre
Résoudre le probleme de Cauchy
V') =2y' (0 +y(x) = (x+ De”,
y0)=1,
y'(©0)=2.

CORRECTION. Comme 'EDO n’est pas homogene on cherche ses solutions sous la forme y(x) = yy(x) + yp(x) outles yg
sont toutes les solutions de 'EDO homogene y”(x) —2y'(x) + y(x) = 0 (yg contient deux constantes d’intégration) et yp
est une solution particuliere de 'EDO complete y" (x) —2y'(x) + y(x) = (x + 1) e*.

Le polynome caractéristique associé a 'EDO est A2 —2A + 1 = 0 qui a discriminant A = 4 — 4 = 0, 'unique racine réelle
est

Par conséquent, les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions yg(x, Cy, C2) = (C; + Cox)e”* pour tout Cy, C, € R.

Comme le terme source est g(x) = (x+1)eX,onan=1,u=1et?d=0; puisque A=0,9=0etpu=Aalors m=2:1la
solution particuliere sera de la forme yp(x) = x?e*(a + x) = (ax? + fx3)e*. Pour qu’elle soit une solution particuliére on
doit imposer qu’elle vérifie 'EDO complete; comme y),(x) = 2ax +3px* + ax® + px*)e” = Qax+ 3+ a)x* + fx*)e’ et
ypx) = Qa+ 6 +4a)x+ 66+ a)x* + fx)e”, il faut

Qa+6p+4a)x+ 6B+ a)x® + fxd)e’ —2Qax+ BB+ a)x® + fxd)e” + (ax® + fxd)e’ = (x+ 1e”

C'est-a-dire 2a) + (68 +4a —4a)x+ 6+ a—6—2a+a)x*+(f—2f+p)x>=1+x,cequidonnea =1 et f= ;.

En conclusion les solutions de 'EDO sont les fonctions y(x) = (C; + Cox + %xz + %x?’)e" pour tout C1,Cs € R.

On cherche parmi ces solutions celles qui vérifient y(0) = 1; comme y(0) = C; on obtient les fonctions y(x) = (1+ Cox +
%xz + %x*?’)e)C pour tout C, € R. Parmi ces solutions, on cherche maintenant celle qui vérifie y'(0) = 2; comme y'(0) =1+ C;
on conclut que 'unique solution du probleme de Cauchy donné est la fonction y(x) = (1+x+ %xZ + éx3)ex .

®Exercice 11.43 Equation différentielle du second ordre
Résoudre le probleme de Cauchy

Y'X)+2y' () +yx) =1-x)e ¥,
y(0) =1,
y'(0) = 2.
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CORRECTION. Comme I'EDO n’est pas homogene on cherche ses solutions sous la forme y(x) = yg(x) + yp(x) oules yy
sont toutes les solutions de 'EDO homogene y”(x) +2y'(x) + y(x) = 0 (yy contient deux constantes d’intégration) et yp
est une solution particuliere de 'EDO complete y” (x) + 2y (x) + y(x) = (1 — x)e”*.

Le polyndme caractéristique associé a 'EDO est A% + 21 + 1 = 0 qui a discriminant A = 4 — 4 = 0, la solution réelle est

M= =-1

Par conséquent, les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions yg(x, Cy, Co) = (Cy + Cox)e™* pour tout Cy, Cs € R.

Comme le terme source est g(x) = (1 — x)e™ ¥, selon la notation du polycopié onan=1, u=-1et9=0; comme A =0,
9 =0et u=Aalors m =2 :la solution particuliere sera de la forme yp(x) = x2e ¥ (a+ Bx) = (ax?+ ﬂx?’)e‘x. Pour qu’elle
soit une solution particuliere on doit imposer qu’elle vérifie 'EDO compléte ; comme y},(x) = (2ax+ (3 - a)x? - Bx3)e >
et yp(x) = Ra+ (6 —4a)x— (68— a)x* + fx*)e”™, il faut

Qa+6p—4a)x—(6f—a)x*+ pxde  +2Qax+ B -a)x* - BxP)e * + (ax’ + fxP)e T =(1-x)e "

C'est-a-dire 2a) + (6 —4a +4a)x+ (—6f+a+6f—2a+a)x* + (+f—2f+P)x*=1+x,cequidonne a = J et f = ¢.

En conclusion les solutions de 'EDO sont les fonctions y(x) = (C; + Cox + %xz + E—lsxg)e‘x pour tout Cy, Gy €R.

On cherche parmi ces solutions celles qui vérifient y(0) = 1; comme y(0) = C; on obtient les fonctions y(x) = (1+ Cox +
$x%+ %xg) e~* pour tout C, € R. Parmi ces solutions, on cherche maintenant celle qui vérifie y'(0) = 2; comme y'(0) = 1+ C;
on conclut que 'unique solution du probleme de Cauchy donné est la fonction y(x) = (1 +x+ %xz + %xs)e‘x.

Exercice 11.44 Equation différentielle du second ordre
Résoudre le probleme de Cauchy
y"(x) =5y (x) + 4y(x) = 2xe*,
y0) =1,
y'(0)=2.

CORRECTION. Comme 'EDO n’est pas homogeéne on cherche ses solutions sous la forme y(x) = yy(x) + yp(x) oules yy
sont toutes les solutions de 'EDO homogene y”(x) —5)'(x) +4y(x) = 0 (yg contient deux constantes d’intégration) et yp
est une solution particuliere de 'EDO compléte y" (x) — 5y (x) + 4y(x) = 2xe**.

Le polynéme caractéristique associé a 'EDO est A2 —51 +4 = 0 qui a discriminant A = 25— 16 = 9, les deux solutions
réelles sont 1; = 1 et 1, = 4. Par conséquent, les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions yy(x,Cy, Co) = Cre* +
C,e** pour tout Cp, C, € R.

Comme le terme source est g(x) = 2xe**, selon la notation du polycopiéonan=1,u=4et9=0;commeA>0,9=0
et 4 = A alors m = 1 : la solution particuliére sera de la forme yp(x) = xe**(ax + ) = (ax? + fx)e**. Pour qu’elle soit
une solution particuliere on doit imposer qu’elle vérifie 'EDO compléte; comme y;,(x) = (8 + Qa +4p)x + 4ax?)e* et
Vp(x) = (2a+8p) + (16a +16B)x + 16ax?)e**, il faut

(Qa+8P) + (16a + 16B)x + 16ax*) e’ —5(B+ (2a + 4P) x + 4ax?®)e* + 4(ax® + Bx)e** = 2xe**

C'est-a-dire (2a + 86— 5p) + (16a + 16— 10a — 20 + ) x + (16a — 20a + 4a) x* = 2x, ce qui donne a = 1 et f = 5.

En conclusion les solutions de I'EDO sont les fonctions y(x) = Cye* + (C2 - %x+ %xz) e** pour tout C,C, € R. On
cherche parmi ces solutions celles qui vérifient y(0) = 1; comme y(0) = C; + C, on obtient les fonctions y(x) = Cie* +
(1-Cy - 3x+ 3x%)e** pour tout C; € R. Parmi ces solutions, on cherche maintenant celle qui vérifie y'(0) = 2; comme

Y0 =4- % —3Cj on conclut que 'unique solution du probleme de Cauchy donné est la fonction y(x) = % e*+( % -

®Exercice 11.45
Résoudre le probleme de Cauchy

y"(x) +9y(x) = 108x cos(3x),
y(0) =0,
y’(O) =0.
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CORRECTION. Comme I'EDO n’est pas homogeéne on cherche ses solutions sous la forme y(x) = y(x) + yp(x) ot les yy
sont toutes les solutions de 'EDO homogene y” (x) + 9y(x) = 0 (y;, contient deux constantes d’intégration) et yp est une
solution particuliere de 'EDO complete y” (x) + 9y (x) = 108xcos(3x).

Le polynome caractéristique associé a 'EDO est 1> +9 = 0 qui a discriminant A = -9, les deux racines complexes conju-
guées sont

A =-3i, Ao =3i.
Par conséquent, les solutions de 'EDO homogene sont les fonctions ypy(x,Cy,Cy) = C; cos(3x) + Csin(3x) pour tout
C,CeR.

Comme le terme source est g(x) = 108xcos(3x),onan=1,u=0etd=3;puisque A<0,d=w=3etu=0alorsm=12:
la solution particuliere sera de la forme yp(x) = x((ax+ ) cos(3x)+(yx+6) sin(3x)) = (ax?+Bx) cos(3x)+(yx?+5x)sin(3x).
Pour qu’elle soit une solution particuliére on doit imposer qu’elle vérifie 'EDO compleéte ; comme y},(x) = Byx®+ a +
36)x + ) cos(3x) + (=3ax® + (2y —3B)x + 8) sin(3x) et Y} (x) = (~9ax* + (12y — 9B)x + 2a + 66) cos(3x) + (-9yx* + (—12a —
96)x +2y —6)sin(3x), il faut

(—9ax® + (12y —9B) x + 2a + 68) cos(3x) + (=9yx* + (—12a — 96) x + 2y — 68) sin(3x)

+9((ax® + Bx) cos(3x) + (yx* + 5x) sin(3x))
=108xcos(3x)

c'est-a-dire
(12yx+2a+66) cos(3x) + (—12ax + 2y — 6) sin(3x) = 108x cos(3x)

ce qui donne
12y =108,
2a+66 =0,
-12a =0,
2y—66=0

= a=0=0,6=3,y=9.

En conclusion les solutions de 'EDO sont les fonctions y(x) = (C; +3x) cos(3x) + (C2 + 9x2)sin(3x) pour tout Cj, C, € R.
On cherche parmi ces solutions celles qui vérifient y(0) = 0; comme y(0) = C; on obtient les fonctions y(x) = 3xcos(3x)+
(C2 + 9x2) sin(3x) pour tout C, € R. Parmi ces solutions, on cherche maintenant celle qui vérifie y'(0) = 0; comme y'(0) =
3+3C, on conclut que I'unique solution du probléme de Cauchy donné est la fonction y(x) = 3x cos(3x) + (9x% —1) sin(3x).

BHExercice 11.46 Oscillateur harmonique forcé : cas d’'une excitation sinusoidale

| On s'intéresse a I'influence d'une excitation harmonique sur un oscillateur. Outre le fait que ce type d’excitation est
important pour lui-méme (vibrations d'une machine tournante, mouvement d'un électron dans un champ magné-
tique...), cette étude revét un intérét théorique capital. En effet, la fonction qui décrit cette force excitatrice peut s’écrire
comme une superposition de fonctions sinusoidales (discréte ou continue selon que la force est périodique ou non).
Le fait que I'’équation différentielle soit linéaire, autrement dit que le principe de superposition puisse s’appliquer, per-
met d’écrire la solution pour une force quelconque comme la somme des solutions obtenues pour chaque terme de
la décomposition. Il est alors nécessaire de déterminer la réponse a chaque terme de la décomposition, a savoir a une
excitation sinusoidale. Ceci donne une importance considérable a I’étude de I’excitation sinusoidale.

Etudions I'équation différentielle qui décrit le mouvement d’'un corps de masse m > 0 qui se déplace horizontalement
assujetti a une force générée par un ressort de constante élastique k > 0 et une force externe d’intensité f(¢) = Acos(¢pt)
avec A et ¢ deux parameétres réels (on a négligé le frottement).

CORRECTION. La position x du corps en fonction du temps suit la loi
mx" (6) + kx(t) = Acos(p?).

On la réécrit sous la forme
x"(5) +n?x(t) = acos(pt)

ayant posén’> =k/m>0eta=A/m.
* Equation homogene : x” (1) + % = 0. Le polynome caractéristique est p(1) = A2 +n? et a les deux racines complexes
conjugués A, = —in et A» = in. La solution est de la forme

x(1) = Cycos(nt) + Cysin(ni), C,CreR.
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* Solution particuliére : il faut considérer les deux cas suivantes.

*

Si ¢ # n alors on cherche une solution particuliere du type
xp(t) = bcos(@t) + csin(pi).
Ona x;) (1) = —besin(@t) + cpcos(pt) et x}’,(t) = —b(p2 cos(pt) — c<p2 sin(g?). En remplacant dans 'EDO on obtient
—b? cos(t) — cp?sin(@t) + n°beos(pt) +n°csin(@t) = acos(@t),
ce qui implique
Si ¢ = n alors on cherche une solution particuliere du type

b

xp(t) = btcos(pt) + ctsin(pt).

Ona x,(1) = (b+cpt)cos(pt) +(c—bpt)sin(pt) et xj (1) = (2c—bpt)pcos(pt) - (2b+cpt)psin(pt). En remplagant
dans I'EDO on obtient

(2c—bptpcos(pt) — 2b+ cot)@sin(p1) + p>btcos(pt) + p>ctsin(pt) = acos(@t),

qui se réécrit
(2= b+ (1 —-Dc)esin(pt) + (b—a) +2c(1 + ) — btp?) cos(pt) =0
ce qui implique
b=0, et c=—.

La solution complete est donc

*

sigp #n, x(t) = Cycos(nt)+C, sin(nt)+anq)2 cos(gpt)avec C1,Cr e R;sionposer =4/ Cf + Cg et = arctan(-C;/Cy)
on obtient
_ a
x(t) =rcos(nt+¢) + W cos(pt)

qui est la superposition de deux mouvements oscillatoires avec deux amplitudes et deux périodes différents.
sip=mn, x(t) = Cycos(pit) + Cysin(@t) + % tsin(pt) avec C1,Cr €R; sionpose r = 4 /Cf + C% ety = arctan(—Cy/Cy)
on obtient u

x(t) =rcos(pt+y) + % tsin(pt).
On remarque que toute sous-suite (¢,) divergent a +oo de la forme ¢, = 1o + % pour fy # 0 on a |x(t,)| — +oo: les
oscillations ont ampleur de plus en plus grande (c’est ce que I'on appelle la résonance).
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