Mécanique du solide

LES TORSEURS

Exercice 1

On appelle division vectorielle I'opération qui fait correspondre a deux vecteurs 1 et ¥ un
vecteur X tel que :

UNX=7D

1- Montrer que cette opération n’est possible que si i L ¥.
2- Montrer que X doit étre dans un plan L ¥ et qu’il peut étre mis sous la forme :
wH+iu=x

Ou 1€ Retw unvecteurde L au plan(u, v)

1|2

3- Enposantalorsw = a(u A V) avec @ € R ; montrer que o =

Solution

1- Montrons que i 1 U

-

Calculons le produit scalaireu v =4 (UAX) =X - (UAU)=0=>U LD
Donc: U AX = vn'estpossiblequesiu L v

—

2- MontronsqueX =w+A1u

-

De méme, lecalculde X v =0=> X L v = Xeplanm L ¥
Soient X et W appartenant tous les deux au plan L ¥ tels que :
UANX=D et UAW=DV = UAX—W) =0= Uparallele a(x — W)

= 3JAeR: AU=F-w)=> W+A1iu=%
3- Montrons que a = 1
112

U

X=w+Auetw =a(d AV), etenremplacant W et X par leurs valeurs, on obtient :
X=a(U AV)+AU=>V=UA[a@l AV)+AU] =au AU AD)
-1
Sa[- DU —|ul|?V]=Vor i-v=0=> —a|u||*V=v=>a=

E

Exercice 2

N
Soit R(O, 1,7, k) un repére orthonormé direct. Sur une poutre OA de longueur |, encastrée
dans un mur a son extrémité O, s’exerce une action mécanique répartie, définie en tout

Bougarfa Latifa Page 1



Mécanique du solide

point M(x) de OA par sa densité linéique ﬁ(M) =— % (I — x)j ou P représente la pression de

contact au point O.

Y

0] A

1- Déterminer la résultante et le moment au point O du champ de vecteurs ﬁ'(M) défini
en tout point M de OA.

2- En déduire I'expression du moment au point B(x=A) de I’'ensemble infini de glisseurs.

3- Pour quelle valeur de A le moment au point B est-il nul ?

Solution

1- * Résultante

F(M) est la densité linéique de I'action mécanique, c’est la force mécanique (qui s’exerce
sur la poutre ) par unité de longueur.

—

sFm=L=-2(-xj = df =FM)dx
Donc la résultante de toutes les forces qui s’exercent sur OA est :

S — Lop . Pl
szdfzf —T(l—x)dsz—?]
0

On remarque que le module de la résultante est égal a la surface du triangle des
. = 0A l
pre55|ons.||R|| =f(x = 0)7 = |_P|E
*Moment

Le moment en O du champ de vecteurs ﬁ(M) qui s’exerce sur la poutre est :

7 Y Y ! P Pl2—>
A0)= [0W ndf = | xin(~7a—x drj) =~
0

2- Moment en B

HB)=H(O)+RAOB=——k——=JAdi=——

P2 Pl Pl(l )E
6 2

3- Moment en B nul
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) l
Le momentenBestnulsid = 3

On sait que le support du glisseur est I’ensemble des points ou le moment est nul, et qu’il est
paralléle a la résultante, donc le support de ce glisseur est parallele a I'axe QY, de sens
contraire a celui-ci, et passe par le point B(x= 41 ).

Exercice 3
Soit le champ des moments H qui a pour valeur :
H, =(a,2,-1); Hy = (1,b,0) et H, = (1,1,¢)

ou A, B et Csont les points : A(1,0,0), B(0,1,0) et C(0,0,1)

1

2
3- Déterminer le moment résultant en un point quelconque.

Calculer a, b, c. Que représente le vecteur (a, b, ¢) ?

R
Déterminer les éléments de réduction en O du torseur dont H est le moment.

4- Déterminer I’axe central.
Solution

1- Calculdea,betc

Le champ des moments étant équiprojectif alors :

H. BC = Hg - BC btc—1=0 a=1
H,-AC =H, - AC :>{ a+c=0 =>1b=2
B T .AD a+b—-3=0 c=-1

Hg-AB =H, - AB
De Méme soient a, 5,y les composantes du moment au point O(0, 0, 0). H_0> vérifie :
H,-OB =H,-OB B=b = Hy=al+bj+ck=1+2]—k

Hp - 0A =H, 0A a=a
i{
H,-0C =H,-0C

Donc le vecteur (a, b, c) est la valeur du moment au point O(0, 0, 0).

2- Eléments de réduction du torseur

Soit R de composantes (X, Y, Z) la résultante du torseur .
o 1 1 1 X
Hy=Hs;+0AAR=| 2 |=| 2 |+|(0|JA[{Y |=>Z=0et Y =0
-1 -1 0 Z
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-1 0

3- Moment en un point M

Soit M un point quelconque de coordonnées (x, y, z) et H—M) le moment en ce point de
composantes (I, m, n).

l 1 1 x =1
iy = Ty + R AT = (m)=(2)+(o)A<y)i{m:2_z
n -1 0 z n=-1+y

Donc le moment au point Mest : Hy, = T+ (2 — 2)] + (y — 1k

4- Axe central
Rappel
e L’axe central du torseur [T] est 'ensemble des points ol ce torseur a un moment
colinéaire a sa résultante (seul le moment central est paralléle a la résultante).

e Le moment d’un torseur est constant le long d’une paralléle a I’axe central

Soit C un point de 4, le moment en ce point est donné par :
H.=Hp +RAPC orRparalltleaPC = H,=H,

e Les lignes de champ du moment d’un torseur sont des hélices circulaires ayant pour axe
I’axe central (£ est ligne de champ si la tangente en chaque point de £ admet comme
vecteur directeur le moment du torseur en ce point).

e |’équation vectorielle de I'axe central.

P estun pointdel'axecentral:ﬁ;= aRoua €R :>ﬁ;=ﬁg+ﬁ/\ﬁ>’= aR
Multiplions vectoriellement cette équation par ﬁ, ce qui donne :

— - —_ - - — - —_— - - @ — - 2—
0=RAHy+RA[RAOP|=RAH,+R-(R-0P)—|R|| 0P =
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> C'est I’équation vectorielle de I'axe central.

IRl
e Le pas d'un torseur.
P est un pointdel'axecentral:HjJ= aRota € R =>H_P)=F0)+I_?)/\ﬁ= aR
H,—aR = OP AR
OPest le résultat de la division vectorielle de [FO) - aﬁ] par ﬁ, ceci n’est possible que si

[HO — aR] est perpendiculairea R = [HO — aR] ‘R=0>a= ||3|2 = anz
R R

I est I'invariant scalaire du torseur et a son pas.

Soit | le point d’intersection de I'axe central avec le plan perpendiculaire a R (c.a.dle planYOZ)

=0/LR = R-0P=0> W:’ﬁﬁﬁ;:m(ﬁz}—ﬁ):ﬂzﬁ
R

L’axe central est alors, I'axe paralléle a ox et passant par le point I(0, 1, 2). Le pas du torseur est

RHy .

”a”‘; = 0 donc le moment central est nul le torseur est alors un glisseur.
R

donné par :a =

Exercice 4
1- On se donne deux glisseurs (A, l_f) et (B, 17) tels que A(1, 1, a), B(0, 2, 0), 17(0, 0,a)et
17([3, 3,0) ou a et B sont des réels.
Soit le torseur [T] = (A, l_f) + (B, 17)
a- Donner les éléments de réduction de [T] au point O(0, 0, 0).
b- Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que [T] soit un glisseur ? Déterminer

alors son support.
c- Déterminer I'axe central de [T].

2- Atout point P(x, vy, z) de I'espace, on associe la famille de champs de vecteurs E)(P) définis
par : H,(P) = 3y —tz + DT+ (—3x + 2tz)] + (tx —t?y — %) k ou tréel
a- Montrer que les seuls champs équiprojectifs sont obtenus pour t=0 et t=2.
b- Déterminer les torseurs [7,] et [1,] associés aux champs Hy (P) et H, (P) par leurs
éléments de réduction au point O(0, 0, 0).
c- Déterminer le torseur [t] = [1] — [72].
d- Montrer que [7,] est un glisseur. En déduire que la somme de deux glisseurs n’est pas en
général un glisseur.
Solution
1-Torseur [T] = (A.U) + (B, V)
a- Leséléments de réduction de [T] sont :
La résultante R=U+V=p1+3]+ak
Le moment au point 0 H(0) = 0AAU + OB AV = al — aj — Zﬁ’ic+
b- [T] est un glisseur si et seulement si R - H(0) =0 etR # 0
OnaR#0et R -ﬁ(0)=—a(3+ﬁ)=0@(a=00uﬁ=—3)
e La condition nécessaire et suffisante pour que [T] soit un glisseurest: « = 0 ou f = —3

e Le supportd’'un glisseur est son axe central, c’est 'ensemble des points ou le moment est

nul. (D) est le support du glisseur si VP(x,y,z) € (D),on a H_,; =0
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=

= H()=Hp—-RAOP=0PAR

a X B ya — 3z
<—6¥)=(y>A<3)=(zﬁ—ax)oﬁ(a=00uﬁ=—3)
—2p z a 3x — yp

e Jercas:a =0

0 -3z 7=0
0 == Zﬁ = _
(—2/3) <3x — y/i’) {3’“ —YB =28

Pour chaque valeur de 8, on a un glisseur dont le support (paralléle a R )est 'ensemble des
points P(x,y,z) telque:z=0et 3x —yB = -2 VB

o 2mecas:ff =-—3
a ya — 3z a=ya—3z 6z = a(y — x)
<—a>:: —-3z—ax | > a=3z+ax<:>{ 2= x+
3x + 3y 2=x+y SrTy

Le support de [T] est I'ensemble des droites ayant pour vecteur Ret qui passent par le point P(x,
y,z)telque: 6z=a(y —x) et2=x+yVa

c- Axe central du torseur [T]
L’axe central (A) du torseur [T] est I'ensemble des points P(x, y, z) tels que le moment

en P est parallele a la résultante R.

a B X —ya+3z+a AB
Hp=H0+R/\0P=/1R@(_a>+(3)/\<y>/\=<—Zﬁ+ax—a>:<3l)
—2B a z —3x+yB — 2B al

( A)est défini par les équations :

3z—ay+a ax—fz—a Py—3x—2p
B - 3 - a

2- Le champ des vecteurs H¢(P).
a- Champ équiprojectif.

o 4
H,(P) = 3y — tz + 1)ex + (—3x + 2tz)e, + (tx — 2y — 5)6—2)

Ce vecteur peut étre écrit sous la forme d’'une somme de deux vecteurs.
é 3y —tz é 0 3 —t\
H:(P) = 4 |t <—3x + 2tz> = 4 |+ <_3 0 2t> <y>
tx — t2y t —t2 0/ \z

3

Un champ antisymétrique est équiprojectif et réciproquement.

Un champ est antisymétrique si la matrice associée est antisymétrique.
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0 3 -t
La matrice associée a H;(P) est <—3 0 2t>, elle est antisymétrique si et seulement si
t —t> 0

2t=t?’ o (t=00ut=2)

b- Torseurs associés a E;(P) et FZ)(P).

e Torseur [ty]associé a E;(P).( t=0)

1+ 3y
HoP)=| % |=Hs(0)+Rsn0P
3

ou H_O)(O) estle moment en O et R_O) la résultante du torseur [7,],.on pose R_O) =al+B]+ yE

143y 1 a x 1+Bz—yy a=0
-3x |=( 0 — Yx —az —
_t _2 +<ﬁ>A(y> 2 ” ﬁ— 03
3 3 14 z —3tay—px y=-
Les éléments de réduction du torseur [7,] au point P sont : R_O) = -3k et FO)(O) =71- gE
Au point O [7o] Ry = —3k
u point O : To] = {— -
P T 0 = -2k
e Torseur [1,]associé a E)(P).
S A WA A W=
H,(P) = 4= 4 +(,3>/\(y): 4 > 1p=-2
2x—4y -3 ~3 14 z —gtay—px y=-3

Les éléments de réduction du torseur [t,] sont: R, = —47— 2] — 3k et H,(0) = — gl_c)

R, = —4k — 2] — 3k

Au point O : T, = — -
P [z2] H,(0) =71 —Zk

c- Torseur [t] = [ty] — [7,]au point O
7] _{ R=R,—R,=41+2]
0o — — —_— — -
H(0) = Hy(0) — H,(0) =0
d- Montrons que [t,] estun glisseur

On appelle glisseur tout torseur d’invariant scalaire nul avec une résultante non nulle, ou torseur
pour lequel il existe un point ol le moment est nul.

Calculons I'invariant scalaire de [7,].
Iy = R, - 7—1_;(0) =0etR+#0 [7,] est donc un glisseur.
[7] est un glisseur car son moment est nul au point O.

[7o] =[] + [72]
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[7o] n’est pas un glisseur car son invariant scalaire n’est pas nul I; = R—(; E;(O) =4

Donc la somme de deux glisseurs n’est pas en général un glisseur.

Exercice 5.

Une plaque rigide S constituée d’'un demi-disque de rayon a, de centre O, se trouve située dans le
demi-plan (yOz) des z>0 d’un repére R(O, 1, J, k ). Elle baigne dans un champ de vecteurs

continu défini en un point P(r,¢ ) de la plaque par le vecteur df(P) associé a I'élément de
surface dS(P) entourant le point P tel que :

df(P) = kre, dS(P) ol r et ¢ sont les coordonnées polaires du point P : OP=r et ¢p=(j, OP)
e, est un vecteur unitaire fixe par rapport a R tel que 8=(7, e,)) est contenu dans le plan (xoy).

K est une constante strictement positive. On désigne par e, le vecteur unitaire directement

normal 2 &, dans le plan (xoy) et par R’ le repére R'(0, &,,, &, k).

1- Donner 'expression de la résultante du torseur [T] associé a la répartition vectorielle,
projetée dans R’
2- Calculer dans R’, I'expression du vecteur moment en O de [T].
3- Calculer I'invariant scalaire. Que peut-on en conclure a propos du moment en un point
quelconque K de I'axe central A ?
4- Donner I'’équation vectorielle de 'axe central du torseur sous la forme :
OK =00 +AR AeR
Q étant le point d’intersection de I'axe central avec le plan (y0z).
a- Parla méthode générale de la division vectorielle.
b- En utilisant le résultat de la troisieme question.

Solution
ZA
1- Résultante du torseur

R=[df(P)dS Or dS=rdrde
En remplacant chaque terme par sa valeur, on

trouve :
N a T a3
R=ka’f rzdrf d<p=kn?e_u’
0 0
2- Moment en O du torseur X

dH(0) = 0P A df(P) avec OP =r sing k+7 cos@ j =rsing K+7 cosp(sind e, + cosO e,)

T cos@ sinf kr? dr deo 0
dH(0) = (r cosQ c059> A < 0 ) = kr3dr de < sing )
! RI R[

r sing R 0 —cos¢ cosb

- a T a T R k
H(0) = [kj r3dr f sing dgo] e, + [kj r3dr f —cos@ d(p] cosO k = Ea“ e,
0 0 0 0
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e, 7 .
R= kna—3 e, Cu
= [T] =< k3 u
H(O) = Ea4 €y 0 .
3- Invariant scalaire
3
= — = a
I,=R -H()=0 etRzkn?e_u’

L’invariant scalaire est nul avec une résultante non nulle, donc le torseur est un glisseur.
Le moment central est donc nul.

4- Equation vectorielle de I'axe central du glisseur.
a- Détermination de 'axe central par division vectorielle

Considérons le torseur [T] en un point quelconque A, on peut décomposer son moment en deux

composantes paralléle et perpendiculaire a R.
H(A) =H;(A)+H,(A) telque: Hj(A)AR=0 et H, (A)-R=0
K un point de I'axe central (A), d’apres la définition de I'invariant scalaire, on a :

Ig;=R-H(k)=R -HA) =R -H,(A) =  Hk) =HA)
OrH(A) = H(k) + Ak AR d'ou H,(A) = Ak AR

Par division vectorielle( voir exercice 1 ), on obtient :

i = A ) fILZ(A) paR = B A ﬁHZ(A) + AR
ol Il

Si on prend A confondu avec I'origine de notre repére, on obtient :

. RA HA - 3a- o — . — 3a -
Ok= ————+AR=5=k+AR=0Q+ AR avec 0Q ==k

” }—3’” 2m 2m
L’axe central (A) est le lieu des points k, c’est une droite parallele a Ret passant par le point Q
qui est le point d’intersection de I'axe (A)avec le plan yOz.

ieme

b- Détermination de I'axe central en utilisant le résultat de la 3" question

Soit Q un point de I'axe central (A), d’apres le résultat de la question 3,on a:

— — - —_— —_— — — - kT[ 3 — k 4 —
HQ) =0 = H(O)=0Q0AR & [aeu+ﬁev+yk]/\?a ey =5a'e,
ko, k. ko, p=0
y—=a’e,—f—a’k==a"e, = 3a
21
L’axe central est paralléle a R et passe par le point Q tel que 56 = z—iE
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Exercice 6

Soit le repere orthonormé direct (O, x, y, z) avec Ox horizontal et Oy vertical ascendant. On considere

—
une barre rigide rectiligne homogeéne (S), de masse m, d’extrémités O et A, telle que OA = aZ. Elle
est reliée a un bati fixe en O par une liaison rotule parfaite caractérisée par le torseur :

R—0)=X0£+Y05;+Z02:|

[0l = [ Hy(0) =0

Et tenue en position horizontale par deux cables inextensibles de masses négligeables fixés en A a la
barre et respectivement en B et C au bati. Les torseurs associés a |’action des cables sont
respectivement :

[r1]=[R7=T1”7 [r2]=[R7=T2”7
H,(4) =0 H,(A) =0

OuU u; et u, sont respectivement les vecteurs unitaires portés par AC et AB. La barre OA est
soumise au champ de pesanteur —gy représenté par le torseur :

[ ﬁzj;a—gldzf/ ]

[t] = | a | ou Aest la densité linéique de masse
lﬁ(O) = j (zZA —gay)dZJ
0
On donne les coordonnées des trois points en métres :0A=97; OB = —2% + 6y ; 0C = 6% + 2y

Les inconnues du probléeme sont : X, Yy, Zy, T4 et Ts.

1- Calculer les éléments de réduction du torseur T en fonction de m, g et a. Calculer I'invariant
scalaire du torseur, en déduire que t est un torseur univectoriel. Préciser le point G

intersection de I'axe (A)du torseur avec OA tel que ﬁ(G) =0, on posera par la suite P=mg.

2- Ecrire les vecteurs u; et u, dans la base(%,y, Z), en déduire les expressions de R, et R, dans
la méme base.
3- En utilisant la condition d’équilibre de (S), écrire les expressionsde T; ,T,. Xy, Y, et Zpen

. ra . ra = 7 =
fonction de P et a, en déduire alors les résultantes : Ry, Ry et R,.

Solution Ay
1- Eléments de réduction de[T]. B
La résultante est :
a
R= f —gAdzy = —glay =—mgy
0
Le moment au point O est : TV VU T B
— a 1
fi0) = | gazdz i = 3mga H\ ”HHH ‘
0 2 0 i

L’Invariant scalaire du torseur est :
I,=R-H0)=0

[7] est un glisseur. G point d’intersection de I'axe
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(A)du torseur avec OA tel que ﬁ(G) =0= ﬁ(O) +RAOG

X =0
- 1 a - G
H(G) =Emga5c’—mg37/\(XG55+YGj}+ZGZ) =mg(§—ZG)5c’+mgXGZ= 0> P
c=—
2
Y; = 0 car G intersection de OA avec I'axe (A).ﬁ = % Z
(A) axe central du glisseur = (A) = {p EA : ﬁ(p) = 6}(&1 espace affine)
x=0
) o
Ap) =0 o % _ (0) -0y quelcocrlzque
mgx 0 2=y
(A) est I'axe paralléle a Oy et passant par le point G centre d OA.
Restle poids de la barre OA son point d’application est G, [t] est un torseur univectoriel.
2- Expressions des vecteurs i, Uy, Riet R, dans la base. (,7,%).
. AC O0C-04 6%+2y-97 . AB O0B—-04 -2%+6y-9%
ul Bl yp— = — = uZ = — — — —
lacil [lac]] 11 48] 45| 11
— T;

- - = T2 - - -
Ry = —(6X+ 2y —92) et R2=H(—2x+6y—9z)

11

3- Condition d’équilibre de (S)

La condition d’équilibre de la barre est telle que la somme de tous les torseurs agissant sur la barre

soit un torseur nul.

{R_0)+R_1)+R_2)+I_?)=6 équation 1
Hy(0) + H,(0) + H,(0) + H(0) =0 équation 2
6 2 , ,
Xo + ETl - HTZ =0 équation 3
L’équation 1 donne :{ Y, + %Tl + %Tz -mg =20 équation4
Zy — %Tl - %Tz =0 équation 5
L’équation 2 donne : Hy(A) + R, NAO + Hy(A) + R, AAD +-mgaz=0 &
N—— N—— 2
=6 =6
. (_) _)) 1 o 6T1 - 2T2 = 0 = T2 = 3T1
OAAN(R +Ry))+-mgax=0={ 180 a 11
2 ——T =0 > T,=—
11 1 +m93 17360 MI%

11
En remplagant T; par sa valeur, on trouve : T, = 50 Mga

L’équation 3donne: X, = —%Tl +%T2 =0
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L'équation 4 donne: Y, =mg —%Tl —%TZ =mg (1 —i)

L’équation 5donne: Z, = % (T, +T,) = %

- m mga - —

__g _ - mga . _ S >
Ry = 18 (18 -a)y + 0 2 Rl—mga(60 1807 402)

R, = ( 1*+1* 3*)
2 = mga %x %y —Z

Exercice 7.

Soit le torseur [T, ] défini au point O, origine d’un repére orthonormé direct R(0, X, y, Z), par les
trois vecteurs suivants :

V, =-2X+3y—7Z défini au point A(1,0,0)
Vo=3X—y—17Z défini au point B(0,1,0)

Vs=—%—2y+87 défini au point €(0,0,1)
Soit [T,] le torseur défini au point O par :

[ ]_{ R, =2%+y+3%

21 =7 )— - - -
M,(0) = —3% + 25 — 7%

1- Déterminer les éléments de réduction de [T;] au point O.

2- Déterminer le pas et I'axe central du torseur [T5].

3- Calculer la somme des deux torseurs.

4- Calculer le comoment des deux torseurs.
5- Calculer I'invariant scalaire du torseur somme [T] = [Ty] + [T5]

Solution

1- Eléments de réduction de [T;] au point O

= T W0
Y H(0) = 04NV, + 0B AV, + OCAV: = % + 6§

La résultante est nulle, le torseur est alors un couple, de moment H; = X + 6y
Le moment du couple est invariant.

2- Pasdutorseur [T5]

L’axe central du torseur est I'ensemble des points P ol le moment en ce point est parallele a la

résultante

H,(p) = aR; = H,(0) + R, AOp = Op AR, = H,(0) — aR,
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0_p> est alors le résultat de la division vectorielle de (E;(O) - aﬁZ) par E; Cette division n’est
possible que si

_ R, H,(0)
a_—

Ry[H(0) —aR] =0 = —
IR

. 25
a est appelé Pas du torseur.a = — 2

Axe central du torseur [T ]

Soit p un point de I'axe central

R, NH,(p) = Ry AH;(0) + R, A [R; A Op| = R, AH;(0) + (R - 0p)R, — ||R,||” 0p = 0

RyAH(0)

CarR, Il H;(p) = Op = ~2=2;
I, |

+AR, = (T +22)%+ (S +2)y+ (3+32)2
3- Somme des deux torseurs

[T]=[T1]+1[T.] = {

4- Comoment des deux torseurs
[T1I®I[T,] = Ry - H;(0) + R, - H,(0) = 8

R=R,+R, _{ R=2%+y+32
H(0) =H,(0) + H,(0) (H(0) = —2% + 8y — 72

5- Invariant scalaire de [T]

Iy;=R-H=-17

Exercice 8

On considere les trois vecteurs :V; = ¥+ Z,V, = ¥ + Z et V3 = aX + By — 2Z, définis relativement
a un repére orthonormé direct R(0, X, y, Z) et liés respectivement aux points :

A (— % 1, 0) ,B (0, 0,— %) et C (— % 0, —1) a, 8 sont des nombres réels.

1- Déterminer les éléments de réduction du torseur [T] associé au systéme des trois vecteurs
au point O.

2- Montrer que quel que soient a, 8 le torseur est un glisseur.

3- Trouver les coordonnées des points P ou ﬁ(P) =0.

4- Pour quelles valeurs de «, 8 le torseur est-il nul ? Vérifier que pour ces valeurs les trois
vecteurs sont coplanaires

Solution

1- Eléments de réduction du torseur [T]
R=V,+ V,+ Va=(a+1i+@B+1Dy

H(0) = 0ANV]+ 0B AV; +0C AVs = (B + Di — (a+ 1)y —5 (B + Dz

2- [T] est un glisseur
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Le torseur [T] est un glisseur s’il vérifie I'un des critéres suivants :
e Linvariant scalaire de [T] est nul avec une résultante non nulle.
e S'il existe un point ol le moment de [T] est nul.
Calculons I'invariant scalaire de [T].
Iszﬁ-ﬁzo avec R#0 Va,f ER
Donc [T] est un glisseur.

3- Coordonnées des points P ot H(P) = 0

[T] est un glisseur, I'axe central est 'ensembles des points P ol le moment en ces points est nul.

+B

. L. . —(1+a) X 1+a -1+ p)z
H(P) =0 H(O) =0PAR & 1 :<y)/\ 148 |= 1+ a)z
—§(1+B) z 0 A+B8)x—A+a)y
z=-1
= Y — 1+« _ _1
1+87 2
P est dans le plan horizontal de cOte z=-1, et dont les coordonnées dans ce plan vérifient
iz ion _ a1
I’équation : XY= "7

On remarque que la résultante est paralléle a ce plan.

4- Valeurs de a, 8 pour lesquelles le torseur est nul

Le torseur est nul si ses éléments de réduction sont nuls.

Ces vecteurs sont coplanaires si leur produit mixte est nul/
L 0 1 -1
(ViaVy)-Vz=0=({1]Al0][[-1])=0
1 1 -2

Exercice 9

Soit I'espace affine Euclidien de repére : (0,?,], E) Soient les points A( 1, 0, 0), B(0, 1, 0).et le torseur

[T (2)] donné par ses trois moments aux points O, Aet B :

H(0) = =21+ 2(1 + 2)j
H(A) = =21+ (3 + 22)j — 3k
HB) = =31+ 21+ )] + (2 + Dk
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1- Vérifier I'équiprojectivité de ces moments.

2- Déterminer la résultante R = X7 + YJ + Zk du torseur.

3- Soit C le point de coordonnées (0, 0, 1), déterminer le moment au point C par la condition
d’équiprojectivité.

4- Pour quelle valeur de 4, le torseur [T (1)] est-il un glisseur ? déterminer son axe central.

5- Pour quelle valeur de A, I'axe central est-il paralleéle au plan (O, y, z). Déterminer I'axe dans ce
cas.

Solution

1- Equiprojectivité des moments
Un champ est dit équiprojectif si quels que soient les points A et B de I'espace affineona:

[H(B) —H(4)|- 4B =0
[H(4)—H(0)]-04=(7-3k)-i=0
[H(B) - H(0)]-0B = [-i+ 2+ Mk]-j=0
[HB)—H@)]-AB=[-i—j+ G+ k|- G-D =0
Le champ est alors équiprojectif.

2- Résultante du torseur

H()=HA)+RAACO =H(B)+RABO

~ ~ . -2 -2 1\ /X v =3
H(0) =H(A) +0AAR <2(1+/1)>=<3+2/1)+<0>/\(Y):{Z:1
0 -3 0o/ \z -
—2 -3 0 X
ﬁ(O)=ﬁ(3)+ﬁ/\ﬁ<=<z(1+/1)>=(2(1+A))+<1>,\<Y):>{X=EJ{A
0 Q2+ o/ \z =
R=Q+M)+3/+k

N

3- Moment au point C

Soit ﬁ(C) =al+ pj+ yE, le champ est équiprojectif on peut donc écrire :
[H(C)-H(©0)] 0C=0 [2+a)i—(2+21-B)j+yk]k=0 = y=0

[HC)—H@A] AC=0o[2+a)i+(B-3-20)]+ ¥ +3)k|(k-7)=0 =2a=1
[HC)-HB)]'BC =0 [B+a)i+(B-2-20]+F—-2-Dk](k—]) =0
>B=1 =HC) =1+
4- Valeur de A pour laquelle le torseur est un glisseur

[T(A)] est un glisseur si son invariant scalaire est nul avec une résultante non nulle.

R=Q+Di+3/+k

[T(D] = {ﬁ(o) =214+ 21+ )]

N =

I,=R-HO)=0=>1=—

=]
I
N

[T(A)] est un glisseur si et seulement si : A= —% = %l +3/+k

Axe central du glisseur
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L’axe central du torseur [T (1)] est I'ensemble des points P tes que le moment central soit paralléle a
la résultante.

H(P)=HO)+RAOP=uR<RANH(P)=RAHO)+RARAOP=0 =

. RAH(©) R-0P .
OoP = R

(3 I
Soit | un point de L'axe central telque : R L 0 = 0I = Rl/l\illl(g)
R
L’axe central est paralléle a R et passe par le point I tel que : ~ OI = RAH(0)

-2
IRl

()] = {qR =(2 +/1)?+ 37+k )
H(O) =-21+2(1+ )]

o 2+ 1 -2 —2(1+ 1)
R/\H(O)=( 3 >A<2(1+/1)>=< —2 )
1 0 20+ D)2+ 1) +6

-2

G [ A+ DT+ = (A + D2 +2) + 3]K]

et||R|| = @2+1)2+10 > 0f =
Pour le glisseur , A = —% = 0] = ;—;[2?+ 47 — 151_5]

5- Axe central paralléle au plan (0, v, 7)

L’axe central est paralléle au plan (O, v, z) si la résultante du torseur est paralléle a ce plan.
R-T=0 = A=-2
L’axe central dans ce cas est la droite paralléle a R et passant par | tel que :

0l = Z[1—7 +3K]

Exercice 10

L’espace affine Euclidien réel orienté de dimension trois ( E ), étant muni d’un repére orthonormé
- = > . Y g . ra . ra . Y
direct (O, L], k), on considére le champ de vecteurs H qui, pour a, 5,y réels fixés, associe a tout

point P € (E), le vecteur ﬁ(P) de composantes :

X=1+@y-2)y+(a+y)z
Y=—-14+(@+B)x+Q2y—1)z ou (x,y, z)sont les coordonnées de P
Z=1+(a—-pB)x+ Ba—-p)y

1- Pour quelles valeurs de a, 8, v, H est-il un champ equiprojectif ?
2- Montrer que la résultante du torseur [T] associé au champ equiprojectif Hest:
R=-T+j+k
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3- Déterminer I'équation analytique de I'axe central A de [T]. En quel point I'axe A coupe le
plan (x,y) ?
Solution
1- H champ équiprojectif
Le champﬁ est équiprojectifsi : VP (E),ona: [ﬁ(P) — ﬁ(O)] .0P = 0.
Ou si la matrice associée est antisymétrique : [Fi(P) — ﬁ(O)] =A0P
0 Az 413\ /X
[H(P) —H(0)] = <—a12 0 azs) <)’)
_a13 _a23 0 Z
OrH(0)=T—-]+k
~ ~ =2y +(a+y)z 0 y—=2) (a+py)) px
[HP)—HO)| = (@ +Bx+ Ry -z |=| (@+p) 0 2y-1) <y>
(@ —B)x+ Ba—-py (a—pB) Ba-p) 0 z
Le champTI) est équiprojectif si :
y-2)=—(a+pB) = a+p+y=2 a=0
@+ =-@-p) = 2a-f+y=0 = {B=
Qy-1)=-Ba-p) = 3a—-fF+2y=1 y=1
2- Résultante du torseur
La matrice associée au torseur est antisymétrique, donc il existe un vecteur R tel que :
AOP=RAOP avec OP =xT+y]+zk
_ 0 aq; aq3 X X X ay + a3z Yz — Zy
AOP = (—alz 0 a23) <y> = (Y) A (y) = (—alzx + a23z) = (Zx - Xz) =
—a43 —azz3 O z VA z —043X — A3y Xy —Yx
X =—ay; = (3a—p)
Y=a;3=(a+7y)
Z=-a;;=(a+p)
En remplagant a, 8,y par leurs valeurs, la matrice associée et la résultante s’écrivent :
_ 0 -1 1 . .
A=11 0 1| = R=-T+]+k
-1 -1 0
3- Equation de |'axe central

L’équation de I'axe central est donnée par :

_. RAHWO) .
0P=T+AR
|IR]]

En remplagant chaque terme par sa valeur, on obtient :

oP = (——/1)*+ (—+/1>*+/1k

37 )T
D’ou I'équation de I'axe central :z = —x +§ =y —2
2

L’axe A coupe le plan (xoy) au point Py tel que : xg = y, = 3 etz=0

. . . 2 2
L'intersection de I’axe central avec le plan (xoy) est le point : Po(g.g. 0).
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Exercice 11

Dans un repére R(O, 1,7, k) on considére les trois glisseurs définis par les trois vecteurs liés suivant :

Vi=T—-k d'origine A(1,0,0)
V,=1+2]+2k  d'origine B(0,1,0)
Vi=A+pu/+vk dorigine €(0,0,1)

Soit [T] la somme des trois glisseurs.

1- Déterminer A, u, v pour que [T] soit un couple et trouver son moment.

2- Quelle relation doit lier A, i, v pour que [T] soit un glisseur ?
Déterminer u, v en fonction de A pour que le support du glisseur [T] passe par
D(1/3, 1, 4/3).

3- Danslecasou (4, u,v) = (—2,0,—1) trouver les équations de I'axe central de [T]. Que
peut-on dire de la direction de cet axe ?

Solution

1- Valeursde A, i, v pour que [T] soit un couple

Un couple est un torseur dont la résultante est nulle et le moment non nul.
[T] est le torseur somme des trois vecteurs liés.
R=Vi+ L+ =Q+ DI+ Q+wj+1+vk=0 =
A=u=-2 et v=-1
Le moment de ce couple est : ﬁ(P) = ﬁ(O) +RAOP or R=0 =
H(P)=H(0) =0AAV, +OBAV, +OCAV; =41—j—k
2- Relation liant A, u, v pour que [T] soit un glisseur.

[T] est un glisseur si et seulement si son invariant scalaire est nul avec une résultante non
nulle.

H()=0AAV, +0BAV,+0CAV; =2 -wi+ 1+ D)j—k
R-HO)=[Q+DI+Q+wj+Q+wk]- [@Q-wi+(Q+D)j—k]=5+4A-p-v=0
Pour que [T] soit un glisseur, il faut que A, u, v vérifient les équations suivantes :
A wv) #(—2,-2,-1) et 4A—u—v+5=0 équation 1

e Lesupportde [T] passe par D

Le support de [T] passe par le point D, donc le moment du glisseur en ce point est nul.

H(D)=HO)+RA0D =0 = H(0)=0D AR
2—U 1/1 2+ A1 1 —5+3v—4u 11=3v—yu équation 2
<1+/1>=—<3>/\(2+u)=—( 7+4A—v ):{4=v—l équation 3
-1 3 4 1+v —4+u—31 1=u—-31 équation 4

Les équations 3 et 4 vérifient les équations 2 et 1
3(équation 3)-(équation 4)= (équation 2)
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(équation 3)+(équation 4)= (équation 1)
3- Axe centraldanslecasol (4, 4, v) = (=2,0,—1)
En remplagant (4, i, v) par leurs valeurs, on trouve :
R=2f et HO)=21—-j—k
Soit P un point de I'axe central :
0P = fi"/\il_'(;))
[IR]

L’axe central du glisseur est la droite paralléle a I'axe Oy et passant par le point (-1/2, 0, -1).

+aR =2 [2] A (21— - k)] + 2af = —5T+ 2a] — k

Exercice 12
Dans un repére orthonormé direct R(O,Y,f, k), on donne les vecteurs liés définis par :

V,=3T+7 d'origine A(2,0,0)
V,=-2]+k  dorigine B(0,1,0)
Vs =-50+2k d'origine C(0,0,3)

1- Déterminer les éléments de réduction en O du torseur [T; ] associé a ces vecteurs glissants.
2- Déterminer de deux fagons différentes les éléments de réduction de [T;] au point E( 2, 1, -2).
3- Vérifier la propriété d’équiprojectivité du champ des moments de [T} |

4- Calculer 'invariant scalaire de [T;]

5- Donner I'équation de son axe central et calculer le moment central.

Soit le torseur [T, ] dont on donne les éléments de réduction en E :

— 1 o
R2=§(27+2f+k)

Hy(E)=ai+b7J

[Tz] =

6- Quelle relation doit exister entre a et b pour que ce torseur soit un glisseur ?
7- Calculer le comoment des deux torseurs [T;] et [T,]. Retrouver ce résultat a partir des
éléments de réduction de [T;] et [T,] en O

Solution

1- Eléments de réduction de [T;] en

-

R =V, +Vy+V3=—2i—]+3k
H,(0) = 0AAV, +0BAV, +0CAV; =1—15]+2k

R, =(-27-7+3k
[T1]={_} ( 5 5 )_>
H(0) = T—157+ 2k

2- Eléments de réduction de [T;] enE.

e |oide transport des moments
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1 -2 2
H,(E) =H,(0) + R, AOE = <—15) + (—1) /\( 1 ) = —13] + 2k
2 3 -2
e Somme des moments des trois vecteurs.

Hy(E) =EAAV, + EBAV, +EC AV,

EA=0A4—-0OE =—j+2k , EB = 0B — OF = —20+ 2k

EC =0C - OE = —2i—] + 5k

. 0 3 -2 0 -2\ (/-5 .
H,(E) = <—1>/\ (1) +< 0 )/\(—2) + (—1) /\( 0 ) =—137+ 2k
2 0 2 1 5 2

3- Propriété d’équiprojectivité du champ des moments
H/(E)=H;(0)+R,AOE =  H,(E)—H,(0) =R, AOE

[H;(E) — H,(0)] - OE = (R{ AOE)-OE =0

Vérifions que [Fi(E) — E)(O)] - OE est nul .

- . . 0 1 2 2
[Hi(E) — H,(0)] - OF = [(-13) - (—15)] ( 1 ) =(-1,2, 0)( 1 > =0
2 2 -2 -2

Le champ des moments est équiprojectif, donc antisymétrique.

4- |nvariant scalaire de [T]

I; =Ry -H;(0) = 19

5- Equation de I'axe central et moment central de [T} ]
Soit P (x, y, z) un point de I'axe central, sa position est donnée par la relation :

— RAH(0) .

OP ———+ AR,
IR
43 -
xX=—=
v 1 (-2 /1 -2 14
y]=—|-1|A[-15|+1]| -1 = y==—21 =
z 14 3 2 3 2
—31+3,1
2= 14
/1_43—14x_1—2y_—31+14z
- 28 2 42

C’est I’équation de I'axe central.
Le moment central est constant le long de I'axe central.

H;(P) = H;(0) + R, AOP = H;(0) + R, A

AUCIE
R4l

Ry A [R{ A H{(0)]

= H,(0) + ——

IR |
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— — 1 — - — = 2—— I —
A (P) = H;(0) + —— (R - Hi(0)) &; - ||R]| F; (0] :ﬁ&
1 1

— 19, . . o
H{(P) = ﬁ(—21 —J+ 3k)

6- Relation liant a et b pour que le torseur [T,] soit un glisseur.

[T,] est un glisseur si son invariant scalaire est nul avec un résultante non nulle.
_ — 2
IS:R2H2:§(a+b):0 = a:_b

7- Comoment des deux torseurs

Rappel
Le comoment est invariant :

[T] ® [T,] =Ry - H;(P) + R; - Hy(P) = R; - [H,(0) + R, AOP| + R; - [H{(0) + Ry A OP]
= Ry *H;(0) + R, - H(0) + Ry - (R; AOP) +R; - (R{ A OP)

=ﬁ-m’<o>+z-m<o>+w[mm@m R
=0
[T,] ® [T,] =R, - H;(P) + R, - H;(P) = R, - H,(0) + R, - H;(0)

[T1] ® [T2] = Ry - H;(0) + R, - H{(0) = Ry - [H;(E) + R, AEO] + R; - H; (0)

()50

=(-2,-1,3)"

1 1
+-(2,2,1)-(-15])|=-2a—-b -8
3 2

Exercice 13

On donne les trois glisseurs (Al-, IZ) i=1,2,3,tels que A0, 0, a), A,(a, 0, 0), A3(0, a, 0),
,(2a,0,0),V,(0,3a,0) et V5(0,0,4a).

On considére le torseur[t]. Déterminer les éléments de réduction de [t] en un point P
guelconque ainsi que son axe central

-

[l = ) (4, V;)

-
IIMw
o

Solution

Eléments de réduction de [7]
La résultante est donnée par: R =V, + V, + V3 = a(2% + 3y + 4%)
Le moment au point P de coordonnées (x, v, z) est :

H(P) = PA, AV, + PA, AV, + PA; A V5

—x 2a a—x 0 —x 0 4(a—y)+ 3z
ﬁ(P)=< -y >A(O>+< -y )/\<3a)+<a—y>/\(0>=a 4x + 2(a—z)
a—z 0 -z 0 —Z 4a 3(a—x)+2y
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R = a(2% + 3y + 42)
[T]P = |:_> - - -
H(P) = a[(4(a —y)+32)x + (4x +2(a— z))y + B(a—x) + 2y)z]
Axe central de [7]

L’axe central est défini par I'ensemble des points P tels que ﬁ(P) I R

C’est la droite d’équation :

4(a—y)+3z 4x+2(a—-z) 3(a—x)+2y
2 B 3 B 4

Exercice 14
On définit un torseur au point P(2, -1, 1) par: [T], =

a- Définir ce torseur en Q( 0, 2, 0).

b- Calculer I'invariant scalaire de [T].

c- Soit] € A axe central de [T] tel que Pi soit perpendiculaire a A. Déterminer PI ainsi que les
équations de A.

Solution

a- Eléments de réduction de [T] au point Q

. . L 4 -1 -2 0
H(Q)zH(P)+R/\PQ=<O )+<—2)/\<3 )=(—5)
-1 2 -1 -8

R=—-%-2y+27
o= g+ 27
H(Q) = -5y —8z

b- Invariant scalaire
I=RH=10-16=—6
¢ PI perpendiculaire a A
Pi perpendiculaire a I'axe central est équivalent a Pi perpendiculaire a R=> Pi-R=0>
RAH(P) 1

pi = 2D _1
[

(2x + 7y + 82)

Cherchons maintenant les équations de I’axe central.
H() =HP)+RAPI =R ,0npose Pl = A¥ + By + CZ &

4 -1\ /4 -1 4—2C-2B 24+C —1-B+24
0 |+(-2)A(B)=2-2]> ——F—="F—= > =2
~1 2 C 2
{8—5C—4B—2A=0
1+4B—-—4A—-C=0
Sil'on pose 01 (x,y,z) ona: P =01 —0P = (x —2)X + (y + 1)y + (z — 1)Z d’ow:
{8—5(2—1)—4(y+1)—2(x—2)=0 {2x+4y+52=13

1+(y+1)—-4x—-2)—(z—-1)=0 dx—y+z=11
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Exercice 15

On donne les forces (0, F; ) et (B, F,) telles que :

P —

B(4,0,0) F, =3j F,=-2]+2V2k

a- Montrer que la droite OB est la perpendiculaire commune aux deux forces.
b- Montrer que I'axe central A du torseur associé aux deux forces est perpendiculaire en un
point | de OB. Déterminer les équations de A

Solution

a- Ladroite OB est la perpendiculaire commune aux deux forces.
{Wé ‘F,=0

OB-F,=0

Donc OB est la perpendiculaire commune a Fl) et Fz) .

0B (F+75) =0

Le torseur associé aux deux forces est donné par :
[T]_[ R=F +F =7+2V2k
H(0)=0BAF, = —8(N2j+k)

b- I'axe central A du torseur [T] est perpendiculaire 3 OB

Si | est un point de I'axe central tel que 0l-R= 0, alors :

. RAH®O) 24_. . _.,
OIZT:?I.<4I.ZOB
IRl

Donc | est un point de OB.
Soit P(x, y, z) un point de I'axe central & ﬁ(P) = ﬁ(O) +RAOP=aR =
0 0 X 0 z=2V2y z=2\2y
() (1)) -e(5)- ool - 26
-8 22 z 22 —8—x=2V2a "9
L’axe central est une droite d’équation : z = 2v2 y passant par le point de coordonnées
24
(50,0)
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