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Exercice 1 (5pts) : :
On considére deux paguets d'ondes gaussiennes nettement separés a l'instant initial et =€
Propageant l'un vers l'auire, Les deux paquets d'ondes représentent chacun le mouvement du
centre de masse d'un a'ome. Dans ce modéle extrémement simplifie, on naglige les
Interactions entre les deus atomes. La fonction d'onde de position a l'insiant initial est de la —
forme :

x+Ek)? c—b)2
¥(x) =4 TRE ﬁl AIMHNI_ exp(idx) + exp MI ﬁlw%a exp A\‘ISAL
aAvVec —oo < x < +o0, (4,a) € Ry et(1L,b) e R,
1°) Déterminer A en fonction des autres parameétres pour que la fonction d'onde soit normalisée.
2°) La densiié de probabilité de cette fonction d’'onde est-elle réclle ?

3°) _.,\_o::oﬁn_cm la fonction d’onde d'impuision est égale & :
2

QQ&H Mwm exp EWN.AM{ 1 \CN exp T:u mm + Q_ + exp .FW mm = \QN exp —,!:w AM 7 \Q*

On rappelle que : [ exp[—a(x + g)?] =

S

Exercise 2 (7Tpts) :
On  considére des particules quantiques de masse m dans un petentiel  F(x)
Vo
sh?(ax)
1°) Etudier puis représenter ce potentiel dans un repére orthonorme.

2°) L'énergie totale £ de ces particules est inférieure & zéro e* on pese . —&% =

2miy

monodimensionnel défini par : ﬁ\@mu == avecVy>0eta >0

252"
7 et

2.1°) Ecrire I'équation de Schrédinger stationnaire décrivant |a dynamique ces particules dans

ce potentiel.
2.2°) En faisant le changement de variable u = coth{ax), proposer la nouvelle équation

différentielle de la fonction d'état ¢ () .

P |

2.3°) En faisant le changement de fonction w(iu) = (1 — u®) 2f (u), déterminer I'écuation
: /Ly i

différentielle de la fonction f.

Exercice 3 (8pts) :
1°) On se propose d'étudier le mouvement des particules quantiques ds masse m et d’énergie

£ >0 parcourant de la gauche vers la droite un poizntiel ¥ (x)défini par:
0 six<0
V(x)=1V, si0<x<a
0 six>a
Représenter ce potentiel dans un repére orthonormé.
2°) On étudie ces particules dans le cas ol leurs énergies totales sont telles que:0<E<Y,.
2.1%) En subdivisant le domaine de ce potentiel en trois régions notées (1), (2) et (3), écrire
. dw e i P 2 2mE v 2m
('4quation de Schrodinger dans ces régions. On posera : k? = = gl—y* = 3 (E—Vy)
2.2”) Donner et justifier les solutions physiques de chacune des mmcmzoqm,
2.3°) Ecrire l'expression du coefficient de transmission ce ces particules en fonction des

coefficients d'intégration des solutions trouvées dans la question précédente.
2.4°) Ecrire les conditions de continuité 1a fonction d'onde et de 'sa dérivée premiére aux points

de discontinuité du poientiel. |
5°) Etablir 'expression du coefficient de transmission n fonction des constantes k et y.

5°) Commentei ce résultat, comparativement a {a mécanique classique \ A

.
£
2
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Qualité de la production (2pts)
Exercice 1 : Densité de probabilité de la fonction d'onde de Jsition T

H - ” A A e % i
1. On considere l'intégrale convergente I,, = ff;ﬁ . n € N. Montrer que lox+1 = 0; puis

montrer, par un changement de variable adéquat, que
Iy = q?k=3 fn/z cos?~2%(8)sin?*(9) d6 : k € N. Calculer Iy, I, et I,

-n/2
2. On consideére la fonction d’onde de position définit ¥ x € R, tel que :
Keicux
= *3
SHEa)l = 1oz avec (K,a,w) € RY

2.1 Ecrire le moment d'ordre n de position, < x™ >, en fonction de I,,.
2.2 Calculer le moment d'ordre zéro puis déterminer K pour que la fonction d'onde soit

normalisée. En déduire I'écarts-type de position Ax

Exercice 2 : Effet tunnel (1 2pts)
On se propose d'étudier le mouvement d'une particule quantique de masse m et d'énergie

E >0 parcourant de la gauche vers |a droite un potentiel V' (x)defini par :

V
V(x)=—"— avec V, >0 et a >0
ch” (ax)
1. représenter ce potentiel dans un repere orthonormé.
2.1 Ecrire I'équation de Schiddinger stationnaire décrivant la dynamique d’'une particule
quantique dans re nntentiel

2.2 En faisant le changement de variable u =th(ax), proposer la nouvelle équation

1FFA H H : - 2 :‘ ) 2 I‘f
différentielle de la fonction d'état (u). On posera ¢ = 2’3;{ etk° = —m—r—i’
ol ah

2.3 On se propose de faire le changerment de fonction @(u) = (l —uz)“ 2]"(u). Quelle est
équation différentielle caractéristique de la fonction f(u).
3. Vu «la complexit¢ de cette équation différentielle», on suggére une simplification

I'expression du potentiel en trois régions.
3.1 Représenter cette forme simplifi€ée dans le méme repére que précédemment.

3.2 Physiquement, la forme simplifiée du potentiel proposé produira le méme résultat celui-cj :
0 six<0
V(ix)=4V, si0<x<a
0 six>a
Représenter ce potentiel dans un autre repére orthonormé.
4. on suppose a présent que I'énergie de la particule est comprise entre zéro et 1/
4.1 En subdivisant le domaine de ce dernier potentiel en trois regions notées (1), (2) et (3),

écrire I'équation de Schrédinger dans ces régions puis donner leurs solutions.
4.2 Ecrire I'expression du coefficient de transmission ce ces particules en fonction de

coefficients d’intégration des solutions trouvées dans la question précédente.
4.3 Ecrire les conditions de continuité la fonction d'onde et de sa dérivée premiére aux points

de discontinuité du potentiel. ‘
4.4 Déduire de ces relations I'expression du coefficient de transmission en fonction de £ et

de V.
4.5 Commenter ce résultat, comparativement & la mécanique classique.
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, Exercice 1: Equation de Schroédinger g ; sdingetl
L'évolution spatio-temporelle de la fonction d'onde en dimension 1 obéit a 'equation de scbdng
Oy (x.1)

ot

f: h— a - V(x)}y(x,t) =1h

2m dx?
1) En utilisant la méthode par séparation des variables, on pose w(x,t
équations différentielles de @(x) et n(1) puis résoudre celle de 7(r). Comment appelle

)= (D(x)n(l). Déterminer les
-t-on l'équation

différentielle de @(x) ?
olutions de I'équation de Schrodinger stationnaire dans une

2) Montrer que si @,(x) et ¢,(x) sont s
région, alors pour tout nombre complexe Aet B, A (x)+Bgp,(x) est solution de I'équation de

Schrédinger dans la méme région.
3) On se propose un changement de variable de forme u = aox + iy

3.1) Déterminer{'équation différentielle de @(u) .
3.2) En déduire qué dans toute région ou le potentiel est paire, si @(x) solution de I'équation de

Schrédinger alors @(—x) est aussi solution de la méme équation.
3.3) En conclure que, lorsque @(x) n'est ni paire ni impaire, on peut choisir des solutions paires ou

impaires dans la région ou le potentiel est paire.

Exercice 2 : Interaction neutron-proton .
Le but de ce probléme est de modéliser l'interaction proton-neutron permettant la formation de I'etat lié

appelé “deutéron’. Ce systéme est équivalent a une particule de masse m dans le puits de potentiel
V(x) monodimensionnel défini par: ¥ (x) =V, (exp(——2aoc) —2exp(—aoc)),avec V,>0 et a>0.De plus,

I'énergie E de cet état doit vérifier: =V, < £<0.

1) Etudier puis représenter les variations de V' (x)
F 2.1 Ecrire 'équation de Schrédinger stationnaire décrivant la dynamique d’une particule quantique dans
2 2 2 "’I/n
ce potentiel. On posera &° = — ZnEz et k- = Lq—?— avec e >0 etk>0
a h olel ,
2.2 En faisant le changement de variable u = 2k exp(—ax), proposer la nouvelle équation différentieiic

de la fonction d'état ¢(u) .
2.3 En faisant le changement de fonction @(u) = u° f(u)exp(-u /2) monter que équation différentielle de

fest: uf ")+ QRe+1-u) W)+ (k—e—3)f(w)=0 (1)

3 On montre que la solution de I'équation (1) est un polynéme de degré n de sorte que I'énergie de la

2
L [n+l) avecn et (2).

particule est: E, =-V,|1-——
I f2mY,

3.1 Déterminer a partir 'équation (1) les énergies du niveau fondamental et de la premiére excitation

puis comparer ces résultats a ceux de la relation (2).
3.2 En déduire les fonctions d'onde de ces deux états.

Exercice 3 : double barriére asymétrique
. On considére une particule quantique masse m et

V(x) ‘
d'énergie E (V, <E<V,) soumise au potentiel d'un
" monodimensionnel représenté sur la figure ci-contre. On
: i 2m 2m 2
pose : 7% =T E,~k =3 (E-V)) et f = 5(E-V))

(avec ¥y >0, k>0 et f>0).
Ecrire, dans les quatre régions, I'équation de Schrodinger
avec les constantes y, k et [ puis déterminer les solutions

m @ 3) @ physiques de ces équations.

U .
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xercice 1 (5pts): ¥ o itial et se
On considére deux paquets d'ondes gaussiennes nettement séparés a linstant | ant.dd
propageant l'un vers I'autre. Les deux paquets d'ondes représentent chacun le mOU\{efT‘ e
centre de masse d'un atome. Dans ce modele extrémement simplifie, on _T“?‘C-l"g':':_j -
interactions entre les deux atomes. La fonction d'onde de position a linstant initial est dé

forme : .

b)? " -b)? .
Ykx)=A4 [exp [— (x;az) ] exp(iAx) + exp [— (x2a2) ] exp(—t/lx)]
avec —ow < x < +o, (4,a) € R} et (A,b) e R, : .3
1°) Déterminer A en fonction des autres parametres pour que la fonction d’onde soit normalisee.

2°) La densité de probabilité de cette fonction d'onde est-elle réelle ?
3°) Montrer que la fonction d'onde d'impulsion est égale a:

99 = lem -5 (1) | [0 (i )] e g0 |enl-0G-)

On rappelle que : jj: exp[—a(x + B)?] = \E

Exercice 2 (7pts) : ¥
On - considere des particules quantigues de masse dans un potentiel V(x)

) . e Vo
monodimansionnel défini par : V(x) = — W avecV, >0eta>0

1°} Etudier puis représenter ce potentiel dans un repere orthonorme.

o : . s S . 2mE

2°) L'snergie totale £ de ces particules est inférieure a zero et on pose 1 —&* = — €t k? =

2 R B S -
2.1°).Ecrir2 I'eéquation de Schrodinger statiocnnaire décrivant la dynamique ces particules dans

ce potentiel. \
2.2°) En faisant le changement de variable w = coth(ax), proposer la nouvelle &quation

différentielle de la fonction d'état ¢(u) -

i
2.3°) En faisant le changement de fonction p(u) = (1 —u?)zf(u), déterminer I'équation
différentielle de la fonction f. -

Exercice 3 (8pts) :
1°) On se propose d'étudier le mouvement des particules quantiques de masse m et d'énergie

E >0 parcourant de la gauche vers la droite un potentiel v (x)défini par :

0 six<0
V(x)=1V, si0<x<d

0 six>a
Représenter ce potentiel dans un repére orthonorm
2°) On étudie ces particules dans le cas ou leurs ént gies totales sont tellesque: 0 < E < Vg .
2.1°) En subdivisant le domaine de ce potentiel en rois régions notées (1), (2) et (3), écrire
I'équation de Schrodinger dans ces régions. On posera : k* = 3212—3- et —y? = % (E—Vy) ¥
2.2°) Donner et justifier les solutions physiques de chacune des équations.
2.3°) Ecrire I'expression du coefficient de transmission ce Ce€sS particules en fonction des
coefficients d'intégration des solutions trouvées dans la question précedente.
2.4°) Ecrire les conditions de continuité la fonction d’'onde et de sa dérivée premiére aux points
de discontinuité du potentiel.
2.5°) Etablir 'expression du coefficient de transmission en fonction des constantes & ety.
2 6°) Commenter ce résultat, comparativement a la mécanique classique.

v
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iﬁ gxercice 1 : Densite de courant
7 La densite de courant de la fonction d'onde étant definie par
< ih bt i » 8
= —-:--[:,r '"-“v‘*"'m‘""("-")'W(",!)gi'a_dﬁg/ (’_.”]
<M
\. 1-a) Déterminer la densité de courant d'une fonction d'onde de la forme "
une fonction 2 yaleur reeli€

W(F"):AE\P["‘ f(7.1)] ot @ est un nombre complexe et f(F.1)

2 . et atafi ire.
Analyser: b) Lecas ou @ est un réel pur. En déduire que |a densité de probabilite est stationnair

c) Le cas ou @ estun imaginaire pur
2) Expliciter J dans le cas d'une onde plane : w(r.f) = Aew[ﬂﬁ F—wt)| (k et @ sont constants)
Exercice 2 : Effet tunnel )

m et d'énergie £> 0

On se propose d'étudier le mouvement d'une particule quantique de masse

parcourant de la gauche vers la droite un potentiel V' (x) défini par .
v
V(x)=——2— avec I, >0 et a>0
ch™ (ax)
1. représenter ce potgntiel dans un repére orthonorme.
2.1 Ecrire I'équation de Schradinger stationnaire décrivan

ce potentiel.
2.2 En faisant le changement de variable u =

- R = 2mV,

fonction d'état @(u) . On posera ¢~ =——+ € ==
ol ah”

t la dynamique d'une particule quantique dans

th(ax) , proposer la nouvelle équation différentielle de la

2.3 On se propose de faire le changement de fonction qp(u):(l—z.{:)“;'lzf(u). Quelle est équation

différentielie caractéristique de la fonction fQu).

iatinn différantialles, on AL RS
Harentiallex, 0 suclgars Une

2 ool Anranlavitd da ~otte & ciranlifinatinn 'zunrae Iy 7
4 ; AL s Sh S et girnitpioon L Sapha= e, i - o

potentiel en trois régions.
3.1 Représenter cette forme simplifiée dans le méme repére que précédemment.

3.2 Physiquement, la forme simplifiée du potentiel proposé produira le méme résultat celui-ci :
b six<@
V(x)=<V, si0<x<a
0 six>a
Représenter ce notentiel dans un autre repére orthonorme.
4, on suppose a présent que I'énergie de la particule comprise entre zéro et 7
4.1 En subdivisant le domaine de ce dernier potentiel en trois régions notées (1), (2) et (3), écrire

I'équation de Schrédinger dans ces régions puis donner leurs solutions.
4.2 Ecrire I'expression du coefficient de transmission ce Ces particules en fonction de coefficients

d’intégration des solutions trouvées dans. la question précedente.

4.3 Ecrire les conditions de continuité la fonction d'onde et de sa dérivée premiére aux points de o
discontinuité du potentiel.

4.4 Déduire de ces relations I'expression
4.5 Commenter ce résultat, comparativement a la mécanique classique.

du coefficient de transmission en fonction de E et de Vg

onnaires une particule quantique de masse /7 et

*Exercice 3 - La fonction d’onde associée aux états stati
pulsion p se trouvant dans un puits infini (de dimension 1 et dont les bords sont situés en 0 et a),

s

d'im

. (n7 , : .

est de la forme : o(x) = Asm(—x] (n étant un entier naturel non nul) ; Montrer que la fonction d'onde
a

dans I'espace des impulsions s'écrit

.- 7 Z A 2 2h

. 3 sy
Avec sincl{u) = ——
u
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1ExErcice 1_ : Densité de courant
) La dens;tg de courant de |a fonction d’onde étant définie par :

j(F’I):_iL//'(F {) C".d o - 0 A
2m L)gardy/(r.t) -y (7,0 grady (r,/)]
a) Détermi ite .

) €rminer la densité de courant d'une fonction d'onde de 1a forme w(r,1) = Aexp[a J(F ;)] olu «

2) Expliciter .J . ~ . ~

3)) Onpra;)s;é dans"lie cas_d une qnde plane : (7, /) = Aex;:rli(k 5 _w,)J (k et @ sont constants).

i que evolution spatio-temporelle d'une fonction d'onde en dimension 3 obéit 3 |'é ti
Inger ci-dessous - €quation

n? Bt
_‘__A"‘I!_: = £ 3 (//("’/)
[ oy (7 ):,y/(/ SH) =Tk m@‘f
Aexp [aj(F,/)] Ou « est un nombre complexe non nul

Lorsque la fonction d’'onde de Ia forme ypHF) =
erentielle vérifice par la fonction f(7.1).

et /(r,r) une fonction a valeur réelle, déterminer I'équation diff

Exercice 2 : Oscillateur harmonique
1) On considére une particule quantique soumise au potentiel d'un oscillateur harmonique

monodimensionnel }/(x) :

. 1
) = ;mmzxz (m>0etw>0)

A I'état fondamental, cette particule est décrite par Ia fonction_gonde de posétion ¥ ix) :

2

. . [ x% ] — Y

g//{.\'):Ae:qJL~?2J(a>O et A>0) H e’ A% - i
2a

1.1 A partir de I'équation de Schrédinger stationnaire, déterminer fa constante « et I'énergie L de la

particule dans cet état.
1.2 Normaliser cette fonction d'onde puis la réécrire en fonction des paramétres m et @ de I'oscillateur

harmonique. .
1.3 Determiner ensuite sa fonction d'onde d'impulsion 7(») en fonction des paramétres m et @ de
I'oscillateur harmonique.

1.4 Calculer Ax Ay puis conclure.
2) En réalité, le spectre des énergies de I'oscillateur harmonique est défini par :

L = }'m)[n + —;—J ,ne N

2.1 On se propose de rechercher la fonction d'onde décrivant ces états sous la forme :
5 ‘

w(x):Af(x)em[- 2x 2] (a>0¢et A>0)
a

Déterminer en fonction de la constante a I'équation différentielle (E1) caractérisant la fonction f(x).
(E1) devient : f"(a) = 2uf"(u)+ 2nf (u) =0 LEZ):
sont de la forme:

2.2 En posant x = au, montrer que ['équation

23 On montre que les solutions
" 2 ) .
g——[eXp(du ) " En deduire les fonctions d'onde des élats de la premiere et de la

" 2
' = (- xp
1) = (=D explu)—— .
deuxieme excitation de ['oscillateur harmonique. .
3) On considére a présent une particule quantique soumise au po
bidimensionnel I'(x.y) -

de [I'égquation (E2)
tentiel d'un oscillateus harmonique

)(m>0 etw>0)
tion sous la forme y(x,y) = X (X7 () A

-
-

Déterminer les états stationnaires de |a fonction d'onde de posi
pariir de gue! niveau d'énergie ces états sont dégénerés ?

- 1 2
Vix,y)= -'-’-mm"(x2 +
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